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Мендель Виктор Васильевич, к. ф.-м. н., доцент, кафедра геометрии ДВГГУ

Метод координат на плоскости. Уравнения и неравенства для координат
Пояснительная записка

Данный элективный курс рассчитан на учащихся 9-11 классов, обучающихся в классах физико-математического и информационного профиля.

Основная цель курса: расширить и систематизировать знания учащихся по темам «Векторы» и «Метод координат на плоскости» таким образом, чтобы они могли использовать полученные знания для решения различных практических задач, в том числе, задач, связанных с решением задач по программированию, имеющих геометрическую тематику.

После изучения данного курса слушатели должны знать: 

- различные методы введения координат на плоскости, 

- основные уравнения для прямых и линий второго порядка и свойства этих линий, 

- основные вычислительные формулы в координатах (углы, длины, площади),

- аналитические условия, определяющие расположение точек и других геометрических объектов (принадлежность точки отрезку, пересечение двух отрезков, принадлежность точки данной области и др.).

Слушатели должны уметь:

- вводить удобные системы координат, 

- определять координаты точек,

- составлять уравнения прямых и отрезков по различным данным,

- вычислять с помощью формул различные величины,

- составлять уравнения линий, заданных разного рода условиями.

Тематическое планирование
	№

п/п
	Темы занятий
	Количество часов

	
	Часть 1. Координаты
	

	1. 
	Введение: два способа задания координат на плоскости.

- Координаты как проекции точки на числовые оси.

- Координаты как коэффициенты разложения радиус-вектора по двум неколлинеарным (базису).

- Достоинства и недостатки обоих методов.
	2

	2. 
	Параметрические уравнения отрезка. Деление отрезка в данном отношении. 

Длины, углы, площади.
	2

	
	Часть 2. Уравнения для координат
	

	3. 
	Координаты и параметры.

- Время как  - параметр в уравнениях движения.

- Угол как параметр.

- Примеры параметрических уравнений различных линий.
	2

	4. 
	Уравнения, связывающие координаты точек. 

- Замечание об уравнениях f(x,y)=0,

- линейное уравнение ax+by+c=0,

- уравнение y=kx+b и его другая форма y=k(x-xo)+yo.
	2

	5. 
	Уравнения второго порядка.  Эллипс, гипербола и парабола. Фокальные свойства линий второго порядка.
	2

	
	Часть 3. Неравенства f(x,y)>0
	

	6. 
	Геометрический смысл неравенства f(x,y)< (>)0. Примеры. Линейное неравенство ax+by+c<0. Задание многоугольника с помощью системы линейных неравенств.
	2

	7. 
	Неравенства с модулями типа a
[image: image1.wmf]x

 + b
[image: image2.wmf]y

<c.
	2

	8. 
	Системы неравенств, определяющих пересечение отрезков.
	2

	9. 
	Практикум по решению задач
	4

	Итого
	20


Текст пособия

П.1 Координаты точки на плоскости

[image: image415.wmf]AB
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Существует два способа определять координаты точек. С первым вы познакомились еще в 5 классе, изучая координаты точки на числовой оси. Напомним, как тогда вводились координаты. 

На плоскости строили две координатные прямые (оси ОХ и ОУ). Произвольная точка М проектировалась на каждую ось (в точки Мх и Му).  Затем находились координаты проекций (х и у) на соответствующих числовых осях. Пара этих координат и называлась координатами точки на плоскости. 

Такой метод очень удобен в том случае, когда нужно найти координаты построенной точки, или, наоборот, по известным координатам нужно построить точку. Однако он не позволяет получать уравнения различных фигур на плоскости, проводить общие исследования их свойств.

[image: image416.png]


Здесь нам на помощь приходит второй подход к определению координат, основанный на понятии координат радиус-вектора точки. Он основан на том факте, что любой вектор на плоскости единственным образом раскладывается по двум неколлинеарным векторам. Точнее, если 
[image: image3.wmf]a
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и 
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 - два неколлинеарных вектора, а 
[image: image5.wmf]c
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 - произвольный вектор на плоскости, то всегда найдется единственная пара чисел (х,у), такая, что 
[image: image6.wmf]cxayb
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Теперь для определения координат точки поступим следующим образом. Выберем два неколлинеарных вектора 
[image: image7.wmf]2
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, (будем называть их базисными), и точку О – начало координат. Начало координат и базисные векторы определяют на плоскости некоторую систему координат. Пусть М – произвольная точка на плоскости. Вектор 
[image: image8.wmf]OM
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 будем называть радиус – вектором точки М. По указанному выше свойству, найдутся такие два числа хМ и уМ, что 
[image: image9.wmf]12
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. Эту пару (хМ, уМ) мы и будем называть координатами точки М в системе координат {O,
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На первый взгляд, такой подход может показаться не совсем удобным: как находить координаты, как строить точку?, но он позволит в дальнейшем применять векторный метод  при описании геометрических объектов. 

П.2. Деление отрезка в данном отношении


В учебнике геометрии для 7-9 классов предложена следующая задача. 

Задача 1. На прямой М1М2 лежит точка М, такая, что 
[image: image11.wmf]12
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. О – произвольная точка плоскости. Докажите, что 
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(1)
Мы не будем решать здесь эту задачу, тем более что ее решение приведено в учебнике. Нас больше интересует формула (1).

Определение 1. Будем говорить, что точка М, лежащая на прямой  М1М2  делит отрезок М1М2 в отношении (, если выполнено условие
[image: image13.wmf]12
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Задача 2. Пусть в некоторой системе координат известны координаты точек М1(х1,у1) и М2(х2,у2). Зная, чему равно число (, нужно вычислить координаты точки М(х,у).

Решение. Используем второе определение координат. Пусть О – начало координат. Тогда для радиус-векторов точек М1 , М2 и М выполнено соотношение (1) из предыдущей задачи. Заметим, что радиус-векторы точек имеют те же координаты, что и сами точки. Поэтому, переписав формулу (1) в координатной форме, получим следующие выражения:
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Замечание. Как видно, использование свойств векторов дало нам быстрое решение для данной задачи. Попробуйте получить аналогичную формулу, используя первое определение координат точки.

Мы вернемся к рассмотрению координат точек несколько позже, а в следующем пункте приведем сводку основных свойств и формул, относящихся к векторам.

П.3. Некоторые свойства векторов

3.1. Коллинеарность векторов

Напомним, что два вектора называют коллинеарными, если они лежат на одной прямой или на параллельных прямых (обозначение: 
[image: image15.wmf]b
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Известны два признака коллинеарности. 

Первый признак: 
[image: image16.wmf]b
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, тогда и только тогда, когда существует такое число (, что 
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. Используют в общем случае.

Если  известны координаты векторов, то удобно использовать следующий признак.

Второй признак: 
[image: image18.wmf]b
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тогда и только тогда, когда их координаты пропорциональны:
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где (a1,a2) – координаты первого вектора, а (b1,b2) – координаты второго вектора.

3.2. Вычисление координат вектора по координатам его начала и конца.

Если известны координаты начала и конца вектора, то координаты самого вектора можно вычислить по формуле: 
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где 
[image: image21.wmf](,)
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 - координаты точки А, а 
[image: image22.wmf](,)
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 - координаты точки В.

Замечание. Вывод этой формулы легко получить, используя векторное определение координат точки. Вектор 
[image: image23.wmf]AB
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 можно представить как разность радиус-векторов его конца и начала:
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3.3. Вычисление длины вектора и длины отрезка.

Длина вектора, координаты которого в прямоугольной системе координат равны 
[image: image25.wmf]12
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, вычисляется по формуле:
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Используя эту формулу и формулу (4), можно получить следующую формулу для вычисления длины отрезка:
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3.4. Скалярное произведение векторов в прямоугольной системе координат.

Определение 2. Скалярным произведением двух векторов называют число, которое равно произведению длин этих векторов на косинус угла между ними:


[image: image28.wmf]·
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Если известны координаты векторов 
[image: image29.wmf]1212
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, то их скалярное произведение можно вычислить по формуле:
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[image: image31.wmf]
3.5. Признак перпендикулярности векторов.

Если два вектора перпендикулярны, то косинус угла между ними равен нулю. Поэтому скалярное произведение этих векторов равно нулю. Из этого рассуждения мы получаем следующий признак: два ненулевых вектора перпендикулярны тогда и только тогда, когда их скалярное произведение равно нулю.

Замечание. Если 
[image: image32.wmf]12
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 - ненулевой вектор, то вектор 
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 перпендикулярен ему и имеет такую же длину. (Проверьте это с помощью формул (8) и (5)).

3.6. Вычисление угла между векторами.

Пользуясь формулой скалярного произведения, мы можем выразить косинус угла между векторами:


[image: image34.wmf]·

(,)

cos(,)

ab

ab

ab

=

×

r

r

r

r

r

r

.

(9)

В координатной записи эта формула будет выглядеть так:
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3.7. Вычисление площади параллелограмма, построенного на двух векторах.

Если два вектора заданы своими координатами 
[image: image36.wmf]1212
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, то площадь параллелограмма, построенного на этих векторах  можно найти по формуле:
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Получить ее можно, если вычислить скалярное произведение вектора 
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 на синус угла между ними (так как вектор 
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на 90 градусов), а с другой стороны – выражение, стоящее в формуле (11) под знаком модуля.
П.4. Уравнения прямой и отрезка

В этом пункте мы продемонстрируем преимущества векторного подхода к определению координат точки.

4.1. Параметрические уравнения прямой.

Пусть нам известны координаты точки М0(х0,у0), принадлежащей некоторой прямой а, и координаты вектора 
[image: image44.wmf]12
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, который параллелен
 этой прямой. Необходимо составить уравнения, которым удовлетворяют координаты всех точек этой прямой.

Предположим, что точка М(х,у) принадлежит прямой а.  Очевидно, что тогда векторы 
[image: image45.wmf]a
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 и 
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с коллинеарны. Применив к ним первый признак коллинеарности (смотри пункт 3.1.), получим векторное равенство:
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Переписав его в координатном виде, и перенеся в правую часть координаты точки М0, получим следующие уравнения:


[image: image48.wmf]10
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(12)

которые принято называть параметрическими уравнениями прямой. Придавая в этих уравнениях параметру t любые действительные значения, мы можем получить координаты всех точек, лежащих на прямой.

4.2. Канонические уравнения прямой.

Если в уравнениях (12) исключить параметр t, то мы получим уравнение:


[image: image49.wmf]00
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которое принято называть каноническим. Подставляя в это уравнение координаты произвольной точки, мы можем выяснить, принадлежит ли она данной прямой.

4.3. Общее уравнение прямой.

Избавляясь от знаменателей в уравнении (13), мы приведем его к виду:


[image: image50.wmf]0
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где a и b не равны нулю одновременно, которое называют общим уравнением прямой. Любая прямая может быть задана таким уравнением.

4.4. График линейной функции – прямая на плоскости.

Из курса алгебры вам известна линейная функция. Она задается уравнением:


[image: image51.wmf]ykxb
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Нетрудно заметить, что это частный случай общего уравнения (14) прямой. Для нас важное значение имеет коэффициент k в этом уравнении. Превратим уравнение (15) в параметрические уравнения прямой, положив x=t. Мы получим следующие выражения:


[image: image52.wmf],.
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Применив к ним пункт 4.1., найдем координаты направляющего вектора: 
[image: image53.wmf]{1,}
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. Заметим, что в прямоугольной системе координат для любого вектора отношение второй его координаты к первой равно тангенсу угла, который данный вектор составляет с координатной осью ОХ. В нашем случае этот тангенс равен коэффициенту k.

На практике иногда требуется составить уравнение прямой по известным координатам некоторой его точки 
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 и угловому коэффициенту k. В этом случае уравнение (15) принимает такой вид:
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4.5. Условие перпендикулярности двух прямых, заданных как графики линейных функций.

Пусть прямая l задана уравнением 
[image: image56.wmf]11
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, а прямая m задана уравнением 
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. Координаты направляющих векторов этих прямых равны соответственно 
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. Прямые будут перпендикулярны, если перпендикулярны их направляющие векторы,  те, в свою очередь,  перпендикулярны, если их скалярное произведение 
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. Отсюда получаем  признак перпендикулярности прямых:
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4.6. Уравнение отрезка.


Рассмотрим отрезок, концами которого являются точки 
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. Следующие уравнения позволяют вычислить координаты любой точки, принадлежащей этому отрезку:
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Доказать этот факт достаточно просто: во-первых, раскрыв скобки и приведя подобные относительно параметра t, мы фактически получим параметрические уравнения прямой. Во-вторых, нетрудно убедиться в том, что при значениях параметра t равных нулю и  единице, мы получим координаты точек M1 и M2 соответственно. 

П.5. Примеры применения координатного вектора к решению задач
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Задача 1. Дана прямоугольная трапеция с основаниями a и b. Найдите расстояние между серединами ее диагоналей.
Решение. 1. Введем систему координат как указано на рисунке 3. Тогда вершины трапеции будут иметь координаты: A(0,0), B(0,y), C(b,y) и D(a,0). (Здесь y – высота трапеции).

2. Найдем координаты середин диагоналей, используя формулу (2), и учитывая, что середина делит отрезок в отношении (=1. Для точки О: 
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. По формуле (6) найдем расстояние между точками О и О1:
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Ответ: 
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Замечание. Мы вводили в рассмотрение неизвестную нам высоту трапеции  y. Но на этапе вычислений она сократилась.

Задача 2. Медиана, проведенная к основанию равнобедренного треугольника, равна 160 см, а основание треугольника равно 80 см. Найдите две другие медианы этого треугольника.

Решение.  1. Введем прямоугольную систему координат так, как показано на рисунке 4. В этой системе вершины треугольника будут иметь координаты: А(-40,0), В(0, 160), С(40,0), а точка М2(0,0). Используя, как и в предыдущей задаче, формулы (2), найдем координаты середин двух других сторон. Для М3 получим:
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2. Вычислим длины отрезков АМ1 и СМ3, используя формулу (6). Для АМ1 получим:
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Длина второй медианы вычисляется аналогично.

Ответ: 
[image: image74.wmf]13
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Задача 3. В прямоугольном равнобедренном треугольнике проведены медианы острых углов. Вычислите косинус угла между ними.

Решение. 1. Введем систему координат так, как показано на рисунке 5. В этом случае вершины треугольника будут иметь координаты: С(0,0), А(а,0), В(0,а), а середины катетов: 
[image: image75.wmf]11
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. (Здесь а – длина катета.)
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2. По формуле (4) вычислим координаты векторов 
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0;0;

22

aa

AAaa

æöæö

=--=-

ç÷ç÷

èøèø

uuur

 и 
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3. Теперь используем формулу (10) для вычисления косинуса угла между векторами. (Этот угол совпадает с углом между медианами.)
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Ответ: 
[image: image79.wmf]4
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Задача 4. Дан ромб АВСD, диагонали которого равны 2а и 2b. Найдите множество всех точек М, для каждой из которых выполняется условие:  AM2+DM2=BM2+CM2.

[image: image421.png]


Решение. 1. Введем систему координат, взяв за ее начало центр ромба, а за оси – его диагонали. В этой системе вершины имеют координаты: A(-a;0), B(0;b), C(a;0) и D(0;-b).

2. Считая, что точка М имеет координаты (х;у), запишем условие AM2+DM2=BM2+CM2 в координатной форме. Для этого используем формулу (6) при вычислении длин отрезков. Получим следующее выражение:
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Раскрывая скобки и приводя подобные, получим следующее уравнение:


[image: image81.wmf]22220
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[image: image82.wmf]0
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 (18). 

В пункте 4.3 мы уже встречали такое уравнение – это общее уравнение прямой. И так, мы установили, что интересующее нас множество точек – это прямая линия. Попробуем теперь определить ее расположение относительно ромба.

3. Нетрудно заметить, что сторона АВ ромба может быть задана уравнением
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. Перепишем его в виде 
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, а уравнение (18) в виде 
[image: image85.wmf]a

yx

b

=-

. Угловые коэффициенты в этих уравнениях в произведении дают -1. Это значит, что для данных прямых выполняется признак (16)  перпендикулярности. Кроме того, очевидно, что полученная выше прямая проходит через начало координат – оно же – центр ромба. Таким образом, условию задачи удовлетворяют все точки, лежащие на прямой, проходящей через центр ромба и перпендикулярной прямой АВ.

Задача 5. Найти геометрическое место точек, сумма квадратов расстояний от которых до двух данных точек есть величина постоянная.
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Решение. 1. Введем прямоугольную систему координат  как показано на чертеже. Тогда, считая, что длина отрезка равна b, получим следующие координаты точек А и В: А(0;0), В(b;0). 

2. Пусть М(х;у) – произвольная точка плоскости, удовлетворяющая условию задачи: |AM|2+|BM|2=с2. Тогда: 
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В случае, когда правая часть последнего равенства положительна, мы получаем окружность, центр которой лежит на середине отрезка АВ. Если правая часть равна нулю, то решением будет единственная точка – середина АВ. Если правая часть отрицательна, то задача не имеет решений.

Задача 6. Дана окружность радиуса r. Через одну из ее точек (точку А) проведены всевозможные хорды. Найти геометрическое место точек, делящих эти хорды пополам.

Решение. 1. Введем прямоугольную систему координат так, чтобы ее центр совпал с центром окружности, а ось ОУ прошла через точку А. Уравнение окружности будет иметь вид:      
[image: image87.wmf]222
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 (**).  У точки А координаты (0;r). 

2. Далее, пусть 
[image: image88.wmf]11
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– второй конец хорды. Координаты середины хорды (точки М(х;у))  найдем по известной формуле (см., например, задачу 2):
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Выразим из них координаты точки В: 
[image: image90.wmf]11
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. Эти координаты должны удовлетворять уравнению окружности. Подставим их в это уравнение. Получаем:
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Раскрыв скобки, сократив уравнение на 4 и проведя группировку, получим следующее выражение: 
[image: image92.wmf]2
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. Это уравнение окружности, центр которой лежит на середине радиуса, проведенного в точку А, а радиус полученной окружности в два раза меньше радиуса данной.

П. 6. Уравнения для координат точек

6.1. Первые примеры уравнений для координат.


Рассмотрим плоскость, на которой задана прямоугольная декартова система координат (XOY).  Тогда любая точка M однозначно определяется своими координатами (x,y). Кроме того, любая пара чисел (x,y) определяет некоторую точку плоскости. Координаты точек могут удовлетворять некоторым условиям, например, какому-нибудь уравнению f(x,y)=0 относительно неизвестных (x,y). В этом случае говорят, что уравнение f(x,y)=0 задает на плоскости некоторую фигуру. Рассмотрим примеры.

Пример 1.  Рассмотрим функцию y = f(x). Координаты точек графика этой функции удовлетворяют уравнению y – f(x) = 0. 

Пример 2. Уже известное нам уравнение (14): 
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, где a, b, c – некоторые числа, задает на плоскости некоторую прямую. (Уравнения такого вида называют линейными).

Пример 3. График гиперболы 
[image: image94.wmf]x
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 состоит из точек, координаты которых удовлетворяют  уравнению 
[image: image95.wmf]1

=

×

y

x

.

Пример 4. Точки окружности радиуса r с центром в точке M0(x0,y0) задаются уравнением 
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6.2. Уравнения второго порядка.

Определение 3.  Уравнение вида 
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(19)

 где хотя бы один из коэффициентов 
[image: image98.wmf]ij
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 не равен нулю, называется уравнением второго порядка.
Определение 4. Линия на плоскости, координаты точек которой удовлетворяют уравнению второго порядка, называется линией второго порядка (далее обозначаем ее ЛВП).


Примерами линий второго порядка являются гипербола (пример 3) и окружность (пример 4). 

П. 7. Эллипс, гипербола и парабола


Самыми интересными ЛВП являются эллипс, гипербола и парабола. Последние две линии хорошо знакомы читателям: парабола – это график квадратичной функции, а гипербола задается, например, уравнением из примера 4. 


Мы рассмотрим геометрические и физические свойства названных выше линии. Начнем с эллипса.

[image: image424.png]


Определение 5. Эллипсом называется фигура на плоскости, координаты всех точек которой удовлетворяют уравнению 
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(20).

Уравнение (1) называется каноническим уравнением эллипса.

О виде эллипса можно судить по рисунку 9.


Далее будем считать, что 
[image: image100.wmf]b
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 (в противном случае можно развернуть систему координат на 90 градусов). Параметр a называется большей, а параметр b  - меньшей полуосью эллипса.

Положим 
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 называются фокусами эллипса. С фокусами связан ряд интересных свойств, о которых мы будем говорить ниже.
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Определение 6. Гиперболой называется фигура на плоскости, координаты всех точек которой удовлетворяют уравнению 
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(21).

Уравнение (21) называется каноническим уравнением гиперболы. О виде гиперболы можно судить по рисунку 10.
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Положим 
[image: image104.wmf]2
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 называются фокусами гиперболы. 
Параметр a называется действительной, а параметр b  - мнимой полуосью гиперболы, соответственно ox – действительная, а oy – мнимая оси гиперболы.


Прямые, заданные уравнениями 
[image: image106.wmf]x
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, называются асимптотами. При больших значениях параметра x точки асимптот бесконечно близко приближаются к ветвям гиперболы. На рисунке 10 асимптоты изображены пунктирными линиями.

Определение 7. Параболой называется фигура на плоскости, координаты всех точек которой удовлетворяют уравнению
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(22).

Уравнение (22) называется каноническим уравнением параболы. Она изображена на рисунке 11. Фокусом параболы называют точку F с координатами  
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П. 8. Свойства фокусов ЛВП


   Для каждой ЛВП в П.7. указывались специальные точки – фокусы. Эти точки играют большую роль для объяснения важных свойств эллипса, гиперболы и параболы. Мы сформулируем эти свойства в виде теорем.

Теорема. 1. Эллипс есть множество точек M, таких, что сумма расстояний от этих точек до фокусов равно 2a: 
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(23).

Теорема. 2. Гипербола есть множество точек M, таких, что разность расстояний от этих точек до фокусов равно 2a: 
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(24).

Для того чтобы сформулировать аналогичное свойство для параболы, определим директрису. Это прямая d, заданная уравнением 
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Теорема 3. Парабола есть множество точек M, таких, что расстояние от этой точки равно расстоянию от нее до директрисы:
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П. 9. Фокусы и касательные
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 Касательной к ЛВП является прямая, которая имеет с ней только одну общую точку. Уточним, что в случае гиперболы эта линия не должна быть параллельна ни одной из асимптот, а в случае параболы – ее оси симметрии. Пусть точка M
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 принадлежит соответствующей ЛВП. Ниже приведены уравнения касательных, проходящих через эту точку:
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 – для гиперболы,

(27)
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    Если в точку касания с эллипсом или гиперболой провести отрезки из обоих фокусов (их называют  фокальными радиусами точки), то обнаружится замечательное свойство (смотри рис. 12 и 13):  фокальные радиусы образуют равные углы с касательной, проведенной в этой точке.


Это свойство имеет интересную физическую интерпретацию. Например, если считать контур эллипса зеркальным, то, лучи света от точечного источника, помещенного в одном его фокусе, после отражения от стенок контура обязательно пройдут через второй фокус. 


Большое практическое применение получило аналогичное свойство для параболы (смотри рис.14). Дело в том, что фокальный радиус любой точки параболы составляет с касательной, проведенной в эту точку угол, равный углу между касательной и осью параболы. 


    Физически это интерпретируется так: лучи точечного источника света, помещенного в фокусе параболы, после отражения от ее стенок распространяются параллельно оси симметрии параболы. Именно поэтому зеркала фонарей и прожекторов имеют параболическую форму. Кстати, если параллельный оси параболы поток света (радиоволн) входит в нее, то, после отражения от стенок, все его лучи пройдут через фокус. На этом принципе работают станции  космической связи, а также радары, принимающие антенны которых также имеют параболическую форму.

ЛВП нашли широкое применение в физике и астрономии. Так, было установлено, что одно относительно легкое тело (например, спутник) движется в поле силы тяготения более массивного тела (планеты или звезды) по траектории, представляющей собой одну из ЛВП. При этом более массивное тело находится в фокусе этой траектории. Впервые эти свойства подробно описал Иоганн Кеплер и они были названы Законами Кеплера.

П.10. Уравнение окружности

Важным частным случаем эллипса является хорошо известная читателю линия – окружность. По определению, окружность представляет из себя множество точек плоскости, удаленных от данной точки О (центра окружности) на одинаковое расстояние R (радиус окружности). Получим уравнение окружности, считая, что ее центр – точка О(х0,у0), а радиус равен R.

Пусть М(х,у) – произвольная точка окружности. По формуле (6) выразим расстояние от М до центра окружности:
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Возведем теперь левую и правую части в квадрат, и, учитывая, что МО=R, получим уравнение окружности:
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Замечание. В некоторых задачах мы можем получить уравнение второй степени с двумя неизвестными, имеющее вид:
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Выделив в нем полные квадраты относительно x и y, мы получим уравнение:


[image: image120.wmf](

)

22

22

1

224

ab

xyabc

æöæö

+++=+-

ç÷ç÷

èøèø

. 

(31)

Если правая часть этого уравнения положительна, то это есть уравнение окружности с центром 
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 и радиусом 
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. Заметим также, что если правая часть уравнения (31) отрицательна, то оно не имеет решения, а если она равна нулю, то существует только одно решение 
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П.11. Геометрический смысл знака выражения f(x,y)

11.1. Непрерывные функции двух переменных и их свойства


В этом пункте мы будем рассматривать прямоугольную область координатной плоскости, заданную условиями:
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и некоторое выражение f(x,y), связывающее координаты точек области.


От выражения f(x,y) потребуем непрерывности. Для функций двух переменных это свойство относится к высшей математике, мы дадим здесь его интуитивное толкование. Будем говорить, что функция f(x,y) непрерывна в области, если ее значения в любых двух близко расположенных точках этой области мало отличаются друг от друга.

Сформулируем теперь одно важное свойство непрерывных функций одной переменной.

Лемма. Если функция 
[image: image125.wmf])
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 непрерывна на отрезке 
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 и принимает на концах отрезка противоположные по знаку значения, то найдется, по крайней мере, одно значение 
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Замечание о доказательстве. Данное утверждение должно быть интуитивно понятным и даже очевидным. Действительно, нельзя непрерывно изменять числовое значение с отрицательного на положительное или наоборот и миновать при этом ноль.

11.2. Геометрический смысл знака выражения f(x,y)

Неравенства вида f(x,y)>0 или f(x,y)<0 задают на плоскости некоторые области (слово задают означает, что области принадлежат все точки, координаты которых удовлетворяют условию f(x,y)>0 (или f(x,y)<0)).

Например, неравенство 
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 задает полуплоскость, а неравенство 
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 - область плоскости, из которой «вырезан» круг радиусом три с центром в начале координат (граница круга принадлежит области).


Пусть на плоскости задана непрерывная функция от двух переменных f(x,y). Неравенства f(x,y)>0 и f(x,y)<0 задают на плоскости две области (эти области могут состоять из нескольких фрагментов каждая). Очевидно, что границы, разделяющие фрагменты разных областей, состоят из точек, удовлетворяющих условию f(x,y)=0. Другими словами, указанные выше области или их фрагменты, разделены линией, заданной уравнением f(x,y)=0.


Сформулируем более строгое утверждение.

Теорема 4. Пусть на плоскости задана линия ( уравнением f(x,y)=0, причем функция f(x,y) – непрерывная. Далее, пусть в точке M1(x1,y1)  f(x1,y1)<0, а в точке M2(x2,y2)  f(x2,y2)>0. Тогда отрезок  M1M2 пересекает линию ( хотя бы в одной точке.

Доказательство этой теоремы вытекает из сформулированной выше леммы и параметрических уравнений отрезка. Действительно, подставим в функцию f(x,y) вместо координат  x и y параметрические уравнения для отрезка M1M2. Получим заданную на отрезке [0, 1] непрерывную функцию относительно параметра t: f=f(t). Причем f(0) = f(x1,y1) < 0, а  f(1) = f(x2,y2) > 0. Согласно лемме найдется такое значение t0 ([0,1], что f(t0) = f(x0,y0) =  0. При этом точка M0 (x0,y0)  отрезка M1M2, соответствующая параметру t0, принадлежит линии (, то есть, является точкой пересечения этой линии и отрезка.

11.3. Моделирование линий, заданных уравнением f(x,y)=0, на компьютере

Построение линии, заданной уравнением f(x,y)=0 является в общем случае непростой задачей. Хорошо, если удается получить явную зависимость одной координаты относительно другой, то есть выразить, например, x через y: x=F(y). 
Чаще находят параметрические уравнения: x=x(t), y=y(t), такие, что f(x(t),y(t))=0. 

Например, параметрические уравнения окружности радиуса r с центром в точке M(x0,y0)  имеют вид:
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Уравнения эллипса, полуоси которого равны a  и b, большая ось составляет с осью OX угол 
[image: image132.wmf]j

, а центр расположен в точке M(x0,y0), имеют вид:
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Однако такие удачные представления не всегда можно найти, поэтому в общем случае приходится фиксировать одну из координат (подставлять, например, вместо переменной x конкретное значение x0) и каждый раз решать получившееся уравнение f(x0,y) = 0 относительно координаты  y. При этом уравнения порой получаются весьма сложные, решение ищется приближенное (с некоторой погрешностью) и, если требуется найти много точек, процесс повторяется многократно. Заметим также, что далеко не при всех конкретных значениях x0 уравнение f(x0,y) = 0 будет иметь корни.


Конечно, рутинную часть работы по решению уравнений можно поручить компьютеру, однако, если нас интересует общая форма кривой, а не координаты всех принадлежащих ей точек, можно воспользоваться простым, но очень эффективным приемом.


Суть приема в следующем. Для каждой точки экрана (пикселя) вычисляется значение функции f(x,y). Если это значение положительно, то точка закрашивается одним цветом, в противном случае для окрашивания используют другой цвет. В результате на дисплее будет получено двухцветное изображение, а граница, разделяющая два цвета, будет (с определенной точностью) соответствовать искомой линии.

11.4. Задание фигур на плоскости системами неравенств.


Возможность задать фигуру на плоскости с помощью уравнений или неравенств (либо их систем), связывающих координаты точек, принадлежащих данной фигуре – весьма заманчива и полезна. Действительно, вместо того, чтобы хранить информацию о координатах каждой точки фигуры достаточно запомнить неравенства, которые ее задают, и, в нужный момент, сгенерировать координаты нужных точек.


Мы начнем с рассмотрения самого важного случая, когда фигура задается системой линейных неравенств:
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При правильном подборе неравенств эта система может задать на плоскости выпуклый k – угольник. Если же к выбору неравенств отнестись менее щепетильно, то в результате можно получить довольно причудливую многоугольную область, границы которой будут лежать на k прямых линиях (уравнения этих прямых можно найти, если заменить в неравенствах знак «больше» на знак «равно»).

На практике, для того, чтобы верно составить систему поступают так: сначала строят прямые, которые образуют границу многоугольника. Затем в уравнениях прямых знак равенства заменяют на знак «больше» или «меньше» так, чтобы точки многоугольника удовлетворяли этим неравенствам.

Дадим практический совет, как правильно выбрать знак неравенства.

Дело в том, что можно легко определить полуплоскость, которая содержит начало координат (если прямая не проходит через эту точку, то есть коэффициент c не равен нулю). Если 
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, то выбирается знак «больше», а если 
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 Для выбора знака будем ориентироваться на начало координат. Если начало координат лежит в нужной полуплоскости, то знак определяется по указанному выше правилу, в противном случае он изменяется на противоположный.

11.5. Задание ромба неравенством с модулями


Сложные фигуры приходится задавать совокупностями нескольких систем неравенств. Иногда можно обойтись без громоздких записей, тут на помощь приходят модули. В качестве примера приведем важное неравенство, задающее на плоскости ромб, центр которого совпадает с началом координат, а диагонали направлены по координатным осям. Вот это уравнение:
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Здесь a и b – числа, равные половинам длин диагоналей ромба.
П.12. Применение координат при решении задач на компьютере

12.1. Условие пересечения прямой и отрезка


Рассмотрим следующую задачу. 

Задача 7. Прямая на плоскости задана уравнением 
[image: image138.wmf]c
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, а отрезок определен своими концами: M1(x1,y1) и M2(x2,y2). Найти условие, при котором отрезок пересекает прямую.

Решение. Раз отрезок пересекает прямую, то его концы лежат в разных полуплоскостях относительно этой прямой. Поэтому выражение 
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 имеет в концах отрезка противоположные по знаку значения. Поэтому мы можем записать следующее аналитическое условие пересечения отрезка и прямой:
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12.2. Условие пересечения двух отрезков

Задача 8. Два отрезка на плоскости определены координатами своих концов: M1(x1,y1), M2(x2,y2) и M3(x3,y3), M4(x4,y4) . Найти условие, при котором отрезки пересекаются.
Решение. Раз отрезки пересекаются, то каждый из них пересекает прямую, содержащую второй отрезок. Воспользуемся каноническими уравнениями прямой, проходящей через две точки и условием (36) пересечения прямой и отрезка. Получим такую систему неравенств:
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П.13. Задачи для самостоятельного решения

1. Дайте определение ЛВП. Приведите несколько примеров уравнений, которые задают ЛВП.

2. Вычислите координаты фокусов а) эллипса, б) гиперболы, если a=13, b=5.

3. Составьте каноническое уравнения а) эллипса, б) гиперболы, если известно, что эта линия проходит через точки с координатами (5, 6) и (-8, 7).

4. Проверьте, что прямая, заданная уравнением (9) действительно пересекается с параболой, заданной уравнением (3) только в точке с координатами 
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. (Указание: сначала подставьте уравнение касательной в уравнение параболы, а затем убедитесь, что дискриминант получившегося квадратного уравнения равен нулю.)

5. Составьте уравнение касательной к гиперболе с действительной полуосью 8 и мнимой – 4 в точке с координатой x=11, если вторая координата точки отрицательна.
6. Даны координаты вершин четырехугольника ABCD: A(-6;1), B(0;5), C(6;-4), D(0,-8). Докажите, что это прямоугольник и найдите координаты точки пересечения его диагоналей.
7. Окружность задана уравнением 
[image: image143.wmf](
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. Составьте уравнения прямых, проходящих через центр этой окружности и параллельных координатным осям. Найдите также уравнение касательной к окружности, параллельной оси ОХ, и наиболее близко расположенной к началу координат. Обоснуйте свои действия. 

8. Найдите длину средней линии треугольника, параллельной стороне АВ, если координаты вершин таковы: A(-3;-6), B(-8;6), C(4;-10).
9. Высота AD треугольника АВС делит сторону ВС на отрезки BD=10 см и CD=4 см. Введите удобную систему координат и определите координаты вершин этого треугольника, если угол при вершине В равен 45 градусов. Объясните, почему выбранная система – наиболее удобная.
10. Определите геометрическое место точек плоскости, удовлетворяющих следующему условию: расстояния от каждой из этих точек до концов данного отрезка относятся как 2:3.
11. Найдите уравнение прямой, проходящей через точку А(2;4) и перпендикулярной прямой, заданной уравнением 
[image: image144.wmf]490
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. Определите, в каких точках эта прямая пересекает координатные оси. 

12. Составьте параметрические, каноническое и общее уравнения прямой, проходящей через середину отрезка АВ, и пересекающей отрезок АС в точке М, так, что АМ=3МС. Если А(8;0), В(-4; 8) и С(12;16).

Практические задания 

13. Постройте несколько эллипсов по следующему методу: закрепите лист бумаги на фанере и воткните в бумагу (но не до конца) пару кнопок. Возьмите кусок нитки и свяжите концы. Накиньте получившуюся петлю на обе кнопки (фокусы будущего эллипса), острым концом карандаша натяните нить и аккуратно проведите линию, следя за тем, чтобы нить была натянута. Изменяя размеры петли, вы сможете построить несколько софокусных эллипсов.  Попробуйте объяснить с помощью Теоремы 1, что полученные линии действительно эллипсы и объясните, как, зная расстояние между кнопками и длину нитки, можно рассчитать полуоси эллипса.
14. Составьте программу для ЭВМ, которая строит линии, заданные уравнением f(x,y)=0. Используйте алгоритм из пункта 11.3.

Поличка Анатолий Егорович, к.ф.-м.н., доцент, кафедра математического анализа ДВГГУ
Отношение, зависимость, отображение, функция
Пояснительная записка


В процессе исследования окружающей действительности человек всегда создавал различные модели различных процессов и объектов. Опыт человечества показал естественность рассмотрения при этом различных групп показателей, характеризующих изучаемых явлений, и зависимостей между ними. На этом пути важную роль играет понятие «функция». В связи с этим в школьный курс математики одной из содержательных линий входит «Функция и графики». Поэтому в программу ЕГЭ включено большое количество задач, требующих понимания основных свойств функций и умений использовать эти свойства. 
Данный курс посвящен аналитическому и геометрическому описаниям основных элементарных функциональных зависимостей между двумя множествами действительных чисел. 
Задачи курса:
· выделение основных показателей, характеризующих функциональную зависимость и оснований для классификации функций;

· описание основных элементарных функций;

· перечисление типовых задач и методов составления тестов по функциональной зависимости.

Требования к уровню усвоения содержания курса

В результате освоения программы курса учащиеся должны знать:
· Основные элементарные функции и их характеристики (область определения, множество значений, вид графика),
· Основные свойства функций: монотонность, четность и нечетность, периодичность, ограниченность,

В результате освоения программы курса учащиеся должны уметь:

· перечислять основные элементарные функции и называть их основные свойства;

· называть вид функции по изображению графика;

· перечислить основные типовые тесты по свойствам функции.

Объем курса: предлагаемый курс рассчитан на 20 часов 
Тематическое  планирование

	№
	Тема
	Кол-во часов

	1. 
	Понятие величины. Отношения и отображения величин. Числовые величины. Функциональная зависимость. 
	2

	2. 
	Понятие функции. Область определения, множество значений. Способы задания функции, график функции
	2

	3. 
	Основные свойства функций: четность, нечетность, периодичность, монотонность, ограниченность.
	2

	4. 
	Вариант классификации функций, задаваемых аналитически: основные элементарные функции; расширение этого множества. 
	2

	5. 
	Таблица графиков основных элементарных функций
	2

	6. 
	Решение основных типов задач:

найти область определения и применить ее для исследования свойств числовых множеств; найти множество значений функции; по графику назвать вид функции, интервалы монотонности.
	2

	7. 
	Построение графиков функций: по точкам; с помощью элементарных геометрических преобразований.

Применение графиков для решения неравенств.
	4

	8. 
	Решение и составление задач
	4

	Итого
	20 часов


Текст пособия

Введение

Роль научного изучения действительности велика. Понимание законов реальной действительности позволяет не только созерцать ее, слепо ей подчиняться, но и влиять на ее развитие. Одной из наук, занимающейся управлением и связями в различных системах: искусственных, биологических и социальных, является кибернетика. Основные методы у нее – это моделирование и алгоритмизация. Отсюда видна важная роль, в частности, математического моделирования. Под ним будем понимать отражение объекта реальной действительности средствами математического языка. На этом пути появляются математические модели, математические соотношения между числовыми величинами.

Для овладения методами математического моделирования необходимо изучить:

- язык математики;

- основные факты математики, необходимые для рассмотрения уже известных математических моделей, используемых в профессиональной деятельности;

- основные известные методы построения математических моделей, необходимые для создания новых моделей.

Языком можно назвать средства некоторой науки, предназначенные для переработки информации. Алфавитом называется набор символов, используемых для передачи информации. Используемый в математике алфавит состоит из букв и символов русского, греческого, латинского алфавитов, арабских и римских цифр, и знаков операций и специальных символов.

Для сокращения записи будем использовать следующие обозначения языка: 
[image: image145.wmf]"

 - для любого; 
[image: image146.wmf]$

 - существует; 
[image: image147.wmf]Þ

 - следовательно; 
[image: image148.wmf]Û

 - тогда и только тогда.

Понятие величины

Примером процесса математического моделирования является процесс решения простейших так называемых «текстовых» задач с помощью сведения их к уравнениям или неравенствам. Наиболее интересен для приложений не сам этап получения решения и записи его в виде математической символики, а следующий этап. Это исследование зависимости решения от параметров, которые были объявлены данными. В этом смысле, с формальной точки зрения, никаких специальных уравнений или неравенств с параметрами нет
.

Пример. Рассмотрим уравнение 
[image: image149.wmf]0
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. Его можно понимать как квадратное уравнение относительно неизвестного х, а можно понимать как квадратное уравнение относительно неизвестного а с параметром х. Следует же понимать это уравнение с двумя неизвестными х и а. В левой части уравнения стоит математическое выражение от двух аргументов х и а.

Множество решений такого уравнения – это множество пар чисел, при подстановке которых в уравнение получается верное равенство.

Взгляд относительно х говорит о решении уравнения относительно х. В этом случае аргументы х и а считают неравноправными. Поэтому необходимо выразить при решении х через а, которое называют «параметром».

Можно рассмотреть это уравнение по-другому, взгляд относительно а: необходимо иметь ответ в таком виде, чтобы для каждого значения а было указано, какие числа х в паре с этим а дают решения данного уравнения.

На этом пути, если брать разные основания для классификаций, учитывая различные взгляды на аргументы, входящие в эту модель, получим спектр разных типов уравнений (неравенств).

Основаниями для классификаций могут например быть: 

· вид математического выражения (линейные, квадратные и т.д.);

· количество неизвестных и выражений (системы и т.д.);
· количество параметров.
В реальных задачах (например, с физическим содержанием), естественно вводится неравноправие аргументов, входящих в уравнение. Они делятся на «неизвестные», обозначаемые, как правило, последними буквами латинского алфавита (…, x, y, z), и «параметры», обозначаемые первыми буквами (a, b, c,…). Описанные аргументы принято еще называть величинами. Это понятие особенно важно для реализации его цифровыми средствами. На этом пути необходимо рассматривать у величины ее тип. Особенно это ярко проявляется в программировании на ЭВМ.
Отношения и отображения величин

Одно из направлений математического моделирования основано на поиске аналитической зависимости между факторами, регулирующими рассматриваемый процесс. В каких отношениях они состоят?

Уже на первом этапе задаются вопросы:

1. Что дано?

2. Что требуется?

3. Какие данные допустимы?

4. Какие результаты будут правильными, а какие нет?

Этот этап процесса моделирования состоит из определения цели и формирования, так называемой, целевой функции рассматриваемого объекта моделирования.

Второй этап — составление списка переменных и их ранжирование по степени влияния на целевую функцию.

Таким образом, возникает необходимость описания понятия функциональной зависимости и разработки специального аппарата ее исследования. Этим занимается раздел математики — математический анализ.

Числовые величины

Для дальнейшего рассмотрения важными являются величины, значениями которых являются действительные числа. Это так называемы числовые величины. В школьном курсе множество R действительных чисел определяется как объединение множества рациональных и иррациональных чисел.

N = {n=1, 2, 3, … } – множество натуральных чисел;


[image: image150.wmf],...}

2

,

1

,

0

{

±

±

=

=

p

Z

 - множество целых чисел;
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- множество рациональных чисел;
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[image: image153.wmf]х - бесконечные десятичные непериодические дроби}, то есть, иррациональные числа. 

Определение. Числовой осью называется множество точек, удовлетворяющее свойствам:

1) точки лежат на прямой линии;

2) задана точка О — начало отсчета, направление и масштаб. Обычно числовая ось изображается следующим образом:

[image: image154.png]



Из свойств действительных чисел и их представления в виде десятичных дробей следует теорема.

Теорема. Каждому действительному числу можно поставить в соответствие единственную точку на числовой оси, и наоборот, каждой точке действительной оси соответствует единственное действительное число.

Упражнение. Построить отрезок длины 
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Определение. Координатной плоскостью называется декартово произведение R2 числовой оси R самой на себя.

[image: image156.png]



Функциональная зависимость

В практике работы предприятия важно установить количественную связь между результатом, или эффектом, некоторого процесса и условиями его получения, по крайней мере, часть из которых, является управляемыми, хотя и не обязательно в рамках изучаемого процесса. Под результатом чаще всего понимается выпуск продукции некоторой производственной единицы — предприятия, отрасли, региона, всего хозяйства в целом в натуральном или денежном выражении, а под условиями – ресурсы (истраченные, использованные или наличные). Ресурсы обычно называются факторами производства. Для определенного предприятия или отрасли, выпускающей однородный продукт, производственные функции часто связывают объем выпуска в натуральных единицах с затратами рабочего времени по видам трудовой деятельности, различными видами сырья, энергии и т.д. (измеренными как и выпуск в натуральных единицах). Производственные функции на уровне крупных отраслей, регионов или всего хозяйства в целом обычно используют агрегированные стоимостные измерители и отражают не только (и не столько) технологические, но и экономические закономерности. Концепция производственных функций базируется в первую очередь на идее замещения между факторами, т.е. на гипотезе о том, что один и тот же выпуск может быть получен при разных комбинациях используемых ресурсов. При этом речь идет о замещении как между различными ресурсами в рамках одной и той же технологии, так и между различными технологиями производства одного и того же продукта или между различными продуктами, имеющими разную ресурсоемкость.

Для изучения функций необходимо разработать аппарат их исследования. Для этого будут рассмотрены основные свойства функций и введены понятия предела, производной, интеграла и степенного ряда.

Примером производственной функции является функция Кобба-Дугласа
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Y – количество выпуска продукции, A – некоторый числовой коэффициент, K - числовой измеритель основных фондов, L -трудовых ресурсов, α, β - числовые параметры.

Применим для описания этого аппарата теоретико-множественный язык.

Определение. Пусть даны два множества 
[image: image158.wmf]X

 и 
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; каждому элементу x из 
[image: image160.wmf]X

 поставлен в соответствие единственный элемент у из 
[image: image161.wmf]Y

. Тогда говорят, что между 
[image: image162.wmf]X

 и 
[image: image163.wmf]Y

 имеется функциональная зависимость, у зависит от х.

Обозначения:

f: 
[image: image164.wmf]X



 EMBED Equation.3  [image: image165.wmf]®
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 или 
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 EMBED Equation.3  [image: image168.wmf]f
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, где

f — обозначение функциональной зависимости; х - аргумент; f(x) — значение; 
[image: image170.wmf]X

 - область определения;

f(X) — область значений = {у | у = f(x), х 
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Примеры:

1) 
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 = R; 
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2) 
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Понятие функции

Определение. Пусть каждому элементу х множества 
[image: image180.wmf]X

 из 
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 поставлен в соответствие единственный элемент у множества 
[image: image182.wmf]Y

 из 
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, тогда говорят, что на множестве 
[image: image184.wmf]X

 задана числовая функция одной переменной:

у = f(x).
Область определения, множество значений

Множество 
[image: image185.wmf]X

 в приведенном определении называют областью определения функции D(f), а множество таких y, что у = f(x) для всех x из D(f), называют областью значений F(D).

Примеры.

1) Исследования показывают, чтобы между спросом и предложением все время сохранялось равновесие, необходимо, чтобы цена р(t) изменялась в зависимости от времени в соответствии с формулой
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Здесь область определения по условиям модели: 
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2) Периметр p правильного n - угольника, вписанного в круг данного радиуса R, определяется формулой:
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Область определения: 
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, область значения — 
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3). Рассмотрим уравнение, описывающее окружность. Для определенности пусть это будут точки плоскости, находящиеся на одинаковом расстоянии R от начала координат O(0, 0). Уравнение имеет вид:

х2 + у2 = R2.

Отсюда
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т.е. можно описать две функции:

(1) 
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График функции

Определим далее понятие графика функции.

Определение. Графиком функции называется множество точек на плоскости с координатами (х, f(х)):
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График принято изображать в декартовой системе координат:

[image: image196.png]



Главное свойство графика функции — это то, что прямая, параллельная оси Оу, может иметь не более одной точки пересечения с графиком (одной точки "прокола" графика).

Таким образом, в случае последнего примера будем иметь следующие графики:
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Всякое уравнение вида f(x;y)=0 определяет на плоскости некоторое множество точек (может быть пустое), координаты которых удовлетворяют данному уравнению. При некоторых условиях  полученное множество является линией на плоскости. 

Примеры. Рассмотрим линии второго порядка - линии, которые задаются уравнениями второй степени.

1. Уравнение 



  определяет эллипс на плоскости:
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На рисунке OA1=OA2=a,OB1=OB2=b, OF1=OF2=c=
[image: image201.wmf]2

2

b

a

-

, F1, F2 – фокусы эллипса.

2. Уравнение 
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определяет гиперболу

[image: image203.png]



На рисунке прямые y=bx/a и y=-bx/a - асимптоты гиперболы, 

OA1=OA2=a, OB1=OB2=b -полуоси, OF1=OF2 =c=
[image: image204.wmf]2

2

b
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, F1, F2,- –фокусы.
Параметры a и b называются полуосями эллипса (гиперболы).

3. Уравнение y2=2px  определяет параболу

[image: image205.png]



Линию на плоскости можно задать параметрическими уравнениями вида


[image: image206.wmf]î

í

ì

=

=

)

(

)

(

t

y

y

t

x

x


Пример. 
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 - параметрические уравнения эллипса.

Способы задания функции

Способы задания функции можно представить в виде следующей схемы:
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Опишем каждый из них.

A. Аналитический
Аналитическим выражением (формулой) называется последовательная запись букв, знаков математических операций и обозначений математических функций, подчиненная математическим законам.

Функция называется заданной аналитически, если функциональная зависимость у от х описывается аналитическим выражением.
B. Табличный 

Функция называется заданной таблично, если функциональная зависимость описана таблицей значений аргумента и соответствующих значений функции:

	x
	x1
	x2
	…
	xn

	y
	y1
	y2
	…
	yn


Пример.

Экономические показатели некоторого производства (например, темпы производства валовой продукции), зависящие от периода времени заданы таблицей:

	Год
	1960
	1970
	1980
	1990

	Объем
	100
	110
	120
	130


C. Графический

Функция называется заданной графически, если функциональная зависимость описана в виде графика.

Пример. Описание тарифа стоимости билетов проезда в зависимости от расстояния:
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D. Специальные способы задания.

1. На разных подмножествах области определения функция задана различными формулами.

Примеры.

A. 
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B. 
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2. Зависимость задается словесным описанием.

Примеры.

A. 
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функция Дирихле (J –множество иррациональных чисел, Q-множество роациональных чисел).

В. у = [х] - целая часть числа х;

у = {х} - дробная часть числа х.
3. Специальные обозначения.

Пример.

Факториал натурального числа

y(n)=n!=1·2·3·…·n,

0!=1.

Замечание.

У каждого способа задания функции есть свои достоинства и недостатки.

Упражнение. Перечислить их.

Основные свойства функций: четность, нечетность, периодичность, монотонность, ограниченность

Можно произвести классификацию функций по их некоторым свойствам.

Периодичность
Определение. Функция f называется периодичной, если существует такое число 
[image: image213.wmf]R
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D(f).

Естественно, что таких чисел существует бесчисленное множество. Наименьшее положительное число Т называется периодом функции.

Примеры.

А. у = соs х, Т = 2
[image: image216.wmf]p

.

В. у = tg х, Т = 
[image: image217.wmf]p

.

С. у = {х}, Т = 1.

D. у = 
[image: image218.wmf]n

x

, эта функция не является периодической.

Четность

Определение. Функция f называется четной, если для всех х из D(f) выполняется свойство f(-х) = f(х).

Если f(-х) = -f(х), то функция называется нечетной.

Если ни одно из указанных соотношений не выполняется, то функция называется функцией общего вида.

Примеры.

А. у = соs (х) - четная;

В. у = tg (х) - нечетная;

С. у = {х}; y=sin(x+1) – функции общего вида.

Монотонность

Определение. Функция f: X —> R называется возрастающей (убывающей), если для любых 
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Определение. Функция Х —>R называется монотонной на X, если она на X возрастающая или убывающая.

Если f монотонна на некоторых подмножествах из X, то она называется кусочно-монотонной.

Пример. у = cos х — кусочно-монотонная функция.

Ограниченность

Определение. Функция 
[image: image221.wmf]R
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 называется ограниченной, если ограничена ее область значений.

Пример.

1. у = соs х , f(D(f)) = [-1,1] - функция ограничена.

2. у = tg х - функция неограниченна.

Упражнение. Проиллюстрировать описанные свойства функций на примерах их графиков.

Вариант классификации функций, задаваемых аналитически: основные элементарные функции; расширение этого множества

Функции, заданные аналитически, можно классифицировать по виду аналитических выражений:
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Основные элементарные функции задаются специальными определениями и описываются специальными обозначениями. Их элементарные свойства и графическое описание даны в школьном курсе математики.

Аналитические выражения, описывающие основные элементарные функции.

1. 
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 — степенная функция.

2. 
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 — показательная функция.

3. 
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 - логарифмическая функция.

4. Тригонометрические функции:

а) у = sin х,

б) у = cоs х,
в) у =tg х,

г) у = сtg х.

5. Обратные тригонометрические функции:

а) у = агсsin х,

б) у = агccos х,

в) у = агсtg х,

г) у = агссtg х.

Элементарными функциями называются функции, задаваемые аналитическими выражениями, составленными из основных элементарных функций, математических операций над ними и последовательных применений этих функций.

Примеры.

(1)  
[image: image228.wmf].
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4. у=b/(x+d) - заработок на каждого члена семьи, где b - общая сумма заработка на семью, d - число работающих, х - число неработающих.

5. А = а 
[image: image231.wmf]t

q

- начисление при накоплении при начальном вкладе а, q - количество процентов, t - время.

Элементарные функции можно классифицировать по виду аналитического выражения.

1. Рациональные функции – функции, заданные рациональным выражением, т.е. выражением вида:
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Это выражение называется еще многочленом одной переменной n - ой степени, 
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Пример.
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 - многочлен 2-ой степени,  квадратный трехчлен.

2. Дробно-рациональной функцией называется функция, заданная дробно-рациональным выражением, т.е. выражением  вида:
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Это выражение еще называется рациональной дробью. 

Пример.
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3. Иррациональные функции - это функции, заданные выражениями, составленными  с помощью арифметических операций и последовательного применения дробных степеней от рациональных и дробно-рациональных выражений аргумента.

Пример.
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4. Трансцендентные функции - это функции, содержащие в задающих их формулах следующие элементарные функции: показательные, или логарифметические, или тригонометрические, или обратные тригонометрические.

Примеры.

(1) 
[image: image238.wmf]x

e

y

=

.

(2) 
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Упражнения-практикумы 

· (Построение таблицы графиков основных элементарных функций) Используя ПЭВМ составьте таблицу графиков основных элементарных функций;
· (Нахождение области определения и ее применение для исследования свойств числовых множеств) Если функция задана аналитически и нет других ограничений, то ее область определения может быть найдена исходя из свойств основных элементарных функций и определения области допустимых значений соответствующих аналитических выражений.

Пример.

Найти область определения.
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· (Нахождение множества значений функции) Построить график заданной функции на ПЭВМ и по изображению описать ее область значений.
· (Определение по графику вида функции и ее интервалов монотонности) 

· (Элементарные геометрические преобразования графиков) Представить последовательность преобразования графиков для получения данного графика из графика основной элементарной функции с помощью ПЭВМ.

Применение графиков для решения неравенств

При графическом решении задач оптимизации возникает проблема исследования областей, заданных линейными неравенствами вида: 

ax+by+c<0 или ax+by+c>0.

Теорема. Неравенству ax+by+c>0 удовлетворяют все точки полуплоскости относительно прямой ax+by+c=0, в которую направлен вектор нормали n=(a;b), если его отложить от некоторой точки прямой.

Доказательство. Пусть точка M(x1;y1) расположена в одной из полуплоскостей относительно прямой ax+by+c=0. Опустим перпендикуляр из точки M на прямую до пересечения с ней в точке M0(x0;y0). 
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Тогда вектор M0M параллелен вектору n, следовательно, 
M0M=t n, или в координатах, 

x1-x0=t a; y1-y0=t b.

Выразим x1, y1 

x1=x0+t a; y1=y0+t b.

Подставив x1, y1 в выражение ax+by+c, получим 

ax1+by1 +c=a(x0+t*a)+b(y0+tb)+c= ax0+by0+c+t(a2+b2)= =t(a2+b2)

Таким образом ax+by+c>0 тогда и только тогда, когда t>0, т.е. когда векторы M0M и n сонаправлены. Теорема доказана.

Из теоремы вытекает, что каждое неравенство 

ax+by+c>0

 или 

ax+by+c<0  

определяет соответствующую полуплоскость относительно прямой 

ax+by+c=0.

Задача. Задать неравенствами внутреннюю область треугольника ABC, если A(1;2), B(-3;5), C(0;-1).

Найдем уравнения сторон

(AB): 
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(AC): 
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(BC): 
[image: image249.wmf]x
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  ( 6(x)=-3(y+1) ( 6x+3y+3=0
Относительно прямой AB треугольник расположен в той же полуплоскости, что и точка C. Подставим координаты точки C(0;-1) в левую часть уравнения прямой AB: 3(0)- 4(-1)-11=-7<0. Следовательно, точки треугольника ABC  удовлетворяют неравенству 

3x-4y-11<0.

Аналогично, подставим координаты точки A в левую часть уравнения прямой BC: 6(1)+3(2)+3=15>0 и координаты точки B в левую часть прямой AC: 3(-3)-y(5)-1=-15<0. Следовательно, получим неравенства: 

6x+3y+3>0 и 3x-y-1<0.

Соединяя в систему все три неравенства, получим систему неравенств, которой удовлетворяют внутренние точки треугольника:
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Упражнения: 1. Задать неравенствами внутреннюю область треугольника ABC, если a) A(-3;1), B(2;-3), C(0;5); b) A(1;1), B(3;-3), C(5;1).

2. Решить графически систему:

a) 

; b) 


Карпова Ирина Викторовна, к. п. н., доцент, кафедра алгебры и методики преподавания математики ДВГГУ

Решение уравнений в целых числах
Пояснительная записка

Решение различного вида уравнений является одной из содержательных линий школьного курса математики, но при этом, методы решения уравнений с несколькими неизвестными практически не рассматриваются.  Вместе с тем, решение уравнений от нескольких неизвестных в целых числах является одной из древнейших математических задач. Большинство методов решения таких уравнений основаны на теории делимости целых чисел, интерес к которой в настоящее время определяется бурным развитием информационных технологий. В связи с этим, учащимся будет небезынтересно познакомиться с методами решения некоторых уравнений в целых числах, тем более что на олимпиадах разного уровня очень часто предлагаются задания, предполагающие решение какого-либо уравнения в целых числах. 

Предлагаемый курс рассчитан в первую очередь на школьников 8 -11 классов, обучающихся по естественно-математическому, экономическому и общеобразовательному профилю. На первых занятиях предполагается рассмотреть вопросы теории делимости целых чисел, которые используются при решении уравнений в целых числах.
Цель курса развитие устойчивого познавательного интереса к математике через знакомство учащихся с методами решения некоторых уравнений в целых числах. 

В результате освоения курса учащиеся должны знать и уметь:

· познакомиться с историей развития теории диофантовых уравнений;

· получить опыт самостоятельного решения уравнений в целых числах, используя имеющиеся алгоритмы;

· на основе усвоенных теоретических знаний творчески перерабатывать известные алгоритмы для решения задач с изменившимися условиями.
Объем курса: предлагаемый курс рассчитан на 20 часов
Тематическое планирование

	№

п/п
	Темы занятий
	Количество часов

	1. 
	Проблема решения уравнений в целых числах: от Диофанта до доказательства теоремы Ферма  
	2

	2. 
	Отношение делимости на множестве целых чисел. Простые и составные числа. Основная теорема арифметики.
	2

	3. 
	Наибольший общий делитель целых чисел
	2

	4. 
	Теорема о делении с остатком. Алгоритм Евклида
	2

	5. 
	Различные методы решения диофантовых уравнений первой степени от двух переменных.
	4

	6. 
	Пифагоровы тройки
	2

	7. 
	Методы решения некоторых нелинейных неопределенных уравнений
	6

	Итого
	20


Текст пособия

1. Проблема решения уравнений в целых числах: от Диофанта до доказательства теоремы Ферма
Алгебраические уравнения или системы алгебраических уравнений с целыми коэффициентами, имеющие число неизвестных, превосходящее число уравнений, когда стоит задача найти целые или рациональные решения называются диофантовыми (неопределенными).

Решение уравнений в целых числах является одной из древнейших математических задач. Наибольшего расцвета эта область математики достигла в Древней Греции. Основным источником, дошедшим до нашего времени,  является произведение Диофанта – «Арифметика». Диофант суммировал и расширил накопленный до него опыт решения неопределенных уравнений в целых числах.
История сохранила нам мало черт биографии замечательного александрийского ученого-алгебраиста Диофанта. По некоторым данным  Диофант жил до 364 года н.э. Достоверно известно лишь своеобразное жизнеописание Диофанта, которое по преданию было высечено на его надгробии и представляло задачу-головоломку: 

«Бог ниспослал ему быть мальчиком шестую часть жизни; добавив к сему двенадцатую часть, Он покрыл его щеки пушком; после седьмой части Он зажег ему свет супружества и через пять лет после вступления в брак даровал ему сына. Увы! Несчастный поздний ребенок, достигнув меры половины полной жизни отца, он был унесен безжалостным роком. Через четыре года, утешая постигшее его горе наукой о числах, он [Диофант] завершил свою жизнь» (попробуйте решить задачу самостоятельно).
Эта головоломка служит примером тех задач, которые решал Диофант. Он специализировался на решении задач в целых числах. Такие задачи в настоящее время известны под названием диофантовых. 

Наиболее известной, решенной Диофантом, является задача «о разложении на два квадрата». Ее эквивалентом является известная всем теорема Пифагора. Эта теорема была известна в Вавилонии, возможно ее знали и в Древнем Египте, но впервые она была доказана, в пифагорейской школе. Так называлась группа интересующихся математикой философов по имени основателя школы Пифагора (ок. 580-500г. до н.э.).

Жизнь и деятельность Диофанта протекала в Александрии, он собирал и решал известные и придумывал новые задачи. Позднее он объединил их в большом труде под названием «Арифметика». Из тринадцати книг, входивших в состав «Арифметики», только шесть сохранились до Средних веков и стали источником вдохновения для математиков эпохи Возрождения, в том числе и для Пьера де Ферма.  

Пьер де Ферма родился 20 августа 1601 года на юго-западе Франции. Он не занимался профессионально математикой, но был одним из величайших в истории математики «любителем».

Изучая задачи и решения Диофанта, Ферма черпал в них вдохновение и занимался решением аналогичных и более интересных задач. Ферма записывал для себя лишь самое необходимое для того, чтобы убедиться в правильности полученного решения. 

При чтении второй книги «Арифметики», Ферма наткнулся на целую серию наблюдений, задач и решений, связанных с теоремой Пифагора и пифагоровыми тройками. Например, Диофант рассматривал существование особых троек, образующих так называемые «хромые треугольники», у которых две более короткие стороны x и y отличаются по длине только на единицу      (например, x = 20,   y = 21,   z = 29   и   202 + 212 = 292). 

Вместо уравнения Пифагора x2 + y2 = z2 Ферма занялся рассмотрением уравнения  x3 + y3 = z3. Он всего лишь изменил степень на единицу, но его новое уравнение не допускало никаких решений в целых числах. Таким образом, незначительное изменение превратило уравнение, допускающее бесконечно много решений в целых числах, в уравнение, не имеющее ни одного решения в целых числах. 

Ферма подверг уравнение Пифагора еще большему изменению, попробовав заменить степень 2 на целые числа бóльшие 3, и обнаружил, что найти решение в целых числах каждого из этих уравнений очень трудно. И Ферма доказал, что вообще не существует трех целых чисел x, y, z, которые удовлетворяли бы уравнению

xn + yn = zn,     где n = 3, 4, 5, ... 

На полях «Арифметики» Диофанта, рядом с задачей 8, Ферма оставил такое замечание: «Невозможно для куба быть записанным в виде суммы двух кубов, или для четвертой степени быть записанной в виде суммы двух четвертых степеней, или, в общем, для любого числа, которое есть степень больше двух, быть записанной в виде суммы двух таких же степеней. Я нашел поистине удивительное доказательство этого предложения, но поля здесь слишком узки для того, чтобы вместить его». Это замечание Ферма сделал в1637 году.

За прошедшие столетия были доказаны все утверждения Ферма, содержавшиеся в примечаниях на полях «Арифметики» Диофанта, и только Великая теорема Ферма, до недавнего времени, упорно не поддавалась усилиям математиков. Великая теорема Ферма обрела известность как самая трудная «головоломка» математики. 358 лет многие великие математики (К.Г. Баше, Л. Эйлер, Дж. Валлис  Ж. Лагранж и др.) пытались доказать эту теорему,  но только в конце 20 века в 1995 году она была доказана американскими математиками Э. Уайлсом и Р. Тейлором.

В настоящее время проблема решения неопределенных уравнений в целых числах хорошо разработана. Мы рассмотрим здесь некоторые методы решения уравнений в целых числах и способы доказательства того, что уравнение не имеет решений в целых числах. Многие из этих методов предполагают применение некоторых понятий и алгоритмов теории делимости. В связи с этим, прежде чем переходить непосредственно к методам решения неопределенных уравнений в целых числах обратимся к основным понятиям и алгоритмам теории делимости целых чисел.

2. Делимость целых чисел. Простые и составные числа.Основная теорема арифметики

Везде далее будем рассматривать только целые числа.

Определение 2.1. Число а делится на число b (или b делит а) если существует такое число с, что а = bc.  При этом число c называется частным от деления а на b.  

Обозначения: 
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 (а делится на b) или b(a  (b делит a).

Перечислим простейшие  свойства делимости, которые справедливы для любых целых чисел.

1. Если 
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 и с – частное от деления, то с – единственное.

2. Любое целое число делится на себя 
[image: image253.wmf]а

а

M

.

3. Если 
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4. Если 
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5. Если 
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6. Если 
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7. Для того чтобы 
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8. Если 
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9. Если сумма 
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Замечание 2.2. На основании свойства 7 в дальнейшем достаточно ограничиваться рассмотрением случая, когда делитель есть положительное число. Равным образом делимость произвольных целых чисел сводится к делимости неотрицательных чисел.

В соответствии с замечанием 2.2 будем рассматривать целые положительные числа.

Определение 2.3. Целое положительное число р( 1 называется простым, если оно имеет ровно два положительных делителя: 1 и р.

Определение 2.4. Целое положительное число m ( 1 называется составным, если оно имеет, по крайней мере, один положительный делитель отличный от 1 и m.

Примеры:

1) 3 имеет ровно 2 делителя: 1 и 3, по определению 2.3, оно простое.

2) 4 имеет своими делителями 1, 4 и 2, по определению 2.4, число 4 – составное.

Замечание 2.5. В соответствии с определениями 2.3 и 2.4 все множество целых положительных чисел можно разбить на три подмножества: простые числа; составные числа; 1.

Замечание 2.6. Существует единственное простое четное число  2. Все остальные четные числа являются составными.

     Перечислим основные свойства простых чисел.

Теорема 2.7. Если р и р1 – простые числа и р
[image: image270.wmf]¹

р1, то р не делится на р1,и р1 не делится на р.

Теорема 2.8. Если произведение нескольких целых чисел делится на простое число р, то по меньшей мере один из сомножителей делится на р.

Теорема 2.9. Для любого целого положительного числа n>1 наименьший, отличный от единицы положительный делитель всегда представляет собой простое число.

Теорема 2.10.(основная теорема арифметики). Всякое целое положительное число, отличное от единицы, может быть представлено в виде произведения простых сомножителей и при том единственным образом (с точностью до порядка следования сомножителей).

Таким образом, если  m – целое положительное число, а р1, р2, …рк- простые числа, то  m =
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. Если, при этом, среди чисел р1, р2, …, рк есть одинаковые, то можно записать каноническое представление целого числа, представив произведение одинаковых сомножителей в виде степени:

m =
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Мы выяснили, что множество натуральных чисел можно разбить на три подмножества. Встает вопрос о числе простых чисел в бесконечном натуральном ряду. Существуют ли простые числа среди больших натуральных чисел, или с какого то определенного числа все натуральные числа, следующие за ним, будут составными? Оказывается, что хотя в натуральном ряду можно найти участки составных чисел любой длины, множество простых чисел бесконечно. Это утверждение было доказано ещё древнегреческим математиком Евклидом и входит в его знаменитые «Начала». Приведём здесь доказательство этого утверждения: 

Теорема 2.11.  Множество простых чисел бесконечно.

Доказательство. Доказательство проведем от противного. Пусть множество простых чисел конечно, и пусть р – наибольшее простое число. Рассмотрим натуральное число  N, которое является произведением всех простых чисел, т.е.
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 и прибавим к этому числу 1: 
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. Очевидно, что полученное число не делится ни на одно простое число от 1 до р, следовательно получаем, что N = 1, но непосредственно видно, что N >1. Получили противоречие, которое возникло из за того, что мы сделали неправильное предположение. Следовательно, множество натуральных чисел бесконечно.
Таким образом, какую бы длинную серию последовательных составных чисел мы ни встретили в ряду натуральных чисел, мы можем быть убеждены в том, что за нею найдется ещё бесконечное множество простых чисел.

Задачи для самостоятельного решения

2.1. Доказать, что если ab +cd делится на а – с, то ad +bc делится на а – с.

2.2. Найти необходимое и достаточное условие, того, чтобы сумма чисел а и b делилась бы на с, если а и b на с не делятся.

2.3. Доказать, что если сумма всех делителей некоторого числа вдвое больше этого числа, то сумма чисел, обратных этим делителям, равна 2.

2.4. Найдите каноническое представление числа 60984.

2.5. Докажите, что р2 – 1 кратно 24, если р – простое число, большее 3.

2.6. Найти такие значения А, при которых все три числа А, А+ 4, А+14 будут простыми.

2.7. Найти все простые числа р такие, что р + 10 и р + 14 тоже являются простыми числами.

2.8. Доказать, что а4 + 4 есть составное число при любом натуральном а, больше 1.

2.9. Доказать, что любое простое число можно представить или в виде  4n-1 либо 4n+1.

3. Наибольший общий делитель и наименьшее общее кратное целых чисел 
Рассмотрим понятия, которые в дальнейшем широко будем использовать при разработке методов решения неопределенных уравнений.

Определение 3.1.   Наибольшим общим делителем (НОД) целых чисел             a1, a2,…, an  называется такой их положительный общий делитель, который делится на любой другой общий делитель этих чисел.

Обозначение: если d есть НОД чисел  a1, a2,…, an , то это записывается так:  (a1, a2,…, an ) = d
Таким образом, из определения 3.1, если  (a1, a2,…, an ) = d, то

            1) d( 0,

            2) d(а1, d(а2,…, d(аn,

            3) если существует целое  число k, такое что k(a1, k(a2,…, k(an, то k(d.
Рассмотрим основные свойства НОД целых чисел.

Теорема 3.2.  1) Для любых целых чисел    a1, a2,…, an , из которых хотя бы одно отлично от нуля, существует НОД. 

2) Если   
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, где  р1, …, рs – различные простые числа, то                      (a1, a2,…, an ) = 
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Замечание.  Из теоремы 3.2 следует способ нахождения НОД целых чисел, а именно: 1) разложить каждое число на простые множители, записав разложение в каноническом виде; 2) найти произведение минимальных степеней простых множителей, входящих в разложения.

Рассмотрим пример. Найти НОД чисел 5775, 15246, 399.

1) Разложим числа на простые множители
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2) Найдем произведение минимальных степеней простых чисел, входящих в разложения.
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[image: image281.wmf], таким образом  
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Теорема 3.3.   Если   (a1, a2,…, an ) = d, b(d  и b(0, то  
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Теорема 3.4.   (a1,…, an-1, an) = ((a1,…, an-1), an).

НОД n чисел (n( 3) можно найти, найдя сначала НОД n-1 чисел, и взяв затем НОД от полученного таким образом числа d= (a1,…, an) и последнего числа an.

Теорема 3.5. Если 
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, то существуют такие целые числа х и  у, что имеет место равенство 
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Замечание.  Это равенство называется линейной комбинацией или линейным представлением НОД двух чисел через эти числа.

Определение 3.6.  Пусть  a1, a2,…, an – отличные от нуля целые числа. Наименьшим общим кратным (НОК) называют наименьшее положительное число, делящееся на все эти числа.

Обозначение  Если m – НОК, то 
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Таким образом, если  
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3) если 
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Теорема 3.7.   Если  
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 - каноническое разложение чисел a1, a2,…, an на простые множители, то
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Теорема 3.8.   Пусть 
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Определение 3.9.  Числа а и b называются взаимно простыми, если НОД этих чисел равен 1.

Теорема 3.10.   Если a и  p – целые числа, причем  p-простое, то либо 
[image: image299.wmf]p
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, либо числа  a и  p взаимно простые.

Теорема 3.11.  НОК двух взаимно простых чисел равно их произведению.

Теорема 3.12. Для того чтобы a делилось на взаимно простые числа  b и  c, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на их произведение.

Теорема 3.13.  Если 
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Задачи для самостоятельного решения

3.1. Каким может быть наибольший общий делитель по сравнению с их разностью?

3.2. Доказать, что два последовательных нечетных числа взаимно простые.

3.3. Доказать, что наибольший общий делитель последовательных чётных чисел равен 2.

3.4. Наименьшее общее кратное двух чисел, не делящихся друг на друга, равно 90, а их натбольший общий делитель равен 6. Найдите эти числа.

3.5. Доказать, что если даны три последовательных натуральных числа, то произведение двух последовательных чисел и третье число либо взаимно простые, либо имеют наибольшим общим делителем число 2.

3.6. Доказать, что если числа а и с взаимно простые, то каждое из этих чисел взаимно простое с суммой и разностью данных чисел.

4. Теорема о делении с остатком. Алгоритм Евклида 

Основную роль во всей арифметике целых чисел играет теорема о делении с остатком.

Теорема 4.1.  Для любого целого а и целого 
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 существуют и единственные целые q и  r, такие что   
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Замечание 4.3. Если  
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 то q называется неполным частным, а  r – остатком от деления a на  b. 

Замечание 4.2. В частности, если  
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[image: image307.wmf]q

b

a

×

=

  и  
[image: image308.wmf]a

 делится на 
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Из теоремы 4.1 следует, что при фиксированном целом  m > 0 любое целое число а можно представить в одном из следующих видов:
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При этом если 
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Примеры.

1. Любое целое число можно представить в виде 
[image: image316.wmf]k
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2. Любое целое число можно представить в виде 
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Важным следствием из теоремы о делении с остатком является еще одно свойство делимости.

Теорема 4.4. Разность целых чисел а и b делится на натуральное число m в том и только в том случае, когда числа а и b при делении на m дают одинаковые остатки.

Замечание. Такие числа называют еще равноостаточными, или сравнимыми по модулю m.

На следующей теореме основан ещё один способ нахождения наибольшего общего делителя целых чисел.

Теорема 4.5.  Пусть a и  b – два целых числа,  
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Этот способ называется алгоритмом Евклида. Задача нахождения НОД чисел a и  b сводится к более простой задаче нахождения НОД b и r, 
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Мы получим убывающую последовательность натуральных чисел
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которая не может быть бесконечной. Поэтому существует остаток, равный нулю: пусть 
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Задачи для самостоятельного решения

4.1. Могут ли все натуральные числа a, b, c, d оказаться нечетными, если с – частное отделения а на b, а d – остаток от этого деления?

4.2. Установить, как изменится остаток (при делении с остатком), если делимое и делитель увеличить (или уменьшить) в одно и то же число раз.

4.3. Доказать, что если делимое (при делении с остатком) есть сумма нескольких чисел, то остаток от деления этой суммы на некоторое число не изменится, если уменьшить или увеличить одно или несколько слагаемых на число, кратное делителю.

4.4. Доказать, что если делимое ( при делении с остатком) есть произведение нескольких чисел, то остаток от деления этого произведения на некоторое число не изменится, если уменьшить или увеличить один из множителей на число, кратное делителю.

4.5. Доказать, что при делении большего числа на меньшее делимое всегда больше двойного остатка.

4.6. Какое число можно прибавить к делимому (при делении с остатком), чтобы частое не изменилось?

4.7. Какие числа можно прибавить одновременно к делимому и делителю (при делении с остатком), чтобы частное не изменилось?

4.8. При каком условии деление числа А (с остатком) на два последовательных числа а и а+1 дает в частном одно и то же число?

4.9. Найти линейное представление наибольшего общего делителя чисел 1232 и 1672.

5. Решение неопределенных уравнений первой степени от двух  переменных в целых числах 

Многие «математические фокусы» основаны на методах решения неопределенных уравнений. Например, фокус с угадыванием даты рождения. 

Предложите Вашему знакомому угадать его день рождения по сумме чисел равных произведению даты его рождения на 12 и номера месяца рождения на 31.

Для того чтобы угадать день рождения Вашего знакомого нужно решить уравнение: 12х + 31y = А.  

Пусть Вам назвали число 380, т.е. имеем уравнение 12х + 31y = 380. Для того чтобы найти х и y можно рассуждать так: 

число 12х + 24y делится на 12, следовательно, по свойствам делимости (теорема 4.4), числа 7y и 380 должны иметь одинаковые остатки при делении на 12. Число 380 при делении на 12 дает остаток 8, следовательно 7y при делении на 12 тоже должно давать в остатке 8, а так как y - это номер месяца, то  1 ≤ y ≤ 12, следовательно y = 8. Теперь нетрудно найти х = 11. Таким образом, Ваш знакомый родился 11 августа.

Уравнение, которое мы решили, является диофантовым уравнением 1-ой степени с двумя неизвестными. Для решения таких уравнений может быть использован, так называемый метод спуска. Алгоритм этого метода рассмотрим на конкретном уравнении 5x + 8y = 39.

1. Выберем неизвестное, имеющее наименьший коэффициент (в нашем случае это х), и выразим его через другое неизвестное: 
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. Очевидно, что х будет целым, если выражение  
[image: image342.wmf]5

3

4

y

-

 окажется целым, что, в свою очередь, будет иметь место тогда, когда число 4 – 3y без остатка делится на 5.  

2. Введем дополнительную целочисленную переменную z следующим образом: 4 –3y = 5z. В результате получим уравнение такого же типа, как и первоначальное, но уже с меньшими коэффициентами. Решать его будем уже относительно переменной y, рассуждая точно также как в п.1: 
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. Выделяя целую часть, получим: 
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Рассуждая аналогично предыдущему, вводим новую переменную u: 3u = 1 – 2z.

3. Выразим неизвестную с наименьшим коэффициентом, в этом случае переменную z: 
[image: image345.wmf]2
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 было целым, получим: 1 – u = 2v, откуда u =  1 – 2v. Дробей больше нет, спуск закончен.

4. Теперь необходимо «подняться вверх». Выразим через переменную v сначала z, потом y и затем x:

z = 
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5. Формулы x =  3+8v  и y = 3 – 5v, где v – произвольное целое число, представляют общее решение исходного уравнения в целых числах.

Замечание. Таким образом метод спуска предполагает сначала последовательное выражение одной переменой чрез другую, пока в представлении переменной не останется дробей, а затем, последовательное «восхождение» по цепочке равенств для получения общего решения уравнения.

Это уравнение и любое другое линейное уравнение с двумя неизвестными может быть решено и другим методом, с использованием алгоритма Евклида, более того можно доказать, что уравнение, рассмотренное выше всегда имеет единственное решение. Приведем здесь формулировки теорем, на основании которых может быть составлен алгоритм решения неопределенных уравнений первой степени от двух переменных в целых числах.

Теорема 5.1.  Если в уравнении 
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Теорема 5.2.  Если в уравнении 
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Теорема 5.3.    Если в уравнении   
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Теорема 5.4.   Если в уравнении  
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где х0, у0 – целое решение уравнения  
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 - любое целое число.

Как уже отмечалось выше,  сформулированные теоремы позволяют составить следующий алгоритм решения в целых числах уравнения вида 
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1. Найти наибольший общий делитель чисел a и b, 

если 
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2. Разделить почленно уравнение 
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3. Найти целое решение (х0, у0) уравнения  
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 путем представления 1 как линейной комбинации чисел 
[image: image379.wmf]a

 и 
[image: image380.wmf]b

;

4. Составить общую формулу целых решений данного уравнения 
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где х0, у0 – целое решение уравнения  
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 - любое целое число.

Пример. 

Решить уравнение в целых числах 407х – 2816y = 33.

Воспользуемся составленным алгоритмом.

1. Используя алгоритм Евклида, найдем наибольший общий делитель чисел 407 и 2816:

                               2816 = 407·6 + 374;

                               407 = 374·1 + 33;

                               374 = 33·11 + 11;

                               33 = 11·3

Следовательно (407,2816) = 11, причем 33 делится на 11                   

2. Разделим обе части первоначального уравнения на 11, получим уравнение  37х – 256y = 3, причем (37, 256) = 1

3. С помощью алгоритма Евклида найдем линейное представление числа 1 через числа 37 и 256.

                                256 = 37·6 + 34;

                                37 = 34·1 + 3;

                                34 = 3·11 + 1

Выразим 1 из последнего равенства, затем последовательно поднимаясь по равенствам будем выражать 3; 34 и полученные выражения подставим в выражение для 1.

1 = 34 – 3·11 = 34 – (37 –  34·1) ·11 = 34·12 – 37·11 = (256 – 37·6) ·12 – 37·11 = 

– 83·37 – 256·(–12)

Таким образом, 37·(– 83) – 256·(–12) = 1, следовательно пара чисел               х0 = – 83 и   у0 = – 12 есть решение уравнения    37х – 256y = 3.

4. Запишем общую формулу решений первоначального уравнения
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где t - любое целое число.

Замечание. Можно доказать, что если пара (х1,y1) - целое решение уравнения 
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, то все целые решения этого уравнения находятся по формулам: 

                               
[image: image387.wmf]at

y

y

bt

x

x

-

=

+

=

1

1


Задачи для самостоятельного решения

5.1. Решите уравнение, составленное в начале параграфа по представленным алгоритмам.

5.2. Решить уравнения в целых числах:

а) 27х – 40y = 1;                 б) 54x + 37y = 7;               в) 107x + 84y =1;

г) 13x – 15y =7;                   д) 81x + 52y = 5;              e) 24x – 56y = 72;

ж) 127x - 52y + 1 = 0;         з) 6x + 10y - 7z = 11.

5.3. На какое наименьшее число надо умножить 7, чтобы произведение оканчивалось на 123.

5.4. Найти все четырёхзначные простые числа, начинающиеся и оканчивающиеся цифрой 1.
5.5. Кусок проволоки длиной 102 см нужно разрезать на части длиной 15 см и 12 см, так чтобы была использована вся проволока. Как это сделать?
6. Пифагоровы тройки

Всем вам хорошо известно уравнение 

                                            x2 + y2 = z2 …………………………………(1) 

где х, y, z – натуральные числа. Это уравнение тоже является диофантовым уравнением второй степени. Известно, что числа х, y, z можно рассматривать как длины двух катетов и гипотенузы прямоугольного треугольника. Такие числа называют в математике пифагоровыми тройками.

Вы можете без труда привести примеры пифагоровых троек, например 3; 4; 5.

Пифагорейцами был предложен способ получения пифагоровых троек с помощью перестройки квадратов. Если взять квадрат 3×3, состоящий из 9 квадратных плиток, и квадрат 4×4, состоящий из 16 плиток, то все эти плитки можно расположить по-новому, так, чтобы они образовывали квадрат 5×5, состоящий из 25 плиток.
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Конечно, этот способ не годится, если пифагоровы тройки состоят из больших чисел, например x = 99, y = 4900 и z = 4901. 

При возрастании чисел пифагоровы тройки встречаются все реже и находить их становится все труднее и труднее. Пифагорейцы изобрели метод отыскания таких троек и, пользуясь им, доказали, что пифагоровых троек существует бесконечно много.

Рассмотрим один из способов нахождения пифагоровых троек.


Заметим, что если два числа из пифагоровой тройки имеют общий делитель, то на него делится и третье число. Поделив их все на общий делитель, вновь получим пифагорову тройку. Обратно, если х, y, z – пифагорова тройка, то числа  nх, ny, nz, где  n - целочисленный множитель, тоже образуют пифагорову тройку. По этой причине сначала исследуем пифагоровы тройки взаимно простых чисел. Такие тройки иногда называют примитивными. 


Заметим:

–  в примитивной пифагоровой тройке два числа не могут быть чётными (объясните почему);

– все три числа не могут быть нечётными одновременно (объясните почему). 

Учитывая это, получаем, что в примитивной пифагоровой тройке два числа нечётные, а одно чётное. Исследуем эту ситуацию.

Предположим, что  z является четным, т.е. z=2m, тогда числа х и у – нечётные. Пусть  x = 2k+1, y = 2k + 1. В этом случае сумма

 х² + у² = 4(k² + k + l² + l) + 2 не делится на 4, а z² = 4m² должно делиться на 4. Таким образом, число z четным быть не может, следовательно, чётным числом является либо х, либо у. 

Пусть, например, х – число четное,  а  у и z – нечётные числа. Из уравнения (1) имеем:                  y2 = z2 – x2 = (z + х)(z – х).

Числа z + х и z – х являются взаимно простыми (доказать). При этом их произведение есть точный квадрат. Следовательно, каждое из этих чисел есть точный квадрат, то есть   
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, тогда y2 = (z + х)(z – х) = a2b2, откуда y = ab.

Таким образом, мы получили, что примитивная тройка пифагоровых чисел имеет вид:
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где a и b – некоторые взаимно простые нечетные числа.

Попробуйте самостоятельно доказать, что числа вида (2) образуют пифагорову тройку чисел.

Теперь, выбирая произвольно a и b можно по формулам (2) получать различные примитивные пифагоровы тройки:

a = 3;  b = 1 
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 x = 4; y = 3; z = 5;

a = 5;  b = 3 
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 x = 8; y = 15; z = 17;

a = 9;  b = 7 
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 x = 16; y = 63; z = 65 и.т.д.

Осталось добавить, что пифагоровы тройки обладают рядом любопытных особенностей, которые нетрудно доказать:

– один из «катетов» должен быть кратен трем;

– один из «катетов» должен быть кратен четырем;

– одно из чисел должно быть кратно пяти.

Найти целочисленные решения уравнения (1), т.е. пифагоровы тройки, было достаточно несложно, но если показатель степени изменить с 2 на 3 (т.е. заменить квадраты кубами), как решение полученного уравнения в целых числах становится невозможным. Это доказал в 1753 года великий математик Леонард Эйлер.

А еще ранее французский математик Пьер Ферма в 1637 году заявил о том, что он доказал, что уравнение вида xn + yn = zn не имеет решений в целых числах. Но этого доказательства научной общественности не представил. Это утверждение в последствии и стали называть теоремой Ферма, которую на протяжении 358 лет не удавалось доказать никому.

Задачи для самостоятельного решения

6.1. Сколько имеется прямоугольных треугольников, длины сторон которых выражаются целыми числами, если один из катетов этих треугольников равен 15?

6.2. Найдите все прямоугольные треугольники, длины сторон которых являются целыми числами, а периметр каждого из них численно равен площади.

7. Методы решения некоторых нелинейных неопределенных уравнений

Общие подходы к решению нелинейных диофантовых уравнений достаточно сложны и предполагают серьезную подготовку по теории чисел. Мы рассмотрим здесь некоторые  уравнения и элементарные методы их решения.

Рассмотрим проблему существования решений  уравнения   х2 – y2 = k
в целых числах. 

Докажем, что если целые числа  х и  y  есть решение этого уравнения, то число k при делении на 4 не дает в остатке 2

Итак, пусть существуют целые числа  х и  y, которые удовлетворяют этому уравнению, тогда:

если оба числа х и  y – четные, то числа х2 и y2 делятся на 4, откуда следует, что  и разность х2 – y2 = k  делится на 4;

если одно из чисел х или  y  четное, а другое нечетное, то число        х2 – y2 , а значит и число k нечетное;
если оба числа х и y – нечетные, то так как квадрат нечетного числа при делении на 4 дает в остатке 1 (докажите это самостоятельно), заключаем, что число  х2 – y2 = k  делится на 4.
Таким образом, мы убедились, что если целые х и  y – решение уравнения, то число k при делении на 4 не может давать в остатке 2.

Докажем обратное утверждение: если целое число k при делении на 4 не дает в остатке 2, то уравнение имеет решение.

Если k удовлетворяет этому условию и является четным числом, то оно делится на 4, следовательно, 
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 есть целое число. Тогда нетрудно убедится в том, что целые числа 
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 являются решением этого уравнения.

Если k удовлетворяет условию и является нечетным числом, то k=2т+1, где т некоторое целое число. Тогда нетрудно убедиться в том, что числа х= т+1, y= т – целые и удовлетворяют уравнению.

Таким образом, мы доказали теорему.

Теорема 7.1. Уравнение х2 – y2 = k  имеет по крайней мере одно решение в целых числах в том и только в том случае, когда число k при делении на 4 не дает в остатке 2.

Замечание. Труднее обстоит дело с решением аналогичного вопроса для уравнения     х2 + y2 = k. Без доказательства отметим, что такое уравнение имеет, по меньшей мере, одно решение в целых числах тогда и только тогда, когда частое от деления натурального числа k на наибольший из квадратов не имеет ни одного натурального делителя, который при делении на 4 давал бы в остатке 3.
Учитывая это замечание можно утверждать, что уравнение х2 + y2 = k для k = 1; 2; 4; 5; 8; 9; 10 разрешимо в целых числах, но не разрешимо для      k =3; 7 (убедиться самостоятельно).
Далее рассмотрим некоторые методы решения неопределенных уравнений высших степеней.

Метод разложения на множители
Первоначальное уравнение путем группировки слагаемых и вынесения общих множителей приводится к виду, когда в левой части уравнения стоит произведение сомножителей, содержащих неизвестные, а справа  стоит некоторое число. Рассматриваются все делители числа, стоящего в правой части уравнения. Проводится исследование, в котором каждый сомножитель, стоящий в правой части уравнения приравнивается к соответствующему делителю числа, стоящего в правой части уравнения. 

Пример 1. Решить уравнение в целых числах   y3 - x3 = 91.
Решение. 1) Используя формулы сокращенного умножения, разложим правую часть уравнения на множители:

                                          (y - x)(y2 + xy + x2) = 91……………………….(1)

2) Выпишем все делители числа 91: ± 1; ± 7; ± 13; ± 91

3) Проводим исследование. Заметим, что для любых  целых x и y  число   

                          y2 + yx + x2 ≥ y2 - 2|y||x| + x2 = (|y| - |x|)2 ≥ 0,

следовательно, оба сомножителя в левой части уравнения должны быть положительными. Тогда уравнение (1) равносильно совокупности систем уравнений:
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4) Решив системы, получим: первая система имеет решения (5; 6), (-6; -5); третья  (-3; 4),(-4;3); вторая и четвертая решений в целых числах не имеют. 

Ответ: уравнение (1) имеет четыре решения (5; 6); (-6; -5); (-3; 4); (-4;3).

Пример 2. Решить в целых числах уравнение  x + y = xy.

Решение. 1) Перенесем все члены уравнения влево и к обеим частям полученного уравнения прибавим (–1)

x + y – xy – 1 = – 1

Сгруппируем первое – четвертое и второе – третье слагаемые и вынесем общие множители, в результате получим уравнение:
                                                    (x - 1)(y - 1) = 1 

2) Произведение двух целых чисел может равняться 1 в том и только в том случае, когда оба этих числа равны или 1, или (–1). 

3) Записав соответствующие системы уравнений и решив их, получим решение исходного уравнения.

Ответ:  (0,0) и (2,2).

Пример 3. Доказать, что уравнение (x - y)3 + (y - z)3 + (z - x)3 = 30 не имеет решений в целых числах.

Решение. 1) Разложим левую часть уравнения на множители и обе части уравнения разделим на 3, в результате получим уравнение:

                            (x - y)(y - z)(z - x) = 10…………………………(2)

2) Делителями 10 являются числа ±1, ±2, ±5, ±10. Заметим также, что сумма сомножителей левой части уравнения (2) равна 0. Нетрудно проверить, что сумма любых трех чисел из множества делителей числа 10, дающих в произведении 10, не будет равняться 0. Следовательно, исходное уравнение не имеет решений в целых числах.

Метод испытания остатков

Этот метод основан на исследовании возможных остатков левой и правой частей уравнения от деления  на некоторое фиксированное натуральное число. 

Замечание. Говоря строго математическим языком, для решения уравнения в данном случае применяется теория сравнений.

Рассмотрим примеры, которые раскрывают сущность данного метода.

Пример 4. Решить в целых числах уравнение  x2 + 1 = 3y.

Решение. 1) Заметим, что правая часть уравнения делится на 3 при любом целом y.

2) Исследуем какие остатки может иметь при делении на три левая часть этого уравнения.

По теореме о делении с остатком целое число х либо делится на 3, либо при делении на три в остатке дает 1 или 2. 

Если х = 3k, то правая часть уравнения на 3 не делится.

Если х = 3k+1, то x2 + 1= (3k+1)2+1=3m+2, следовательно, опять левая часть на 3 не делится.

Если х = 3k+2, то x2 + 1= (3k+2)2+1=3m+2, следовательно, и в этом случае левая часть уравнения на три не делится.

Таким образом, мы получили, что ни при каких целых х левая часть уравнения на 3 не делится, при том, что левая часть уравнения делится на три при любых значениях переменной y. Следовательно, уравнение в целых числах решений не имеет.

Пример 5. Решить в целых числах  x³ - 3y³ - 9z³ = 0

Решение. 1) Очевидно, что решением уравнения будет тройка чисел   (0; 0; 0).

2) Выясним, имеет ли уравнение другие решения. Для этого преобразуем уравнение к виду                         x³ = 3y³ + 9z³. ………………….. (3)

Так как правая часть полученного уравнения делится на 3, то и левая обязана делится на три, следовательно, так как 3 - число простое, х делится на 3,  т.е. х = 3k, подставим это выражение в уравнение (3): 27k3 = 3y³ + 9z³, откуда

                                                     9k3 = y³ + 3z³ ……………………..(4)

следовательно, y³ делится на 3 и y = 3m. Подставим полученное выражение в уравнение (4): 9k3 = 27m³ + 3z³, откуда

                                                  3k3 = 9m³ + z³ ……………………….(5)

В свою очередь, из этого уравнения следует, что z3 делится на 3, и z = 3n. Подставив это выражение в (5), получим, что k3 должно делиться на 3.

Итак, оказалось, что числа, удовлетворяющие первоначальному уравнению, кратны трём, и сколько раз мы не делили бы их на 3, опять должны получаться числа, кратные трём. Единственное целое число, удовлетворяющее этому условию, будет нуль, т. е. решение данного уравнения (0; 0; 0) является единственным.

Другие методы решения уравнений
На отдельных примерах рассмотрим несколько частных методов решения уравнений.

Замечание. При решении следующего уравнения применяется неравенство Коши, справедливое для любых положительных чисел: 
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Пример 6. Решить в целых числах уравнение   
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Решение. 1) Заметим, что слагаемые в левой части уравнения имеют одинаковый знак, а поскольку их сумма положительна, то каждое слагаемое также положительно. Поэтому к сумме, стоящей слева, применим неравенство Коши, получим:
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Откуда, xyz = 1. 

2) Исследуем возможные наборы трех целых чисел, которые в произведении дают 1. Это могут быть тройки (1,1,1), (1,-1,-1), (-1,-1,1), (-1,1,-1). Непосредственной проверкой убеждаемся, что каждая из них является решением исходного уравнения.

Ответ: (1,1,1); (1,-1,-1); (-1,-1,1); (-1,1,-1).

Пример 7. Найти все пары простых чисел х и y, которые удовлетворяют уравнению  3х4 +5y4 + 15 = 13х2y2 

Решение. 1) Если хотя бы одно из чисел х или y четное, то справа будет стоять число четное, при этом, число, стоящее слева тоже обязано быть четным, а это возможно только в том случае, когда только одно из чисел четно. 

2) Пусть х = 2 (это единственное простое четное число), тогда непосредственно, решив биквадратное уравнение относительно  y, находим  y = 3.

3) Пусть y = 2, непосредственно убеждаемся, что в этом случае натуральных значений х, удовлетворяющих уравнению не существует.

4) Если х и y оба нечетные числа: х = 2m+1и y = 2n+1, то левая часть первоначального уравнения при делении на 4 дает в остатке 3, при этом правая часть делится на 4 с остатком 1. Следовательно, не существует нечетных простых чисел,  удовлетворяющих данному уравнению.

Ответ: (2; 3)

Задачи для самостоятельного решения

7.1. Решить в натуральных числах уравнение  y2 - x(x + 1)(x + 2)(x + 3) = 1.

7.2. Решить в простых числах уравнение x2 - 2y2 = 1.

7.3. Доказать, что уравнение x3 + x + 10y = 20004 неразрешимо в целых числах.

7.4. Доказать, что уравнение x5 + 3x4y - 5x3y2 - 15x2y3 + 4xy4 + 12y5 = 33 неразрешимо в целых числах.

7.5. Решить в целых числах уравнение 2x3 + xy - 7 = 0.

7.6. Доказать, что уравнения не имеют целочисленных решений:  

а) y2 = 5x2 + 6;         б) x3 = 2 + 3y2
7.7. Решить в целых числах уравнения: а) x2 + x = y4 + y3 + y2 + y;

        б) x² - y² = 91; в)  2ху = х² + 2y; г) 3x2 +4ху – 7y2 =13

7.8. Решите в натуральных числах уравнения:

          а)  2х² + 5ху – 12у² = 28;      б) х² - 4ху – 5у² = 1996.
7.9. Докажите, что система уравнений не имеет решений в целых числах.
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7.10. Найти все пары целых чисел, удовлетворяющих уравнению

          а) x2 = y2+ 2y +13; б) xy = 20 – 3x + y; в) xy + 1 = x + y; г) x2– 3xy + 2y2 = 3

7.11. Существуют ли целые числа m и n, удовлетворяющие уравнению

m2 + 1994 = n2
7.12. Найти все простые числа, которые одновременно являются суммой двух простых чисел и разностью двух простых чисел.

7.13. Докажите, что уравнение x2 – y2 = 30 не имеет решений в целых числах.

7.14. Решите уравнение x2 – 2х + y2 – 4y + 5 = 0.

7.15. Если первую цифру трехзначного числа увеличить на n, то полученное число будет в n раз больше исходного. Найдите число n и исходное число.

7.16. Решить в целых числах уравнение x2 + y2 + z2 = 2xyz.

7.17. Решить в целых числах уравнение x2 - 2y2 + 8z = 3.

7.18. Решите в натуральных числах систему уравнений:

а) 
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     б) 
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7.19. Найдите два натуральных числа, разность квадратов которых равна 45.

7.20. Найдите все пары натуральных чисел, удовлетворяющих уравнению:

а)  x2 - y2 = 105;      б) 2x2 + 5xy – 12y2 = 28

7.21. Решите в целых числах уравнение:

а)  xy + 3x – 5y = – 3;     б) x – y = 
[image: image413.wmf]y

x


7.22. Докажите, что система не имеет целочисленных решений
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Рисунок 13. Касательная к гиперболе.





Рисунок 14. Касательная к параболе





Рисунок 12. Касательная к эллипсу





Рисунок 11.





Рисунок 10. 





Рисунок 9. Эллипс





Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �8�. Чертеж к задаче 6.





Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �7�. Чертеж к задаче 5.





Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �6�.


Чертеж к задаче 4.





Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �5�. Чертеж к задаче 3.





Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �4�. Чертеж к задаче 2.





Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �3�. Чертеж к задаче 1.





Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �2�. Определение координат точки через координаты ее радиус-вектора.
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Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �1�. Определение координат точки методом проекций на оси.
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� Такой вектор принято называть направляющим.


� Самостоятельно найдите координаты вектора �EMBED Unknown��� и составьте каноническое уравнение этой прямой, используя формулу (13).


� Поличка А.Е. Уравнения и неравенства с параметрами как математические модели // МИФ-2. – 2002. – №1.
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