4
3
Статьи по математике из журнала МИФ-2 за 2002-2003 годы

МИФ-2, №1, 2002 год
Мендель Виктор Васильевич
Площади фигур. Разбиения и покрытия
5
Поличка Анатолий Егорович
Уравнения и неравенства с параметрами как математические модели
11
Карпова Ирина Викторовна
Уравнения и неравенства
13
МИФ-2, №2, 2002 год
Мендель Виктор Васильевич
Задачи по геометрии на вступительных экзаменах в вузах
23
Хабаровская городская олимпиада по математике (2001-2002 учебный год)
30
Тренировочные задачи по математике
33
МИФ-2, №3, 2002 год
Кармакова Тамара Сергеевна
ЗАДАЧИ С ПАРАМЕТРАМИ
39
Колегаева Елена Михайловна
Арифметическая и геометрическая прогрессии
46
Карпова Ирина Викторовна
Решение текстовых задач
50
МИФ-2, №4, 2002 год
Карпова Ирина Викторовна
Математическая смесь
62
Мендель Виктор Васильевич
ПРИМЕНЕНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ
68
Пишкова Наталья Евгеньевна
74
Основные методы построения графиков функций
74
МИФ-2, №1, 2003 год
Мендель Виктор Васильевич
Графы и их применение
3
Карпова Ирина Викторовна
ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА
13
Кармакова Тамара Сергеевна
ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА
22
МИФ-2, №2, 2003 год
МАТЕРИАЛЫ ХАБАРОВСКОЙ ГОРОДСКОЙ ОЛИМПИАДЫ ПО МАТЕМАТИКЕ (2002-2003 УЧЕБНЫЙ ГОД)
29
ТРЕНИРОВОЧНЫЕ ЗАДАЧИ ПО МАТЕМАТИКЕ
33
МИФ-2, №3, 2003 год
37
Карпова Ирина Викторовна
КОМБИНАТОРИКА
37
Мендель Виктор Васильевич, Тимошенко Тамара Андреевна
Векторный и координатный методы решения задач
46
Кармакова Тамара Сергеевна
СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ
54
МИФ-2, №4, 2003 год
Карпова Ирина Викторовна,  Монина Мария
О делимости целых чисел
60
Карпова Ирина Викторовна
Элементы теории вероятностей
64
Пишкова Наталья Евгеньевна
Решение тригонометрических уравнений
73



МИФ-2, №1, 2002 год

Математика, 8 класс

Мендель Виктор Васильевич

Площади фигур. Разбиения и покрытия


Дорогие восьмиклассники! Вы уже хорошо знаете, как находится площадь многих геометрических фигур: треугольника, квадрата, прямоугольника, параллелограмма и трапеции. 
Наша цель – обобщить ваши знания по этой теме и научиться находить площади более сложных фигур. Кроме того, прочитав статью, вы познакомитесь с понятиями разбиения и покрытия фигур. Задачи на разбиения и покрытия нередко предлагаются на математических олимпиадах школьников. На этих понятиях также основана геометрия орнаментов и мозаик.


В конце статьи предлагаются задачи для самостоятельного решения, которые являются контрольной работой по данной теме. Для зачета вам необходимо набрать не менее 20 баллов (“цена” задачи в баллах указана в конце условия). 

§1. Некоторые свойства площадей фигур

1. Основное свойство площади  

Рассмотрим некоторую фигуру F. Обозначим ее площадь S(F). Если фигуру F разрезать на две фигуры F1 и F2 , то для их площадей будет выполняться равенство

S(F)=S(F1)+S(F2).

Иными словами, площадь фигуры равна сумме площадей составляющих ее фигур
.  Такое свойство площади называют аддитивностью. 


Свойство аддитивности площади дает нам общий метод вычисления площадей произвольных многоугольников: многоугольник разрезается на треугольники, находятся площади полученных треугольников, сумма площадей треугольников равна площади исходного многоугольника. 


Из свойства аддитивности следует еще один способ вычисления площадей сложных фигур. Рассмотрим пример. 

[image: image2471.wmf]AB
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Пример 1. Вычислите площадь фигуры, изображенной на рисунке 1. (размеры одной клеточки 1х1 см.)

Решение. Площадь квадрата АВСД  равна сумме площадей квадрата и искомой фигуры: S(АВСД)=S(А1В1С1Д1)+S(F).

 Поэтому S(F)=S(АВСД) – S(А1В1С1Д1). Нетрудно заметить, что S(АВСД) =36 см2,  S(А1В1С1Д1)=4 см2, откуда S(F)=36 – 4=32 (см2).

Из этого примера выводится второй способ вычисления площадей сложных фигур: Фигура F, площадь которой нужно найти, достраивается до фигуры F1, площадь которой вычисляется по известным правилам (при этом добавленные элементы также должны иметь легко вычислимые площади). Затем площадь искомой фигуры вычисляется как разность площадей фигуры F1 и добавленных элементов.

2. Свойства площадей треугольников


Основной формулой для вычисления площади треугольника является формула
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, где a – длина основания, а ha – длина высоты, опущенной на основание.


Из этой формулы следует очень простое но важное свойство: если у двух треугольников 
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 Высоты, проведенные из вершин А и А1 равны, то площади треугольников относятся как 
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Рассмотрим примеры, в которых “работает” полученная формула.

[image: image2472.png]


Пример 2. Доказать, что медиана треугольника разделяет его на два треугольника с равными площадями.

Решение. Пусть АМ – медиана, а АН – высота треугольника АВС.  Заметим, что высота АН является высотой треугольников АВМ и АСМ. Так как основания ВМ и СМ этих треугольников равны, то и их площади равны:
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Пример 3. В прямоугольнике АВСД точка М, лежащая на отрезке АД, делит ее в отношении 2:3. Выясните, как относятся площади треугольников АВМ, МВС, СДМ.
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Решение. Нетрудно заметить, что высоты всех трех треугольников равны, поэтому площади этих треугольников относятся  как соответствующие стороны:


[image: image7.wmf]BC

MD

AM

S

S

S

:

:

:

:

3

2

1

=

.

Отношение АМ:МД нам известно (2:3). Так как ВС=АД, и АД=АМ+МД, то ВС содержит 2+3=5 частей.  Поэтому 
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Рассмотрим теперь свойства треугольников 
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 и 
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, имеющих равный угол при соответствующих вершинах А и А1. Для удобства будем считать, что углы ВАС и В1А1С1 совпадают (смотри рисунок 4). Пусть ВН и В1Н1 высоты треугольников, проведенные из вершин В и В1 соответственно. Как видно на чертеже, прямоугольные треугольники НАВ и Н1А1В1 – подобны 
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. Найдем отношения площадей треугольников 
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Заменим отношение 
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 и окончательно получим:
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Сформулируем полученный результат в виде теоремы.

Теорема 1. Если углы при вершинах А и А1 треугольников  
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, равны, то площади этих треугольников относятся как произведения сторон этих треугольников, прилежащих к равным углам:
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Применение этой теоремы рассмотрим на примерах.

Пример 4. Доказать, что медианы треугольника разбивают его на шесть равных по площади треугольников.
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Решение. 1) Покажем, что  
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 отрезок MM2 – медиана. Из примера 2  следует, что
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2). Покажем, что 
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а) Заметим, что углы при вершине М этих треугольников равны как вертикальные.

в) По свойству медиан АМ:ММ1=2:1 и ММ2:МС=1:2. По теореме 1: 
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. Аналогично доказывается равенство площадей других треугольников.

Рассмотрим еще один пример.

Пример 5. АВСД – прямоугольник со сторонами  АВ=3 и ВС=4 (смотри чертеж 5). Найдите площадь заштрихованного четырехугольника.

Решение. 1) Выразим площадь прямоугольника АВСД: S(АВСД)=3(4=12 (ед2). Заметим, что S(ABC)=1/2 S(АВСД)=6 (ед2). Так как АМ – медиана треугольника АВС, то S(AМC)=3 (ед2).

2) Выразим площадь четырехугольника XYZT через площадь треугольника АМС. Заметим, что 
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 Выразим площади этих треугольников через площадь треугольника АМС. Для этого рассмотрим треугольники AYZ и AMC. Они подобны, причем 
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. Отсюда выразим отношение площадей:
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Получаем:
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Теперь рассмотрим треугольник АХТ. Он также подобен треугольнику АМС и 
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. Поэтому площадь треугольника АХТ равна:
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Окончательно получаем: 
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Ответ: 
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§2. Разбиения и покрытия

[image: image2477.png]



В этом параграфе мы с вами рассмотрим ряд задач и примеров, в большей степени имеющих отношение к олимпиадам или к так называемой “занимательной” математике. 


Начнем с хорошо всем знакомого понятия “паркет”. В быту паркет – это пол в комнате, сделанный из плотно подогнанных друг к другу дощечек. Самый простой паркет делают из дощечек прямоугольной формы. В знаменитых дворцах Санкт - Петербурга паркетные полы выполнены из драгоценных пород дерева и представляют огромную художественную ценность.

[image: image2478.png]



Рассмотрим метод построения сложных паркетов. В краце суть его такова. Берется одна или несколько простых геометрических фигур, из которых можно сложить паркет. Затем от краев этих фигурок отрезаются фрагменты и переставляются (параллельно переносятся) к противоположному краю. В результате получается сложный узор. Рассмотрим этот процесс на примере.

На следующем рисунке изображен паркет, полученный из данного сложного элемента.

[image: image2479.png]


Еще одна группа задач, связанных с разбиениями и покрытиями – это задачи  на замощения прямоугольных областей некоторыми фигурами специального вида. При этом вопрос в задаче может звучать по разному: можно ли покрыть квадрат данными фигурками без наложений и пропусков?  сколько фигурок данного вида можно разместить в квадрате данного размера? какую наименьшую площадь может иметь квадрат, составленный из данных фигурок.


Рассмотрим пример.

[image: image2480.png]
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Пример 6. Какова наименьшая площадь квадрата, составленного из фигурок вида
Решение. Считаем, что площадь каждой клеточки, составляющей фигурку, равна единице. Тогда площадь всей фигурки равна четырем. Поэтому площадь искомого квадрата должна быть кратна четырем. С другой стороны, площадь квадрата, стороны которого имеют целочисленную длину – квадрат. Таким образом,  площадь квадрата равна а2, где а – четное число. Заметим также, что размеры квадрата не меньше размеров фигурки, поэтому 
[image: image36.wmf]3
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. Следующее за тройкой четное число – четыре. Покажем, что это и есть искомая сторона квадрата. Действительно, как сложить из фигурок квадрат со стороной четыре видно на рисунке 10, при этом понадобилось всего четыре фигурки.

А теперь рассмотрим задачу, предлагавшуюся в этом году на заочной математической олимпиаде, проводимой Московским физико-техническим институтом среди слушателей ЗФТШ. 
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Пример 7. Двое ребят играют на доске размерами 2002х2002 клеток. Первый игрок закрашивает на доске клеточки так, что бы получилась фигурка, изображенная на рисунке а), а второй закрашивает фигурки, изображенные на рисунке б). Причем дважды закрашивать одну клетку нельзя. Проигрывает тот, кто не может сделать очередной ход. Кто из игроков выигрывает при правильной стратегии и в чем она состоит?

Решение. Для начала заметим, что если первый игрок может сделать ход, то и второй игрок может его сделать, так как фигурка второго игрока вписывается в фигурку первого игрока. Поэтому для гарантированной победы второй игрок должен так располагать свои фигурки на доске, чтобы они оградили область, в которую он свою фигурку может вписать, а первый игрок не может. Тогда, пока это возможно, второй игрок будет вписывать свои фигурки в те места, в которые может вписать свою фигурку первый игрок, а когда это станет не возможно, впишет свою фигурку в подготовленную область. Ясно, что после этого первый игрок уже не сможет сделать очередной ход и проиграет.

[image: image2484.png]



Ясно и другое: чтобы не проиграть, первый игрок должен активно мешать второму оградить нужную область. Покажем, что, не смотря на противодействие первого игрока, второй сможет выиграть. Для начала заметим, что приведенные в условии размеры доски особой роли не играют (главное, что доска достаточно большая) и первый ход первого игрока так же не играет особой роли. И так, считаем, что после первого хода много свободного места осталось в левом верхнем углу. Второй игрок делает свой  первый ход так, как показано на рисунке 11 черным цветом. Первый игрок должен очередным ходом помешать второму сделать ход, обозначенный буквами X, так как в этом случае второй игрок добивается своей цели. Поэтому второй игрок делает ход, обозначенный буквами Y. Далее, в зависимости от того, как походит первый игрок, он делает один из ходов, обозначенный буквами Z, и добивается своего.

Контрольное задание

Представленные ниже задачи являются контрольным заданием для учащихся 8 классов. Решения необходимо оформить в отдельной тетради и выслать по адресу школы.

Напоминаем, что для зачета нужно набрать не менее 20 баллов, но если вы решите задачи, оцененные ровно в 20 баллов, этого может оказаться недостаточно, так как за недочеты и ошибки баллы снимаются.

М8.12.1.  В равнобедренном треугольнике АВС основание ВС=9 см., а боковые стороны по 12 см. Вычислите площадь четырехугольника, стороны которого лежат на биссектрисах и высотах треугольника, проведенных из вершин при его основании. (8 баллов)

М8.12.2. Из вершин параллелограмма проведено по два отрезка в середины противоположных сторон. Найдите площадь шестиугольника, стороны которого лежат на указанных отрезках, если площадь параллелограмма равна 36 ед2. (8 баллов)

М8.12.3. Дана  квадратная доска размерами 8х8 клеток. 

а) Какое наибольшее число фигурок из примера 6 можно расположить на ней без самопересечений (4 балла);

б) Какое наибольшее число фигурок из примера 7 (рис. б)) можно расположить на ней без самопересечений (4 балла).

М8.12.4. Сконструируйте элемент сложного паркета по алгоритму, показанному на рисунке 8. (До 20 балов, в зависимости от красоты и сложности узора).

М8.12.5.  Докажите, что если диагонали выпуклого четырехугольника перпендикулярны, то его площадь равна половине произведения этих диагоналей (6 баллов).

М8.12.5. Диагонали четырехугольника “разрезали” его на четыре треугольника. Площади трех треугольников 12, 9 и 15. Найдите площадь четвертого треугольника. (8 баллов)

Математика: 9 класс

Поличка Анатолий Егорович 

Уравнения и неравенства с параметрами как математические модели
1. Введение

Как известно,  ряд проблем в различных отраслях человеческой деятельности может быть изучен математическими методами. На этом пути, применяя язык математики, изучаемым явлениям ставят в соответствие модельные явления. Если они описаны с помощью математических правил, то такие модели называются математическими. Примером такого процесса является процесс решения простейших так называемых “текстовых” задач с помощью сведения их к уравнениям или неравенствам. Наиболее интересен для приложений не сам этап получения решения и записи его в виде математической символики, а следующий за ним этап. Это исследование зависимости решения от параметров, которые были объявлены данными. В этом смысле, с формальной точки зрения, никаких специальных уравнений или неравенств с параметрами нет. Приведем пример.

Пример. Рассмотрим уравнение  
[image: image37.wmf]0
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. Его можно понимать как квадратное уравнение относительно неизвестного х , а можно понимать как квадратное уравнение относительно неизвестного а с параметром х. Следует же понимать это уравнение как уравнение с двумя неизвестными х и а. В левой части уравнения стоит математическое выражение от двух аргументов х и а.


Множество решений  такого уравнения – это множество пар чисел, при подстановке которых в уравнение получается верное равенство.


Взгляд относительно х говорит о решении уравнения относительно х. В этом случае аргументы х и а считают неравноправными. Поэтому необходимо выразить при решении х через а, которое называют “параметром”.


Можно рассмотреть это уравнение по-другому, взгляд относительно а: необходимо иметь ответ в таком виде, чтобы для каждого значения а было указано, какие числа х в паре с этом а дают решения данного уравнения.

2. Замечание

На этом пути, если брать разные основания для классификаций (например, от вида математического выражения, задающего уравнение) и учитывая разные взгляды на аргументы, входящие в это математическое выражение, получим спектр разных типов уравнений (неравенств).

3. Вид соотношений с выделенными параметрами

В реальных задачах (например, с физическим содержанием) естественно вводится неравноправие аргументов, входящих в уравнение. Они делятся на “неизвестные”, обозначаемые, как правило, последними буквами латинского алфавита (…, x, y, z), и “параметры” - обозначаемые первыми буквами (a, b, c,…).


Рассмотрим один из способов решения задачи с параметрами:

· значение параметра (или параметров, если их несколько) считается произвольно фиксированным, 

· и затем ищется решение задачи так, как обычно обращаются с уравнениями и неравенствами с одним неизвестным. 

· Ответом должно быть перечисление решений для каждого допустимого значения параметра.


Например, ответ при решении неравенства 
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 решений нет;

2) при 
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4. Замечание. Отметим, что выяснение зависимости решений от значений параметра есть часть процесса решения задачи. Иногда это называют исследованием и отделяют от непосредственного решения. Необходимо запомнить и уяснить, что решение задачи с параметрами без такого этапа не дает решение. Задача нерешена!

5. Пример решения неравенства с параметром

Решить неравенство
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Решение. 1) Находим естественную область определения. Это множество пар 
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, при которых выражение, задающее задачу определено. Имеем, что 
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2) Так как 
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 рассмотрим сначала случай 
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, входящие в область определения, являются решениями.

3) Рассмотрим случай 
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. Исследуем дискриминант получившегося трехчлена. Он равен 
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3.1. При 
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3.2. При 
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, решая квадратное неравенство,  имеем, что  
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. Однако теперь надо согласовать полученное условие с условиями: 
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       Получаем, что х должен быть больше (или равен) каждого из трёх чисел  0, 
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. Поэтому надо знать, как они расположены на числовой оси в зависимости от параметра а. Рассмотрим варианты: а) первое число больше третьего  
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                  б) первое число больше второго   
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Получаем два случая: 
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3.2.1) Пусть 
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. В этом случае из трех исходных чисел самым большим является первое – число 0. Остаются условия  
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3.2.2) Пусть 
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. Теперь первое число меньше второго и третьего. Сравним второе и третье: 
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Это не выполняется ни при каких а. Итак, в этом случае третье число наибольшее. Получили, что  
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 . Объединив все случаи, получим

Ответ.  1) если 
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     2) если 
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     3) если 
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6. Замечание

Как уже отмечалось, задачи с параметрами могут бать по-разному классифицированы:

· по виду математического выражения (линейные,  квадратные и т.д.);

· по количеству неизвестных и выражений (системы и т.д.);

· по количеству параметров.

Выделены и классы методов их решения (формальный, геометрический и др.). Этому будут посвящены дальнейшие статьи цикла.

Задачи для самостоятельного решения

М9.12.1. Девушка купила в магазине х роз, заплатив за все у рублей (х и у – целые числа). Когда она собралась уходить, продавец сказал ей: “Если бы Вы купили ещё 10 роз, то я отдал бы Вам все розы за 2 рубля и Вы сэкономили бы 80 копеек на каждых 12 розах”. Найти х и у.

М9.12.2. Покажите, что для любых положительных чисел p, q, r, s дробь 
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М9.12.3. Покажите, что если а, в, с – стороны некоторого треугольника и 
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, то этот треугольник обязательно равносторонний.

М9.12.4.  Решите уравнения

              а) 
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              в) 
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М9.12.5. Решите неравенства

              а)  
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Математика 10-11 класс


 Ребята, обращаем ваше внимание на то, что предлагаемая статья ориентирована на учеников 10-11 классов. Более внимательно 10-тиклассникам предлагаем познакомиться с 4-ой частью статьи и выполнить по этой часть контрольное задание.

Карпова Ирина Викторовна

Уравнения и неравенства

1. Равносильность уравнений и неравенств
Аналитическая запись задачи о нахождении значений аргументов, при которых значения двух данных функций равны, называется уравнением. Аргументы, от которых зависят эти функции, называются обычно неизвестными, а значения неизвестных, при которых значения функций равны, - решениями (корнями) уравнения. 

Уравнение с одним неизвестным в общем случае записывается в виде  f1(x) = f2(x), 

Неравенство с одним неизвестным в общем случае записывается в виде f1(x) (  f2(x) (f1(x) ( f2(x), f1(x) ( f2(x), f1(x) ( f2(x)), где f1(x)  и  f2(x)  - произвольные функции. Решением неравенства с одной
 переменной называют множество значений переменной, которые обращают его в верное числовое неравенство.

Решить уравнение (неравенство) – значит, найти все его решения или доказать, что уравнение (неравенство) решений не имеет.

Областью определения уравнения (неравенства) называется множество всех таких значений переменной, при которых функции f1(x)  и  f2(x) определены. Иными словами область определения уравнения (неравенства) – это пересечение областей определения функций f1(x) и f2(x).

Два уравнения (неравенства) называются равносильными, если совпадают множества всех их решений или оба они не имеют решений. 

Если для данной пары уравнений (неравенств) любое решение первого уравнения (неравенства) является решением второго уравнения (неравенства), то второе уравнение (неравенство) называется следствием первого. Если заменить уравнение (неравенство) его следствием, то множество решений второго уравнения (неравенства) будет содержать все решения исходного, и помимо этого может содержать еще некоторые числа, называемые посторонними корнями исходного уравнения (неравенства)

При решении уравнений (неравенств) обычно применяются различные преобразования, в результате которых данное уравнение (неравенство) сводится к более простому (или к совокупности более простых). Поэтому важно знать какие из преобразований сводят данное уравнение (неравенство) к равносильному уравнению (неравенству), какие приводят к уравнению (неравенству) – следствию, а какие к потере корней.

Теорема1.1. Если к обеим частям уравнения f1(x) = f2(x) (неравенства f1(x) (  f2(x))прибавить одно и тоже выражение g(x), которое определено при всех значениях переменной из области определения уравнения (неравенства), то получится уравнение f1(x) + g(x)= f2(x)+ g(x) (неравенство f1(x)+ g(x) (  f2(x)+ g(x)), равносильное данному.

Пример 1.  

Уравнение 3х2+2х-5=7х-1   равносильно уравнению   3х2+2х-5+(-7х+1)=7х-1+(-7х+1).

Уравнение х2=1 не равносильно уравнению х2+
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. Нарушение равносильности произошло из за того, что выражение g(x)= 
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определено не при всех х из области определения уравнения х2=1.

Теорема1.2. Если обе части уравнения f1(x) = f2(x) (неравенства f1(x) (  f2(x)) умножить или разделить на одно и тоже выражение g(x), которое определено при всех значениях переменной из области определения данного уравнения (неравенства) и нигде в данной области определения не обращается в нуль, то получится уравнение f1(x)( g(x)= f2(x)( g(x) (f1(x)( g(x)= f2(x)( g(x)) равносильное данному. В случае неравенства, если g(x)( 0 при всех х из области определения неравенства, получим неравенство f1(x)( g(x)(  f2(x)( g(x) ( f1(x) ( g(x)(  f2(x)( g(x)) равносильное данному; если g(x)( 0  при всех х из области определения неравенства, получим неравенство f1(x)( g(x)(  f2(x)( g(x)

 ( f1(x) ( g(x)(  f2(x)( g(x)) равносильное данному.

Теорема 1.3. Если обе части уравнения f1(x) = f2(x), где f1(x)( f2(x)( 0 (неравенства f1(x) (  f2(x), где f1(x)( 0, f2(x)( 0), при всех значениях переменной из области определения уравнения (неравенства), возвести в одну и ту же натуральную степень n , то получится уравнение (f1(x))n = (f2(x))n (неравенство (f1(x))n (  (f2(x))n) равносильное данному.

2. Уравнения, содержащие неизвестную под знаком  модуля.
Напомним определение модуля действительного числа а:

Модулем числа а называется само это число, если оно неотрицательное и противоположное ему число, если а отрицательное, т.е. (а( = 
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При решении уравнений, содержащих переменную под знаком модуля, применяются чаще всего следующие методы:

· раскрытие модуля по определению;

· возведение обеих частей уравнения в квадрат;
· метод разбиения на промежутки.
Рассмотрим применение этих методов в решении конкретных уравнений, а затем сформулируем общие рекомендации.

Пример 2.1. Решить уравнение       (2х-3( = 5.

Решение.  1-ый способ. Используя определение модуля, получаем совокупность двух уравнений:  2х-3 = 5,  2х-3 = -5, решая которую получим  х1= 4, х2= -1.

2-ой способ. Обе части первоначального уравнения неотрицательны, возведя обе части этого уравнения в квадрат, получим уравнение равносильное данному (теорема 1.3): (2х-3(2 = 25. Учитывая, что квадрат модуля выражения совпадает с квадратом самого выражения, получим равносильное уравнение, уже не содержащее знак модуля: (2х+3)2 = 25.Решая это квадратное уравнение, получим: х1= 4,  х2= -1.

Пример 2.2.  Решить уравнение   (2х-3( = х+1.

Решение. Это уравнение, так же как и первое может быть решено двумя способами.

1-ый способ. Используя определение модуля, получим совокупность двух систем:

Решая каждую из этих систем получим х1 = 4, х2 = 2(3.

2-ой способ. При решении этого уравнений вторым способом необходимо учесть, что выражение, стоящее в правой части уравнения, зависит от х, а поэтому может быть как неотрицательным, так и отрицательным, но по определению,  модуль это число неотрицательно, учитывая это первоначальное уравнение равносильно системе уравнений:

решив которую получим х1 = 4, х2 = 2(3.
Пример 2.3. Решить уравнение (2х-3( = (х+7(.

Решение. Более рациональным в этом случае является второй способ. Так как обе части уравнения неотрицательны, то при возведении в квадрат обеих частей, получим уравнение равносильное данному (теорема 3,п.1): (2х-3)2=(х+7)2. Получили квадратное уравнение, решая которое находим х1 = 10, х2 = -4(3.
Замечание. 1. Уравнение вида (f(x)( = b, где b действительное число, 

                        при b (  0  решений не имеет;

                        при b = 0  равносильно уравнению f(x) = 0;

                        при b ( 0  равносильно совокупности уравнений f(x) = b, f(x) = -b.
2. Уравнение вида (f1(x)( = (f2(x)( равносильно уравнению (f1(x))2 = (f2(x))2
Пример 2.4. Решить уравнение (3-х( - (х+2( = 5.
Решение. Это уравнение будем решать третьим методом.

1. Найдем значения переменной, обращающие в нуль выражения стоящие под знаком модуля, для чего решим уравнения 3-х=0 и  х+2=0, откуда получаем х1= 3,  х2= -2.
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Нанесем эти значения на числовую прямую, тем самым, разбив ее на три промежутка.
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3. Определим знак каждого из выражений, стоящих под знаком модуля на каждом из полученных промежутков числовой прямой:
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4. Решим уравнение с учетом полученных знаков на каждом промежутке числовой прямой:

1. если х( -2, имеем уравнение 3-х + х+2= 5, решив его получим верное числовое равенство 5 = 5, которое не зависит от переменной, но так как мы рассматривали это уравнение только для х( -2, то первоначальному уравнению будут удовлетворять только х( -2.

2. если  -2 (  х ( 3,  имеем уравнение 3 - х – х – 2 = 5, решив его, получим х=-2, причем –2 входит в рассматриваемый промежуток.

3. если х ( 3, имеем уравнение   -3 + х – х -2= 5, решая его, получим числовое равенство   -5 = 5, которое ни при каких значениях неизвестных не является верным.

5. Объединим решения найденный на каждом из промежутков: из п.1 имеем промежуток (-(; -2); из п.2 имеем х = -2.
6. Ответ: (-(; -2(.
Замечание. Уравнения вида  (f1(x)( + (f2(x)( + …+ (fn(x)( = g(x), обычно решают третьим методом, используя алгоритм, рассмотренный в примере 4.

Пример 2.5. Решить уравнение   (х-(4-х((-2х=4.
Решение. Воспользовавшись определением модуля, раскроем внутренний модуль, стоящий в этом уравнении, получим совокупность двух систем: 
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Вторая система равносильна системе: 
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 которая решений не имеет. Для решения первой системы, опять воспользуемся определением модуля, получим совокупность двух следующих систем: 
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т.е. совокупности     
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Первая из которых решений не имеет, а вторая имеет решение х = 0.

Ответ: х = 0.

Замечание. При решении уравнения, в котором под знаком модуля находится выражение, также содержащее модуль, следует сначала освободиться от внутренних модулей, а затем в полученных уравнениях раскрыть оставшиеся модули. 
3. Иррациональные уравнения
Иррациональными называют уравнения, в которых переменная содержится под знаком корня или под знаком операции возведения в дробную степень.

Следует отметить, что

1. Все корни четной степени, входящие в уравнения, являются арифметическими. Другими словами, если подкоренное выражение отрицательно, то корень лишен смысла; если подкоренное выражение равно нулю, то корень также равен нулю; если подкоренное выражение положительно, то и значение корня положительно.

2. Все корни нечетной степени, входящие в уравнение, определены при любом действительном значении подкоренного выражения. При этом корень отрицателен, если подкоренной выражение отрицательно; равен нулю, если подкоренное выражение равно нулю; положителен, если подкоренное выражение положительно.

3. Функции y = 
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  являются возрастающими на своей области определения.

Используя эти свойства в некоторых случаях можно установить, что уравнение не имеет решения, не прибегая к преобразованиям.

Пример 3.1.  а) Уравнение 
[image: image106.wmf]2
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, в соответствии со свойством 1, решений не имеет; 

б) Уравнение 
[image: image108.wmf]3
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 = 0, в соответствии со свойством 3, решений не имеет, т.к. оба слагаемых в левой части уравнения могут быть только одновременно равны нулю, но 2х+3 = 0 при х = -3(2, а х+ 3 = 0 при х = -3;

 в) Уравнение 
[image: image110.wmf]x
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 = 2, в соответствии со свойством 1, решений не имеет. Действительно, первый слагаемое в левой части уравнения имеет смысл только при   4 – х ( 0 или при х ( 4, второе слагаемое левой части имеет смысл только при  х - 6 ( 0 или при  х ( 6, следовательно, не существует такого х, при котором оба эти выражения имеют смысл;

г) Уравнение 
[image: image112.wmf]x

+
[image: image113.wmf]9
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= 2, в соответствии со свойством 3, не имеет решений. Действительно, первое слагаемое левой части определено при  х ( 0, второе слагаемое определено при  х ( -9, поэтому левая часть определена при х ( 0, но при таких значениях переменной второе слагаемое левой части принимает значения больше либо равные 3, следовательно, и вся левая часть уравнения принимает значения не меньшие 3, в то время как правая часть рана 2.

При решении иррациональных уравнений используются два основных метода: 1) возведение обеих частей уравнения в одну и туже степень; 2) введение новых переменных. Но иногда приходится применять и искусственные приемы решения таких уравнений. 

При решении иррационального уравнения первым методом следует помнить, что при возведении обеих частей уравнения, содержащего корни четной степени, в одну и туже степень, получается уравнение, которое является следствием первоначального, в связи с этим, как было установлено в п. 1, в процессе решения могут появиться посторонние корни. При решении иррациональных уравнений часто используется формула  
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)

n

n

x

f

)

(

 = f(x), применение которой в случае четного n может привести к расширению области определения уравнения. По этим (и по другим) причинам при решении иррациональных уравнений в большинстве случаев необходима проверка найденных решений. 

Замечание. Проверки найденных решений можно избежать, если найти область определения первоначального уравнения и в процессе решения строго следить, если это возможно,  за равносильностью переходов от одного уравнения к другому. Рассмотрим основные методы решения иррациональных уравнений на примерах.

Пример 3.2.  Решить уравнение 
[image: image115.wmf]6
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Решение. 1-ый способ.
Возведем обе части уравнения в квадрат: 
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Приведем подобные члены и уединим радикал:  
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Обе части полученного уравнения опять возведем в квадрат:

                            8х2 + 16х – 24 = 9х2 – 186х + 961,
Решая полученное уравнение находим: х1 = 5; х2 = 197.


Сделаем проверку найденных решений, т.к. в процессе решения мы проводили неравносильные преобразования. Подставим х1 = 5 в первоначальное уравнение, получим 
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= 6, т. е. получим верное числовое равенство 6 = 6. Таким образом х1 = 5 является корнем первоначального уравнения.  Подставим х2 = 197 в первоначальное уравнение, получим  
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 = 6, это числовое равенство является неверным 34 ( 6, поэтому х2 = 197 – посторонний корень.

Ответ: х = 5.

2-ой способ. Прежде чем решать уравнение, найдем область определения этого уравнения, для чего решим систему двух неравенств: 
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, откуда х ( 1. Затем приступаем к решению уравнения. Возведем обе части уравнения в квадрат (это преобразование в данном случае будет равносильным т.к. обе части уравнения неотрицательны). Приведем подобные члены и уединим радикал, опять придем к уравнению 
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. Так как левая часть этого уравнения неотрицательна, то для того чтобы уравнение имело решения необходимо, чтобы и правая часть уравнения была неотрицательной, т. е.   -3х + 31 (  0, откуда  

х ( 31(3…………….(*). Принимая это во внимание, опять возведем обе части уравнения в квадрат, решим полученное квадратное уравнение. Корень уравнения х1 = 5 входит в область определения уравнения и удовлетворяет неравенству (*), а значит является корнем первоначального уравнения. Корень квадратного уравнения х2 = 197 входит в область определения первоначального уравнения, но не удовлетворяет неравенству (*), а значит корнем первоначального уравнения не является.

Пример 3.3. Решить уравнение 
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Решение.  Возведем обе части уравнения в куб, воспользовавшись несколько видоизмененной формулой куба суммы двух чисел, а именно формулой 

(a+b)3 = a3 +b3 +3ab(a+b). Получим: 
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В последнем уравнении, в соответствии с первоначальным уравнением, заменим  выражение 
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 выражением 
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. Возведем в куб обе части последнего уравнения:  
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. Решим это уравнение:  
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)

27

54

27

36

24

)(

1

(

2

2

=

-

+

-

-

-

x

x

x

x

 (  
[image: image129.wmf]1
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. Так как в процессе решения мы делали неравносильные преобразования, а именно заменяли выражение 
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, то необходима проверка найденных решений. Подставляя найденные значения х в первоначальное уравнение , убеждаемся, что они ему удовлетворяют.

Ответ: 
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Пример 3.4. Решить уравнение   
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Решение. Уединение корня и возведение обеих частей в квадрат приведет к громоздкому уравнению четвертой степени. Поэтому не будем торопиться возводить в квадрат, а сначала выполним несколько равносильных преобразований: умножим обе части уравнения на 2 и перенесем все члены уравнения влево: 
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. Положив 
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 , получим: 
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. Значит, первоначальное уравнение равносильно совокупности двух иррациональных уравнений: 
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Решая полученные уравнения возведением обеих частей в квадрат, находим из первого 
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; второе уравнение решений не имеет. После проверки найденных решений убеждаемся, что оба полученных корня удовлетворяют первоначальному уравнению.

Ответ: 
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4. Показательные и логарифмические уравнения и неравенства
При решении показательных и логарифмических уравнений используются два основных метода: 1) переход от уравнения 
[image: image146.wmf])
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; 2) введение новых переменных. В некоторых случаях применяют искусственные приёмы. При решении уравнений первым методом используют различные приемы сведения любого показательного или логарифмического уравнения  к уравнениям вида  (*). Приведем некоторые из них:

1. уравнивание оснований степеней, стоящих в левой и правой частях уравнения;

2. логарифмирование обеих частей уравнения, если они положительны;

3. использование свойств степеней и логарифмов;

4. использование основного логарифмического тождества;

5. переход к новому основанию логарифмов

Использование первого метода основано на следующих теоремах о равносильности уравнений.

Теорема 5.1. Если  
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 равносильно уравнению 
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Теорема 5.2. Если  
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Замечание. При решении логарифмического уравнения, используя теорему 5.2. не обязательно решать эту систему можно сначала решить систему неравенств 
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, найдя тем самым область определения уравнения, затем решить первое уравнение этой системы и проверить все ли полученные решения удовлетворяют области определения уравнения.

Пример 5.1.  Решить уравнение  
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Решение.  Уравнение будем решать первым методом. Для этого уравняем основания степеней входящих в уравнение, для чего воспользуемся свойствами степеней: 
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 В результате получим уравнение 
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, которое по теореме 5.1. равносильно уравнению:  
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Ответ: 
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Пример 5.2. Решить уравнение 
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Решение. Уравнение будем решать первым методом. В данном случае уравнять основания степеней очень сложно. Так как обе части уравнения положительны, прологарифмируем их по основанию 3 (можно было и по основанию 5), получим: 
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. Далее воспользуемся свойствами логарифма: 
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, которое является квадратным относительно х. Решая это уравнение, получаем два корня: 
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Ответ: 
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Пример 5.3. Решить уравнение 
[image: image176.wmf]x

x

x

150

30

6

5

1

2

1

+

=

+

+

+

.

Решение. Решать уравнение будем первым методом. Однако привести все степени, содержащиеся в уравнении к одному основанию, не удастся. Поэтому уменьшим число оснований, разложив числа 30 и 150 на множители: 
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. Перенесем все члены, стоящие справа в левую часть уравнения, воспользуемся свойствами степени, сгруппируем слагаемые, имеющие общие множители и вынесем эти множители за скобки: 
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. Опять вынесем общий множитель за скобки: 
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. Получили уравнение, которое равносильно совокупности двух уравнений, решив которую мы найдем корни уравнения:
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 . Прологарифмируем обе части полученных уравнений в первом случае по основанию 5, во втором случае по основанию 6, и окончательно получим: 
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Ответ: 
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Пример 5.4. Решить уравнение   
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Решение.  Воспользовавшись свойствами степени,  перепишем уравнение в виде
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К одному основанию в этом уравнении можно перейти разделив обе части уравнения либо на 
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(это преобразование приведет к равносильному уравнению см. теорема 1.2). Разделим, например, на 
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. Это уравнение будем решать вторым методом: введем новую переменную 
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. Найдем корни этого квадратного уравнения 
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. Теперь решим два показательных уравнения: 
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. Первое уравнение решений не имеет, во втором уравнении уравняем основания степеней и получим 
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Ответ: 
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Пример 5.5. Решить уравнение  
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Решение.  1) Найдем область определения данного уравнения, для чего решим систему неравенств 
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2) Уравнение будем решать первым методом. Воспользовавшись  свойством логарифмов 
[image: image206.wmf])
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. По теореме5.2., переходим к уравнению 
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Ответ: 
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Пример 5.6. Решить уравнение 
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Решение. 1) Найдем область определения уравнения: 
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(т.к. неизвестное стоит в основании степени).

2) Воспользовавшись формулой перехода к новому основанию 
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Так как в уравнении теперь содержаться только логарифмы по одному основанию с одинаковым выражением под знаком логарифма, введем новую переменную, положив 
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, используя определение логарифма, получаем х = 4. Очевидно, что полученный корень входит в область определения уравнения.

Ответ: х = 4.

Замечание. Если перед решением логарифмического уравнения область определения уравнения не выяснялась, то после нахождения решений необходимо сделать проверку каждого полученного решения.


Среди показательных и логарифмических уравнений выделяется класс уравнений, которые можно считать и показательными и логарифмическими одновременно. Такие уравнения называются показательно логарифмическими, в них переменная находится как под знаком логарифмической, ток и под знаком показательной функций. Рассмотрим примеры таких уравнений.

Пример 5.7. Решить уравнение  
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Решение. 1) Область определения этого уравнения 
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2) Рассмотрим это уравнение как логарифмическое. Воспользовавшись определением логарифма,  придем к уравнению  
[image: image223.wmf]4
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 и решим совокупность двух уравнений 
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, то первое уравнение решений не имеет. Для нахождения решений второго уравнения прологарифмируем обе части этого уравнения по основанию 5 и получим уравнение 
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Ответ: 
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Решение показательных неравенств вида 
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 и логарифмических неравенств вида 
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Теорема 5.3. Если 
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 равносильно неравенству 
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 равносильно неравенству 
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Теорема 5.4. Если 
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 равносильно системе 
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При решении показательных и логарифмических неравенств применяются те же методы и приемы, что и при решении уравнений. 

Пример 5.8. Решить неравенство  
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3

3

3

1

1

3

8

2

-

-

-

-

<

x

x

х

х

.

Решение. 1) Найдем область определения данного неравенства, потребовав, чтобы выражения стоящие в знаменателях дробей были отличны от нуля: 
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2) Преобразуем уравнение, используя свойства степени: 
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. По теореме 5.3. это неравенство равносильно неравенству  
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. Перенесем все дроби в левую часть, приведем их к общему знаменателю, получим неравенство: 
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. Решим это неравенство методом интервалов
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получаем 
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. Очевидно, что полученные интервалы входят в область определения неравенства.

Ответ: 
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Пример 5.9. Решить неравенство 
[image: image256.wmf])
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Решение.  1) Найдем область определения неравенства, для чего решим систему неравенств: 
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, откуда имеем 
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 - область определения неравенства.

2) Используя свойства логарифмов 
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, приведем все логарифмы, содержащиеся в уравнении к одному основанию 0,2:  
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. Учитывая, что разность двух логарифмов по одному основанию равна логарифму отношения выражений, стоящих под знаком логарифма имеем: 
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. Так как 
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, а при всех значениях неизвестной из области определения неравенства 
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, получим следующее уравнение: 
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. По теореме 5.4., учитывая область определения неравенства, это неравенство будет равносильно 
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, учитывая область определения неравенства, подучим 
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Ответ. 
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Контрольное задание


Все представленные ниже задачи являются контрольным заданием для учащихся 11 классов. Учащимся 10 классов необходимо выполнить только задачи 4-го и 5-го заданий.

М11.12.1.  а)   (х2-3х+3( = 2;                                        б)  (х2-х-3( = -х-1;

                  в)    (х-1( + (1-2х( = 2(х(;                               г)  ((х2-1(-3(=х.

М11.12.2.  Доказать, что уравнения не имеют действительных корней (не решая уравнений):

                  а)  
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М11.12.3  Решить иррациональные уравнения.

                   а) 
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М10-11.12.4  Решить уравнения.

                   а) 
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М10-11.12.5  Решить неравенства. 

                   а) 
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МИФ-2, №2, 2002 год

Математика 11 класс

Мендель Виктор Васильевич

Задачи по геометрии на вступительных экзаменах в вузах

§ 1. Особенности геометрических задач на вступительных экзаменах в вузах.


Автор на протяжении 10 последних лет наблюдает за содержанием экзаменационных билетов по математике на вступительных экзаменах в вузах (в том числе в вузах Хабаровского края). На основе этих наблюдений можно сделать следующие выводы:

1) Характер задач – главным образом предлагаются вычислительные задачи, т.е. такие задачи, в которых необходимо вычислить некоторые характеристики геометрических фигур (длины, углы, объемы, площади и т.д.). Задачи на доказательство предлагаются очень редко, что объясняется трудностью проверки такого типа задач и недостаточным опытом абитуриентов в решении задач на доказательство.

2) Тематика задач – наиболее часто в экзаменационных билетах встречаются задачи по планиметрии. Кроме этого, распространены задачи по стереометрии. Особо следует выделить задачи на векторы и метод координат. Такие задачи традиционно предлагаются, например, в Дальневосточной академии госслужбы. Кроме того, многие задачи на уравнения и неравенства с параметрами, на системы уравнений с несколькими неизвестными имеют красивые графические решения, связанные с использованием координат.

3) Требования к условиям подготовки и знаниям абитуриентов – как правило, задачи составляются так, чтобы проверить уровень эрудиции абитуриента. В условиях и решениях часто используются свойства основных геометрических фигур и их элементов. Треугольники, прямоугольники, трапеции, ромбы, квадраты; высоты, биссектрисы, медианы; вписанные и описанные окружности и т.д. – в планиметрии. Пирамиды, призмы, параллелепипеды, конусы и сферы; двугранные углы, углы между прямыми и плоскостями; вписанные и описанные шары -  в стереометрии. Особо следует выделить признаки параллельности и перпендикулярности. Что касается векторов и метода координат, то здесь часто встречается признак коллиниарности, признак перпендикулярности (скалярное произведение равно нулю).

В рамках этой статьи мы остановимся на вопросах, связанных со стереометрическими задачами. Напомним читателям, что в предыдущих номерах журнала были подробно рассмотрены задачи по планиметрии, а так же метод координат на плоскости и в пространстве. 

§ 2. Некоторые замечательные факты и теоремы стереометрии

Полностью отдавая себе отчет в том, что в рамках одной статьи нельзя охватить всю многогранную теорию, мы в этом параграфе рассмотрим несколько весьма полезных геометрических конструкций, часто встречающихся при решении задач.

Конструкция  №1. Пирамида, боковые ребра которой составляют равные углы с основанием (см. рисунок 1).

Напомним, что угол между прямой и плоскостью, это угол между прямой и ее проекцией на плоскость. 

В пирамиде ребро ОАi проектируется в прямую АiН , где Н – проекция вершины О на основание пирамиды (т. Н – основание высоты пирамиды). Свойства рассматриваемого класса пирамид описывается следующей теоремой

Теорема 1. Если в пирамиде все боковые ребра одинаково наклонены к основанию, то 1) боковые ребра пирамиды равны; 2) основание высоты пирамиды является центром описанной окружности основания.

[image: image2512.png]


Доказательство. Рассмотрим прямоугольные треугольники ОНА1 , ОНА2  и т.д. У всех этих треугольников общий катет ОН, а углы при вершинах А1 , А2 , …, Аn равны по условию теоремы. Поэтому, все эти треугольники равны. Следовательно все их гипотенузы (боковые ребра пирамиды ОА1 , ОА2 , …, ОАn) равны. Кроме того, из равенства катетов НА1=НА2=…=НАn следует, что точка Н равноудалена от вершин основания пирамиды. Следовательно, Н – центр окружности, описанной вокруг основания.

Замечание: условия 1) и 2) равносильны друг другу и условию теоремы.

Полезное свойство: вокруг рассматриваемых пирамид, всегда можно описать сферу. Центр описанной сферы лежит на прямой ОН, а радиус сферы вычисляется по формуле:  
[image: image300.wmf]j
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где l – длина бокового ребра, ( - угол наклона ребра к основанию.
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Конструкция №2. Пирамида, боковые грани которой одинаково наклонены к основанию.

Напомним, что величиной двугранного угла называют величину ее плоского угла, который, в свою очередь, образуют два выходящих из одной точки луча, лежащие в гранях угла и перпендикулярные его ребру (см. рисунок 2). 
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Пирамиды рассматриваемого типа удобно изображать с апофемами (высотами) боковых граней (см. рисунок 3). Свойства этих пирамид описывает следующая теорема:

Теорема 2. Если боковые грани пирамиды одинаково наклонены к основанию, то 1) апофемы всех боковых граней равны; 2) основание высоты пирамиды является центром окружности, вписанной в основание; 3) площадь боковой поверхности пирамиды вычисляется по формуле:  
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где 
[image: image302.wmf]осн
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 - площадь основания, ( - угол наклона боковой грани к основанию.

Доказательство. Рассмотрим прямоугольные треугольники OHN1, OHN2, …у всех у них общий катет ОН и равные острые углы при вершинах N1, N2, …, Nn (здесь ОNi – апофема соответствующей грани). Из сказанного вытекает равенство треугольников, а, следовательно, их апофем ОNi и отрезков HNi . Как мы видим, отрезки HNi равны и перпендикулярны сторонам основания, следовательно, точка Н равноудалена от сторон основания и является центром его описанной окружности (эта окружность касается сторон основания в точках N1, N2, …, Nn).

Формулу (2.2) мы выведем ниже.

Замечание. Утверждение 2) равносильно условию теоремы, а вот утверждения 1) и 3) не равносильны.

Полезное свойство. В рассматриваемые пирамиды всегда можно вписать шар. Центр его лежит на отрезке ОН, а радиус вычисляется по формуле
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где 
[image: image304.wmf].
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- радиус окружности, вписанной в основание, а ( - угол наклона боковой грани к основанию.

Конструкция №3. Сфера, вписанная в многогранник.

[image: image2515.png]


Сферу называют вписанной в многогранник, если она касается всех его граней. Как известно, радиус, проведенные в точку касания сферы с гранью, перпендикулярен плоскости этой грани. Далеко не во всякий многогранник можно вписать сферу.


Выше мы рассмотрели пирамиды с гранями, одинаково наклоненными к основанию. Кроме этих пирамид сфера всегда вписывается в треугольную пирамиду (тетраэдр). Мы не станем перечислять все многогранники, в которые вписывается сфера, а выведем общую формулу для вычисления радиуса этой сферы. Нам понадобится формула для вычисления объема пирамиды: 
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- площадь основания пирамиды. Докажем теорему.
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Теорема 3. Если в многогранник вписывается сфера, то ее радиус можно вычислить по формуле       
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где  V  - объем, а S – площадь полной поверхности многогранника.

Доказательство. Обозначим буквой О центр вписанной сферы. Соединим точку О со всеми вершинами многогранника. Теперь многогранник можно представить в виде объединения пирамид, основаниями которых служат грани многогранника, а вершинами – точка О. Высотами этих пирамид служат радиусы вписанной сферы, проведенные в точку касания с гранью. Объем каждой пирамиды равен 
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Конструкция №4. Многоугольник F , лежащий в плоскости ( и его ортогональная (прямоугольная) проекция F1 на плоскость (.

Сформулируем основное свойство этой конструкции.

Теорема 4. Площадь ортогональной проекции F1 многоугольника F на плоскость (, равна   
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где ( (тета) – угол между плоскостями ( и (.

Доказательство. (идея) Разобьем доказательство на три этапа.

1) F это треугольник, одна из сторон которого лежит в плоскости ( (см. рисунок 5). Этот случай в виде задачи решен в школьном учебнике геометрии.

2) F – треугольник. Проведем через среднюю вершину треугольника плоскость (”, параллельную плоскости (. Очевидно, что проекция треугольника на (” равна ее проекции на (. Плоскость (” “разрезает” наш треугольник на 2 треугольника, подходящих под случай 1).
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3) Многоугольник “разрезается” на треугольники, каждый из которых подходит под случай 2).

Как используется эта теорема, мы увидим в следующей конструкции.

Конструкция №5. Прямая призма (призма называется прямой, если ее боковые ребра перпендикулярны основаниям).

Свойство 1. Если в прямую призму вписывается шар, то его радиус равен радиусу окружности, вписанной в основание, удвоенный радиус (диаметр) шара равен высоте пирамиды (длине ребра).

Свойство 2. Если сечение прямой призмы плоскостью ( пересекает все ее боковые ребра, то площадь сечения равна площади основания, деленной на косинус угла между основанием и сечением. (Это следует из теоремы 4!)

Это свойство очень полезно, если сечение трудно (или невозможно) построить.

Свойство 3. Вокруг прямой призмы описывается шар в том и только в том случае, когда вокруг основания призмы описывается круг.

Конструкция №6. Наклонная призма.

Рассмотрим свойства наклонной призмы, связанные с понятием ортогонального сечения. Так называют сечение пирамиды, полученной пересечением с плоскостью, перпендикулярной её боковым рёбрам.

Свойство 1. Объём призмы равен произведению площади ортогонального сечения на длину её бокового ребра. (Чтобы убедиться в этом, нужно “нижнюю” часть призмы на рисунке 7  переставить наверх).

Свойство 2. Если в наклонную призму вписан шар (существует распространенное заблуждение, что в наклонную призму нельзя вписать шар), то радиус этого шара равен радиусу описанной окружности ортогонального сечения. Диаметр шара равен высоте призмы.

Замечание. Описать шар вокруг наклонной призмы нельзя! (Почему?).

§ 3 Примеры решения задач

Задача №1. В треугольной пирамиде SABC основание – АВС – прямоугольный треугольник с прямым углом при вершине С и острым углом ( при вершине А. Боковые ребра пирамиды равны l, и образуют с основанием угол (. Найдите объем пирамиды и объем вписанного в нее шара.
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Решение. 1) Начнем с чертежа. По условию все боковые ребра пирамиды равны, поэтому, по теореме 1, основание высоты пирамиды (точка Н) является центром описанной окружности основания (треугольника АВС). Так как АВС прямоугольный, то Н – середина гипотенузы АВ. Таким образом, высота пирамиды лежит в грани SAC, и эта грань перпендикулярна основанию (см. рисунок 8). 

2) Для вычисления объема по формуле 
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        в) площадь прямоугольного треугольника АВС через гипотенузу и острый угол выражается по формуле  
[image: image322.wmf]a

a

sin

cos

2

1

2

AC

S

ABC

=

. Поэтому 
[image: image323.wmf]a

a

g

sin

cos

cos

2

4

2

2

l

S

ABC

=

= 
[image: image324.wmf]a

g

2

sin

cos

2

2

l

, отсюда 
[image: image325.wmf])

2

sin

cos

(

sin

3

1

2

2

a

g

g

l

l

V

×

=

 (  
[image: image326.wmf]a

g

g

2

sin

cos

sin

3

1

2

3

l

V

=

.

3) Чтобы найти объем вписанного шара, нужно знать его радиус (
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Так как в (АВС:  ВС = АС
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 EMBED Equation.3  [image: image340.wmf]a

g

2

2

sin

cos

1

-

;  
[image: image341.wmf]×

=

D

a

g

cos

cos

2

l

S

SAB
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. Сократив и упростив, получим:
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Осталось посчитать объем шара.

Задача №2. Основание пирамиды SABCD – ромб со стороной а и острым углом при вершине А, равным 60(. Боковые грани пирамиды составляют с основанием равные углы ( (( = 
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). Найдите площадь поверхности шара, вписанного в эту пирамиду.
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Решение.  1) По теореме 2 основание высоты SH пирамиды является центром окружности, вписанной в основание. То есть Н – точка пересечения диагоналей ромба. Чтобы изобразить угол ( , проведем из точки Н перпендикуляр к стороне АВ. (SNH – искомый. По формуле (2.3), радиус вписанного шара равен:         
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2) Найдем 
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: на рис 10. изображен ромб ABCD. Его площадь равна: 
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 EMBED Equation.3  
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, а периметр Р = 4а. Так как HN – радиус вписанной окружности, то 
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3) Для вычисления 
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4) Теперь найдем r : 
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 EMBED Equation.3  
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Задача №3. В правильной четырехугольной призме построены два параллельных сечения. Первое проходит через середины двух смежных сторон основания и центр симметрии призмы, второе делит ось призмы в отношении 1 : 3. Найдите, как относятся площади этих сечений.

Решение. Сечения изображены на рисунке 11. Так как они параллельны, то площади их ортогональных проекций на основание относятся так же, как площади самих сечений. (Действительно, если ( - угол сечения с основанием, S1 и S2 –площади сечений, а 
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). На рисунке 12 а) и б) изображены проекции сечений на основание призмы. Считая, что сторона основания равна а, легко посчитать, что 
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Задачи и упражнения для самостоятельного решения
М11.13.1 а) Докажите, что если в основании пирамиды лежит ромб, а все ее боковые ребра равны, то ромб является квадратом.

б) Докажите, что если основание пирамиды – прямоугольник, и все его грани одинаково наклонены к основанию, то основание – квадрат.

М11.13.2. Основание наклонной призмы – правильный треугольник со стороной  а. Боковые ребра составляют с основанием угол (. Найдите площадь ортогонального сечения призмы.

М11.13.3. Основание пирамиды SABCD – трапеция диагональ, которой (АС и DB) образуют с боковыми сторонами (CD и AB) прямые углы. Боковые ребра пирамиды равны l, а стороны BC и AD -  a и  b – соответственно. Найдите: а) объем пирамиды; 

б) радиус описанной сферы.

М11.13.4. В правильной треугольной пирамиде боковые грани образуют попарные двугранные углы, величины которых равна ( . Какие углы образуют боковые грани с плоскостью основания?

М11.13.5. В правильной треугольной призме 
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М11.13.6. Боковые ребра четырехугольной пирамиды равны 1. Каков ее максимальный объем?

М11.13.7. Четыре одинаковых шара радиуса r касаются друг друга. Найдите радиус сферы, которой эти шары касаются внутренним образом.

М11.13.8. Три одинаковых шара радиуса r лежат на плоскости и касаются друг друга. Найдите радиус четвертого шара, который касается трех данных и плоскости, на которой они лежат.
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ЗАДАЧИ И РЕШЕНИЯ

9 КЛАСС

 Задача 1. Найти все решения системы
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Решение. Из первого уравнения следует, что 
[image: image383.wmf]1
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. Если x и y одновременно больше нуля, то каждое из них строго меньше единицы. Тогда 
[image: image388.wmf]1

1

4

4

=

+

<

+

=

y

x

y

x

 чего не может быть. В оставшихся случаях получаем пары решений x=0, y=1;  x=1, y=0.

Задача 2. Доказать, что любой треугольник можно разрезать на четыре равнобедренных треугольника.

Решение. Разрежем треугольник на два прямоугольных высотой, опущенной из вершины с наибольшим углом. Далее каждый из них разбивается на два равнобедренных медианой, соединяющей вершину прямого угла и середину гипотенузы.

Задача 3. Найти пять натуральных чисел n, которые нельзя представить в виде суммы простого числа и квадрата натурального.

Решение. Докажем, что среди чисел 22, 32,…, k2,…,142 пять не представляются суммой простого и квадрата. Предположим, что это не так и k2=p+l2, где p -  простое и l - натуральное. Тогда p=k2-l2=(k-l)(k+l).

Поскольку p - простое, то k-l=1, k+l=p. Отсюда следует, что 
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Легко проверить, что при k=5,8,11,13,14 число p=2k-1- не простое. Следовательно, 52, 82, 112, 132, 142 не представляются суммой простого и квадрата натурального.
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Задача 4. Какое максимальное количество точек можно расположить на плоскости так, чтобы любые две из них были соединены отрезками, попарно не пересекающими друг друга. (Внимание! Концы отрезков могут совпадать.)

Решение. На рисунках видно, как располагаются соответствующие системы точек при n=3 и n=4. Пятую точку нельзя добавить при любом расположении A1, A2, A3, A4. Дело в том, что если она располагается вне треугольников, то ее нельзя соединить с A4, а если она находится внутри одного из них, то ее нельзя соединить без пересечений сторон с оставшейся четверкой.

ЗАДАЧИ И РЕШЕНИЯ

10 КЛАСС

Задача 1. Найти все решения системы
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Решение. Заметим, что  из 
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Следовательно, 
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Для z=1 из второго уравнения исходной системы немедленно следует, что x=y=0. 

В случае 
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При этом 
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Если x=0, то y=1.  Если x=1, то y=0.  Окончательно находим, что x=1, y=0, z=0;   x=0, y=1, z=0;  x=0, y=1, z=0 - все решения системы уравнений.
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Задача 2. Доказать, что любой прямоугольный треугольник можно разрезать на четыре треугольника так, чтобы один из них был прямоугольный, а остальные три - равнобедренные.

Решение. Пусть ABC - прямоугольный треугольник с прямым углом при вершине C,  для которого (ABC больше (СAB. Отметим на AC точку K так, чтобы AK=KB. Выберем на AB точки M и N из условий AM=MK и BN=NK. В этом случае треугольник BKC - прямоугольный, а треугольники AMK, KMN, KNB - равнобедренные. Это и требовалось доказать.

Задача 3. Найти десять натуральных чисел, которые нельзя представить в виде суммы простого числа и куба натурального числа.

Решение. Докажем, что среди кубов k3 можно выбрать десять чисел, не представимых в виде суммы простого и куба натурального. Если k3=p+l3, то p=k3-l3=(k-l)(k2+kl+l2). Поскольку p - простое, то k-l=1, p=k2+kl+l2. То есть, l=k-1 и p=k2+k(k-1)+(k-1)2= 3k2-3k+1. Последнее число не простое при k=7n-1 (n=1,2,3,…), поскольку 

p=3(7n-1)2-3(7n-1)+1=3(72n2-6(7n+3-3(7n+3+1=7(21n2-9n+1).
То есть, оно делится на 7. Поэтому десять чисел 6, 13, 20, …, 69  удовлетворяют условиям задачи.

Задача 4. Построить две последовательности строго возрастающих натуральных чисел

  an (n=1,2,…)    bn (n=1,2,…), для которых an-bn=(-1)nn  (n=1,2,…).
Решение. Положим a(n)=2n2+(-1)nn и b(n)=2n2. Для них a(n)-b(n)=(-1)nn. Последовательность b(n) строго возрастает.

Докажем то же самое про a(n). Заметим, что a(n+1)-a(n)=2(n+1)2+(-1)n+1(n+1)-2n2-(-1)n=  =2n2+4n+2-(-1)nn-(-1)n-2n2-(-1)nn= 4n-2(-1)nn+2-(-1)n( 2n+1.

Следовательно, a(n+1)>a(n) для любого натурального n. То есть, a(n) строго возрастает.

ЗАДАЧИ И РЕШЕНИЯ

11 КЛАСС

Задача 1. Решить систему уравнений
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Решение. Из уравнений следует, что |x|( 1. Если |x|=1, то y=z=0. Пусть |x|<1. Поскольку |y|<1 и |z|<1, то   1=x4+2y4+3z4>x6+2y6+3z6=1. Мы получили противоречие. Следовательно, x=1, y=0, z=0;   x=-1, y=0, z=0 - все решения системы.

Задача 2. Построим из рациональных чисел r=a/q  (a - целое, q - натуральное) лабиринт по следующим правилам: 

1) любое рациональное число r - комната лабиринта;

2) две комнаты r1 и r2 соединены проходом, если r1( r2=1 или разность (r1-r2) - целое число.

Доказать, что в этом лабиринте для любых двух комнат существует путь, соединяющий их (можно перейти из одной комнаты в любую другую по проходам).

Решение. Сначала докажем, что любую рациональную точку r=a/q0(0 можно соединить с нулем некоторым путем. Разделив целое a на натуральное q0 с остатком, получим
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Здесь q1 - остаток от деления. При этом для r1=q1/q0 разность 
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- целое число. Если r1=0 (a делится на q0), то r и r1 соединены проходом.

Пусть теперь r1(0. Тогда q1(0 и для r2=q0/q1 выполняется равенство r1r2=1. Следовательно, 
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- путь из r в r2. Напомним, что при этом 
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. Повторяя это рассуждение с r2 вместо r и так далее, мы в конце концов попадем в ноль, поскольку знаменатели получающихся дробей на каждом шаге уменьшаются. Для произвольных ненулевых рациональных r и r' (по доказанному) найдутся пути
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Обращая стрелки во втором, получим путь
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из r в r'. Утверждение полностью доказано.

Задача 3. Пусть в треугольнике ABC  AB=15, BC=7, AC=20. Доказать, что
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Решение. Поскольку 72+152<202, то угол B- тупой. 

На продолжении AB отметим точку H - основание высоты из вершины C.  Применяя два раза теорему Пифагора, получим равенства

(15+BH)2+HC2=202, BH2+HC2=72.

Вычитая из первого второе, находим
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Поэтому
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Из этих вычислений следует, что
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То есть, BC - биссектриса угла ACH в прямоугольном треугольнике AHC. Следовательно, 
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. А это и требовалось доказать.

Задача 4. Многочлен ax3+bx2+cx при целых значениях x  принимает только целые значения. Доказать, что 6a - целое число.

Решение. Пусть f(x)=ax3+bx2+cx. Заметим, что 
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Поскольку при целых x  f(x) принимает только целые значения, то этим же  свойством обладают g(x), h(x), r(x). Значит 6a=r(x)- целое число.

Тренировочные задачи по математике

Часть 1. Арифметика

Задача 1.1. Наполненный доверху сосуд с водой весит 5 кг, а наполненный наполовину – 3 кг 250 г. Сколько воды вмещает сосуд?

Задача 1.2. Девять одинаковых открыток стоят меньше 10 рублей, а десять таких же открыток стоят больше 11 рублей. Сколько стоит одна открытка? (известно, что одна открытка стоит целое число копеек).

Задача 1.3. В банк кладется 100 рублей. В каком случае спустя 5 лет вкладчик получит больше денег: если банк начисляет 7% имеющейся суммы в год или если он начисляет 7/12% раз в месяц?

Задача 1.4. Города А и В расположены на реке в 10 км друг от друга. На что пароходу потребуется больше времени: проплыть от А до В и обратно, или проплыть 20 км по озеру?

Задача 1.5. Фрекен Бок съедает торт за полчаса, Малыш – за час, а Карлсон за  5 минут. За какое время они съедят торт вместе?

Указание: очень быстро они его съедят. Пусть это время равно х минут. Фр. Бок за это время съест 
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часть торта,  Малыш -  
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часть, а Карлсон - 
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x

часть. В сумме получится 1. Откуда х=4 минуты.

Часть 2. Делимость и остатки

Задача 2.1. Кузнечик прыгает по прямой на 6 и на 8 см (в любую сторону). Сможет ли он попасть в точку, расстояние от которой до исходной равно: а) 7 см; б) 4 см?

Указание: при каждом прыжке расстояние от того места, в котором кузнечик находился первоначально до нового изменяется на четное число. Поэтому случай а) невыполним. А вот во втором случае нужно подумать.

Задача 2.2. Вася рвет газету на 8 частей, одну из получившихся частей – ещё на 8, и так далее. Сможет ли он разорвать газету на 2002 части?

Указание: первоначально имеется 8 кусочков и при каждом действии число кусочков увеличивается на 7. Поэтому общее число кусочков равно 
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. А можно ли число 2002 представить в таком виде?

Задача 2.3. Число при делении на 2 дает в остатке 1, а при делении на 3 дает в остатке 2. Найдите остаток от деления этого числа на 6.

Указание: представьте число в виде 
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 и 
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, и рассмотрите  половину суммы этих представлений – это целое число. Тогда легко доказать, что k- нечетное число. Поэтому остаток от деления на 6 равен 5.

Задача 2.4. Докажите, что 
[image: image421.wmf]k
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делится на 6 при любом целом k.

Указание: покажите, что данное число есть произведение трех последовательных чисел.

Задача 2.5. На какую цифру оканчивается число 
[image: image422.wmf]2002
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Указание: степень тройки оканчивается на 3, 9, 7 и 1. Разберитесь, что получается в нашем случае.

Часть 3. Комбинаторика

Задача 3.1. а) В заборе 20 досок, каждую надо покрасить в синий, зеленый или желтый цвет, причем соседние доски должны быть покрашены в разные цвета. Сколькими способами это можно сделать?

б) А если требуется ещё, чтобы одна из досок была синей?

Указание: а) первую доску раскрашиваем одним из трех цветов, для каждой следующей остается только два цвета -  всего 
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способов, а над случаем б) надо подумать.

Задача 3.2. В классе 25 человек. Сколькими способами можно выбрать из них а) дежурного и старосту; б) двух дежурных; в) трех дежурных?

Указание: а) староста может быть и дежурным, поэтому и старосту и дежурного можно выбрать 25 способами, а общее количество вариантов определяется умножением; б) и в) – после каждого назначения число вариантов уменьшается на единицу, поэтому получается 25х24:2 и 25х24х23:6 способов. Разберитесь, почему в первое число делится на 2, а второе на  шесть?

Задача 3.3. У Пети есть 5 книг по математике, а у Васи – 7. Сколькими способами они могут обменять две книги одного на две книги другого?

Указание: Посчитайте, сколькими способами может выбрать две книги Петя и сколькими Вася, и перемножьте эти числа. (Петя выбирает книги (5х4)/2 способами!).

Задача 3.4. В кухне 5 лампочек, каждая может гореть или не гореть. Сколькими способами можно осветить кухню?

Задача 3.5. Меню в школьном буфете постоянно и состоит из 10 различных блюд. Чтобы разнообразить своё питание, Петя решил каждый день выбирать себе завтрак по-новому. а) Сколько дней ему удастся это делать? б) Сколько блюд он съест за это время? (Завтрак состоит из двух блюд.)

Часть 4. Принцип Дирихле

Принцип Дирихле состоит в следующем: если k объектов обладает n различными свойствами, и число k>n, то найдется по крайней мере два объекта, обладающих одинаковым свойством.

Задача 4.1. В классе учится 25 учеников.

а) Докажите, что найдется 2 ученика, родившихся в одном и том же месяце. 

б) Обязательно ли найдется 3 таких ученика?

Задача 4.2. 15 ребят собрали 100 орехов. Докажите, что какие-то 2 из них собрали одинаковое число орехов.

Указание: докажите, что число 100 нельзя представить в виде суммы 15 различных неотрицательных целых чисел и примените принцип Дирихле.

Задача 4.3. Докажите, что из любых 10 натуральных чисел, ни одно из которых не делится на 10, можно выбрать: а) 2 числа, разность, которых делится на 10; б)* несколько чисел, сумма которых делится на 10.

Указание: а) – достаточно показать, что найдется два числа, оканчивающихся одной цифрой; б) – звездочка есть звездочка.

Задача 4.4. Из чисел 1, 2, …, 49, 50 выбрали 26 чисел. Обязательно ли среди них найдутся 2 числа, отличающиеся друг от друга на 1?

Указание: количество последовательных чисел, отличающихся друг от друга не менее чем на два не больше 50:2=25.

Задача 4.5.* Можно ли накрыть равносторонний треугольник двумя меньшими равносторонними треугольниками?

Указание: покажите, что сумма периметров «накрывающих» треугольников больше  удвоенного периметра данного треугольника. Тогда по крайней мере один «накрывающий» треугольник должен иметь периметр, больший периметра исходного.

Часть 5. Логика

Задача 5.1. Можно ли имея лишь два сосуда емкостью 3 л и 5 л, набрать из крана в больший из сосудов 4 л воды?

Указание: можно, наберите 5 литров, отлейте 3 литра во второй сосуд, вылейте эту воду, тогда в 5 – литровом останется 2 литра воды. Перелейте эти 2 литра в 3-х литровый сосуд. Наберите полный 5 –литровый и долейте из него воду во второй сосуд (ровно 1 литр), тогда в первом сосуде останется 4 литра. (Придумайте другое решение, с меньшим расходом воды.)

Задача 5.2. В числе 3141592653589793 зачеркните 7 цифр так, чтобы осталось как можно большее число.

Задача 5.3. Есть три утверждения:

У Димы больше 1000 книг!

Да нет, у него меньше 1000 книг.

Ну уж одна-то книга у него есть.

Известно, что среди этих утверждений равно одно верное. Сколько книг может быть у Димы?

Указание: раз одно верное, то ровно два других – неверные, предполагайте по очереди верность каждого утверждения и выберите подходящий вариант.

Задача 5.4. У Серёжи было 7 картофелин, у Паши было 5, а у Коли вообще не было. Они сварили картошку и разделили ее поровну на троих. Благодарный Коля дал Серёже с Пашей 12 конфет. Как они должны поделить их по справедливости?

Указание: справедливо – значит пропорционально тому, сколько получил от каждого. Коля получил 4 картофелины: три от Сережи и одну от Паши.

Задача 5.5. Соревнование по стрельбе из лука проводилось в 2 дня. Каждый участник в первый день выбил столько очков, сколько все остальные вместе во второй день. Докажите, что все участники выбили поровну очков.

Часть 6. Геометрия

Задача 6.1. Нарисуйте на плоскости а) 4; б) 5; в) 6 точек так, чтобы любые три из них образовывали равнобедренный треугольник.

Указание: а) возьмите три вершины правильного треугольника и центр этого треугольника; б) вершины квадрата и точка пересечения его диагоналей; в) – придумайте сами.

Задача 6.2. а) На сколько частей могут делить плоскость три различные прямые? Для каждого случая нарисуйте пример; б) тот же вопрос для 4 прямых.

Указание: удобно рассмотреть случаи, когда нет параллельных прямых и ни какие три не пересекаются в одной точке, случай пересечения трех прямых, случай, когда одна пара параллельных прямых и т.д.

Задача 6.3. В треугольнике АВС угол В прямой, АВ=ВС=1. На стороне АС взяли точку и нашли сумму расстояний от неё до сторон АВ и ВС. Можно ли наверняка сказать какое получилось число?

Указание: можно, ответ: 1.

Задача 6.4. Можно ли разрезать какой-нибудь треугольник на два остроугольных треугольника?

Указание: нельзя, используйте свойство, что среди двух разных смежных углов один обязательно тупой.

Задача 6.5. Дан лист клетчатой бумаги. Как с помощью карандаша и линейки нарисовать квадрат, площадь которого в 5 раз больше площади одной клетки.

Указание: нужно построить отрезок, длина которого равна 
[image: image424.wmf]5

. Для этого нудно построить прямоугольный треугольник со сторонами 1 и 2 и взять его гипотенузу.

Задача 6.6. В треугольнике отметили середины двух сторон. С помощью только карандаша и односторонней линейки без делений найдите середину третьей стороны.

Указание: с помощью односторонней линейки можно только построить прямую, проходящую через две отмеченные точки. Постройте две медианы треугольника и найдите третью медиану.

Задача 6.7. В трапеции АВСD основание АD больше основания ВС. Что больше: сумма углов А и D или сумма углов В и С?

Указание: продолжите боковые стороны трапеции так, чтобы они пересеклись в точке Е. Углы в треугольнике ЕВС равны углам А и D.

Задача 6.8. В треугольнике две высоты не меньше сторон, на которые они опущены.  Найдите углы этого треугольника.

Указание: докажите, что это равнобедренный прямоугольный треугольник (используйте метод от противного: предположите, что одна из сторон меньше другой).

Задача 6.9. На стороне АВ квадрата АВСD построили (снаружи) равносторонний треугольник АКВ. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника СКD, если АВ=1.

Указание: для вычисления радиуса описанной окружности удобно использовать формулу 
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Часть 7. Разные задачи

Задача 7.1. Король со свитой движется из пункта А в пункт В со скоростью 5 км/ч. Каждый час он высылает гонцов в В, которые движутся со скоростью 20 км/ч. С какими интервалами прибывают гонцы в В?

Задача 7.2. Леспромхоз решил вырубить сосновый лес, но экологи запротестовали. Тогда директор леспромхоза всех успокоил, сказав: «В лесу 99% сосен. Мы будем рубить только сосны. После рубки сосны будут составлять 98% всех деревьев». Какую часть леса вырубит леспромхоз?

Задача 7.3. 
А у нас в классе 25 человек, и каждый дружит ровно с семью одноклассниками!

Не может быть этого, - ответил приятелю Витя Иванов, победитель олимпиады.

Почему он так ответил?

Указание: Витя знает свойства графов (о том, что это такое вам самим нужно прочитать в книжке). Сумма степеней всех вершин графа – четное число, а в графе, связанном с этой задачей суммарная степень равна 7х25=175 – нечетное число. 

Задача 7.4. Сумма квадратов двух целых чисел делится на 3. Докажите, что каждое из этих чисел делится на 3.

Задача 7.5. В стране 15 городов, каждый соединен дорогами не менее, чем с 7-ю другими. Докажите, что из любого города можно проехать в любой другой: либо напрямую, либо через один промежуточный город.

Указание: Рассмотрим город А. Он соединен дорогами с не менее чем семью городами В1, В2, …, В7, … Всего получилось не меньше 8 городов. Предположим, что есть город С, не связанный ни с А ни с В1, В2, …, В7, … Значит он связан только с теми городами, которые остались вне этого списка. Но таких городов меньше 7, что противоречит условию.

Задача 7.6. В классе 28 человек. Каждая девочка дружит с 4 мальчиками, а каждый мальчик – с 3 девочками. Сколько в классе мальчиков и девочек?

Указание: классическое решение основано на понятии двудольного графа. Но можно решить задачу и из общих соображений.

Задача 7.7. Докажите, что среди учеников любого класса найдутся двое, имеющие одинаковое число знакомых в этом классе (если, конечно, в этом классе не менее двух учеников).

Указание: в теории графов есть классическая теорема: в любом графе существуют две вершины с одинаковой степенью. Другой способ доказательства – по принципу Дирихле.

Задача 7.8. а) Сколько чисел от 1 до 1000 не содержат в своей записи цифру 3? А сколько содержат?  б) Сколько чисел от 1 до 1000 содержат в своей записи цифры 1 и 2?

Указание: здесь на помощь должна прийти комбинаторика.

Задача 7.9. Ожерелье должно состоять из 5 бусин. Сколько таких ожерелий разного вида можно составить, если имеется неограниченное количество синих и зеленых бусин?

Указание: давайте посчитаем: одно только синее + одно только зеленое + одно с одной синей и четырьмя зелеными + одно с одной зеленой и четырьмя синими +… а сколько ожерелий можно получить из 2-х бусин одного и 3-х бусин другого – посчитайте сами.

Задача 7.10. Можно ли в таблице 5 ( 5 расставить несколько чисел так, чтобы сумма чисел в любом столбце равнялась 8, а в любой строке – 9?

Указание: предположим, что можно. Сложите суммы, стоящие в столбиках и суммы, стоящие в строках. И там и там должна получиться сумма всех чисел, стоящих в таблице. А что получается на самом деле?

Задача 7.11. Квадрат 8 ( 8 сложен из доминошек 1 ( 2. Докажите, что какие то две из них образуют квадрат 2 ( 2.

Указание: эта задача относится к математическому фольклору.

Оставшиеся задачи попробуйте решить без нашей помощи.

Задача 7.12. Дано 2002 целых числа. Известно, что сумма любых 23-ёх из них положительна. Докажите, что сумма всех чисел так же положительна.

Задача 7.13. Можно ли из квадрата со стороной 10 см вырезать несколько кругов, сумма диаметров которых больше 5 м? 

Задача 7.14. Две каменные лестницы одинаковой высоты 1 м и с одинаковым основанием длины 2 м, покрыты дорожками. У первой лестнице 7 ступенек, а у второй – 9. Хватит ли дорожки, покрывающей первую лестницу, для покрытия второй?

Задача 7.15.*  Кубик 3 ( 3 ( 3 легко распилить на 27 единичных кубиков шестью распилами. Можно ли уменьшить число распилов, если перекладывать распиленные части?
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ЗАДАЧИ С ПАРАМЕТРАМИ

Понятия темы

1. Уравнение 
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) называется уравнением (неравенством) с параметром а и переменной х, если ставится задача для каждого действительного числа а, решить это уравнение (неравенство) относительно х.

2. Решить уравнение (неравенство) с параметром а – это значит, для каждого действительного значения а найти значения х, удовлетворяющие этому уравнению (неравенству), или установить, что таких значений нет.

3. Значения параметра а, при которых уравнение 
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) качественно изменяется (меняется вид записи или изменяется количество корней) называются контрольными значениями.

Примечания:

1. Уравнение (неравенство) может быть и с несколькими параметрами, тогда не только для любого действительного значения каждого параметра необходимо найти х, но и установить взаимосвязь между параметрами.

2. Общих способов нахождения контрольных значений параметров и решения уравнений и неравенств нет, поэтому на конкретных примерах различных типов и видов уравнений и неравенств рассмотрим теоретические и практические основы уравнений и неравенств с параметрами.

3. Задачи, сводящиеся к решению уравнений (неравенств) с параметрами могут быть сформулированы по-разному. Самые распространенные формулировки:

· решить уравнение (неравенство) при всех а;

· установить количество корней уравнения (решений неравенства) в зависимости от а;

· при каких значениях параметра а корни уравнения (решения неравенства) удовлетворяют заданным условиям.

Линейные уравнения и неравенства

Пример 1. Решить уравнение 
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Решение. 1) Заменим данное уравнение равносильным ему: 
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2) Найдем контрольные значения параметра а: а(а+1)=0,  а1 = 0,  а2 = -1.

3) Решим уравнение (*) на каждом подмножестве множества действительных чисел: 
[image: image432.wmf]},

0

{

1

=

A
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    а) Пусть а = 0, тогда уравнение (*) примет вид 
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. Такое уравнение не имеет корней.

    б) Пусть а = -1, тогда уравнение (*) примет вид 
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. Корнями такого уравнения являются любые действительные числа.

    в) Пусть 
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4) Обобщим полученные результаты и запишем ответ:

                      если а = 0,  то уравнение корней не имеет;

                      если а = -1, то 
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                      если 
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Пример 2. Решить неравенство 
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Решение. 1) Найдем контрольные значения а:  а1 = 0,  а2 = -1.

2) Решим данное неравенство на каждом подмножестве множества действительных чисел: 
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     а) Пусть a < -1, из данного неравенства следует 
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     б) Пусть a = -1, тогда данное неравенство примет вид 
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     в) Пусть –1<a<0, тогда из данного неравенства следует [image: image450.wmf]a
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     г) Пусть а = 0, тогда данное неравенство имеет вид 
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     д) Пусть a > 0, тогда из данного неравенства следует 
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     з) Обобщим полученные результаты и запишем ответ:

         если a < -1 или a > 0, то 
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Уравнения и неравенства, сводящиеся к линейным

Пример 3. Решить уравнение 
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Решение. 1) Найдем область определения уравнения: 
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2) Решим данное уравнение относительно х, выполнив серию тождественных преобразований:    
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     а) если 
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3) Найдем те значения а, при которых найденный корень принимает значение равное –2, исключенное из области определения уравнения:
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4) Обобщим полученные результаты и запишем ответ:

    если  
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    если  а = 0  или 
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Пример 4. Для каждого а найдите число корней уравнения   
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Решение. 1) Используя определение модуля действительного числа, заменим данное уравнение на совокупность двух смешанных систем и решим их: 

а) 
[image: image475.wmf]î

í

ì

+

=

-

<

;

2

1

,

1

ax

x

x

                
[image: image476.wmf]î

í

ì

-

=

+

<

;

1

)

1

(

,

1

x

a

x

                     
[image: image477.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

-

=

-

¹

<

;

1

1

,

1

,

1

a

x

a

x

                   
[image: image478.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

-

=

-

¹

<

+

-

;

1

1

,

1

,

1

1

1

a

x

a

a

                                   

          
[image: image479.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

-

=

-

¹

>

+

+

+

;

1

1

,

1

,

0

1

1

1

a

x

a

a

a

          
[image: image480.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

-

=

-

¹

>

+

+

;

1

1

,

1

,

0

1

2

a

x

a

a

a

                      
[image: image481.wmf]ï

î

ï

í

ì

+

-

=

-

>

-

<

.

1

1

,

1

,

2

a

x

a

a


б) 
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2) Обобщим полученные результаты и запишем ответ:

     если a < -2, то 
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Пример 5. Решить неравенство для каждого действительного а    
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Решение. Так как 
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 - это те значения х, при переходе через которые меняется знак или числителя или знаменателя левой части данного неравенства, то и рассмотрим три случая взаимного расположения а и 
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 на числовой прямой и для каждого случая найдем решение.

1) Пусть 
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2) Пусть 
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3) Пусть 
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Обобщим полученные результаты и запишем ответ:

    если 
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Квадратные уравнения и неравенства

Пример 6.   Решить уравнение  
[image: image520.wmf]0
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Решение. 1) Найдем первое контрольное значение а:  а – 2 = 0,  а1= 2.

2) Пусть а = 2, тогда данное уравнение примет вид:   4х + 1 = 0 , т.е. 
[image: image521.wmf]4
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3) Пусть 
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, результат решения зависит от дискриминанта.
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4) Обобщим полученные результаты и запишем ответ:

       если а = 2, то 
[image: image530.wmf]4
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       если а = 1, то х = -1;   если а = 6, то х = 1,5;   если  
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Пример 7. При каких  b уравнение  
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 имеет два различных действительных корня.

Решение. 1) Найдем область определения уравнения: 
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2) Условие задачи будет выполняться, если 
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Ответ: 
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Пример 8. Решить неравенство  
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Решение. 1) Найдем контрольное значение а:   а = 0.

2) Пусть а = 0, неравенство примет вид 
[image: image545.wmf]0
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3) Пусть 
[image: image546.wmf]0
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Учитывая знак а, будем иметь  
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4) Пусть 
[image: image557.wmf]0

<

a

, тогда условие 
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) будет выполнено и решение исходного неравенства будет иметь вид  
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5) Обобщим полученные результаты и запишем ответ:

     если 
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     если 
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     если 
[image: image574.wmf]4
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, то неравенство решений не имеет.

Уравнения и неравенства, сводящиеся к квадратным

Пример 9. Решить уравнение:          
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 EMBED Equation.3 [image: image576.wmf]
Решение. 1) Заменим данное уравнение совокупностью двух систем: 
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Обобщим полученные результаты и запишем ответ: если 
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Пример 10. Решить уравнение   
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Решение. 1) Заменим данное уравнение равносильной ему системой: 
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Из первого уравнения получаем: х1= а+1,   х2= -1; из второго неравенства получаем: 
[image: image596.wmf]a
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2) Решим смешанную систему для каждого из возможных случаев:

    а) 
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3) Обобщим полученные результаты и запишем ответ:

    если 
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    если  а = 2, то х = -1;  если  
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Пример 11. Решить неравенство:  
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Решение. Рассмотрим решение равносильного неравенства:  
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3) Обобщим полученные результаты и запишем ответ:

    если a < -1, то   x < 0;                  если а = -1, то  
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    если a > 0, то 
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Иррациональные уравнения и неравенства

Пример 12. Решить уравнение 
[image: image643.wmf].
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Решение. 1) Данное уравнение равносильно смешанной системе:
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2) Полученная смешанная система равносильна совокупности систем:

    а) 
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3) Обобщим полученные результаты и запишем ответ:

    если 
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Пример 13. Для каждого а найти решения неравенства  
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Решение. 1) Найдем область определения неравенства: 
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 одновременно в области определения либо положительны, либо равны нулю.

2) Заменим исходное неравенство равносильной системой неравенств  
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 и решим второе неравенство:
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3) Решим систему:
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4) Обобщим полученные результаты и запишем ответ:

      если  
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Контрольное задание

Представленные ниже задачи являются контрольным заданием для учащихся 9 классов. Решения необходимо оформить в отдельной тетради и выслать по адресу, указанному во вступительной статье.

Для зачета нужно набрать не менее 20 баллов (каждый правильно решенный пример оценивается в 5 баллов).
М9.1.1. Решите уравнения:

          а)  
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М9.1.2. Решите неравенства:

          а)  
[image: image686.wmf];
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М9.1.3. При каких а уравнение   
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 имеет единственный корень?

М9.1.4. При каких а уравнение 
[image: image690.wmf]2
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 имеет решение, удовлетворяющее условию 
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Математика, 10 класс

Колегаева Елена Михайловна

Арифметическая и геометрическая прогрессии

Напомним основные понятия и формулы.

Определение.  Арифметической прогрессией называется последовательность чисел  
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,каждый член которой, начиная со второго, равен предыдущему члену, сложенному с одним и тем же числом d, т.е.
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Число d называется разностью арифметической прогрессии, число 
[image: image695.wmf]a
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 При любом n
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 поэтому для n
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т.е., каждый член арифметической прогрессии, начиная со второго, равен среднему арифметическому предшествующего и последующего членов. 

   Для арифметической прогрессии 
[image: image702.wmf]{
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 с первым членом 
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 и разностью 
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 ее n-ый член можно найти по формуле
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Также имеет место формула
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Т.е., любой член арифметической  прогрессии , начиная со второго, равен полусумме равноотстоящих от него членов прогрессии. 

     Кроме того, справедливо равенство:
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Сумма первых n членов арифметической прогрессии вычисляется по формуле:
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 EMBED Equation.3  [image: image712.wmf]                                                                                (7)

Определение. Геометрической прогрессией называется последовательность чисел 
[image: image713.wmf]{
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N, каждый член которой, начиная со второго, равен предыдущему члену, умноженному на одно и то же постоянное для этой последовательности число q
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Число q  называется знаменателем геометрической прогрессии, число 
[image: image717.wmf]b
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- ее первым членом, а 
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- n-ым ( или общим) членом.

Для геометрической прогрессии имеем:
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Кроме того, для любых натуральных k,l,m,n имеют место формулы:

    
[image: image721.wmf]b
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т.е., квадрат любого члена геометрической прогрессии, начиная со второго, равен произведению равноотстоящих от него членов прогрессии.  

Сумма n членов геометрической прогрессии вычисляется по формуле:
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 Определение.  Геометрическая прогрессия называется бесконечно убывающей, если ее знаменатель q подчиняется условию 
[image: image725.wmf]1
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В этом случае сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии вычисляется по формуле:      
[image: image726.wmf]q
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 Пример 1. В арифметической прогрессии найти 
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 Решение: Т.к. 
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, то запишем данные задачи в виде системы уравнений:
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Решая эту систему, найдем 
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Ответ: 
[image: image738.wmf]13
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Пример 2. Могут ли числа 10,25 и 40 в указанном порядке быть членами арифметической прогрессии?

Решение. Т.к. в условии не сказано, что эти числа – последовательные члены прогрессии, то будем считиать, что 
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, где 1<m<n. Для этой пргрессии имеем систему уравнений:
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где 
[image: image742.wmf]d

- разность пргрессии. Исключая из этой системы 
[image: image743.wmf]d

, получим следующее соотношение, связывающее натуратьные числа m и n:
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Полагая, например, m=2, получим, что n=3, d=15 , т.е., числа m и n–натуральные и могут являться номерами членов арифметической прогресии.

Ответ. Числа 10, 25 и 40 могут быть членами арифметической прогрессии.

Пример 3. Найти количество всех трехзначных натуральных чисел, делящихся на 7 без остатка.

Решение. Наименьшим трехзначным числом, делящимся без остатка на 7, является число 105, наибольшим – число 994. Все трехзначные числа, делящиеся без остатка на 7, образуют арифметическую прогрессию с 
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 . Найдем n  по формуле общего члена:      994= 105 + 7( n-1) , отсюда n = 128.    
Ответ: Всего имеется 128 трехзначных натуральных чисел, делящихся без остатка на 7.

Пример 4. Сумма первых трех членов геометрической прогрессии равна 91. Если к этим членам прибавить, соответственно, 25, 27 и 1, то получатся три числа, образующих арифметическую прогрессию. Найти седьмой член данной геометрической прогрессии.

Решение: По условию имеем три последовательных члена геометрической прогрессии: 
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. Составим первые три члена арифметической прогрессии: 
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. Разделим одно уравнение системы на другое, затем перемножим крайние с средние члены пропорции, приведем подобные члены и получим следующее уравнение :
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Решим это уравнение и получим, что 
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.  Подставим эти значения в систему уравнений и найдем  
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    Найдем 
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Ответ. 
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Контрольные задания
Представленные ниже задачи являются контрольным заданием для учащихся 10 классов. Решения необходимо оформить в отдельной тетради и выслать по адресу, указанному во вступительной статье.

Для зачета нужно набрать не менее 30 баллов (каждая правильно решенная задача оценивается в 5 баллов).
М10.1.1. Найти первые шесть членов арифметической прогрессии, если 
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М10.1.2.Сумма второго, третьего и четвертого членов арифметической прогрессии    равна 1,5 , а их произведение равно –4,5. Найти первый член и разность прогрессии.

М10.1.3. Найти 
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М10.1.4. Могут ли числа 2,21 и 59 быть членами арифметической прогрессии?

М10.1.5. Вычислить сумму всех трехзначных чисел, кратных 3.

М10.1.6.Дан треугольник, длины сторон которого образуют арифметическую прогрессию. Найти длину средней стороны, если периметр треугольника равен 12.

М10.1.7. Найти пять первых членов геометрической прогрессии, если ее третий член      равен 4, а четвертый равен 8.

М10.1.8.Между числами 3 и 19683 вставить семь чисел так, чтобы все девять чисел образовали геометрическую прогрессию.

М10.1.9.Могут ли длины сторон прямоугольного треугольника являться последовательными членами геометрической прогрессии?

М10.1.10. Доказать формулы (5),  (6),  (10), (11).

М10.1.11. Три числа образовывают геометрическую прогрессию. Если второе число увеличить на 2, то прогрессия станет арифметической. Если после этого увеличить последнее число на 9, то прогрессия станет снова геометрической. Найти эти числа.

М10.1.12. Найти 
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, если числа 
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 и 
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являются последовательными членами геометрической прогрессии.

Математика, 11 класс

Карпова Ирина Викторовна

Решение текстовых задач

Задачи на составление уравнений, или текстовые алгебраические задачи, можно условно классифицировать по типам:

· задачи на числовые зависимости;

· задачи, связанные с понятием «процента»;

· задачи на прогрессии;

· задачи на движение;

· задачи на совместную работу;

· задачи на смеси и сплавы.

Стандартная схема решения текстовой задачи состоит из нескольких этапов:

1. Анализ условия задачи. На этом этапе необходимо определить о каком процессе идет речь в задаче,  и какие величины участвуют в этом процессе; какие величины известны, а какие неизвестны, и сколько условий описывают эти величины; что требуется найти.

2. Обозначение буквами x, y, z, ... неизвестных величин, о которых идет речь в задаче.

3. Составление с помощью введенных переменных и известных из условия задачи величин уравнения или системы уравнений (в некоторых случаях – систем неравенств).

4. Решение полученного уравнения или системы уравнений.

5. Отбор решений, подходящих по смыслу задачи.

Выбирая неизвестные и составляя уравнения, мы создаем математическую модель ситуации, описанной в условии задачи. Это означает, что все соотношения должны следовать из конкретных условий задачи, то есть каждое условие должно быть представлено в виде уравнения (или неравенства).

Рассмотрим примеры решения некоторых типов задач из приведенной выше классификации, предварительно выделив особенности задач каждого типа, которые надо учитывать при их решении.

Задачи на движение

Уравнения, которые составляются на основании условий задач на движение, обычно содержат такие величины, как расстояние, скорости движущихся объектов, время, а также скорость течения воды (при движении по реке). При решении этих задач принимают следующие допущения:

1. Если нет специальных оговорок, то движение считается равномерным.

2. Повороты движущихся тел, переходы на новый режим движения считаются происходящими мгновенно.

3. Если тело с собственной скоростью х движется по реке, скорость течения которой равна у, то скорость движения тела по течению считается равной (х+у), а против течения – (х-у).

При решении задач на движение рекомендуется сделать рисунок, отображающий все условия задачи. При этом решающий задачу должен выбрать схему решения: какого вида уравнения составлять, то есть что сравнивать время, затраченное на движение на отдельных участках пути, или пройденный каждым объектом путь.

При решении задач такого типа часто необходимо узнать время встречи двух объектов, начинающих движение одновременно из двух точек с разными скоростями и движущихся навстречу друг другу либо в случае, когда один объект догоняет другой.
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Пусть расстояние между точками А и В равно S. Два тела начинают движение одновременно, но имеют разные скорости v1 и v2. Пусть С – точка встречи, а t – время движения тел до встречи. В случае движения навстречу друг другу имеем АС=v1t, BC=v2t. Сложим эти два равенства:

АС+СВ=v1t+v2t=(v1+v2)t  (  AB=S=(v1+v2)t  (  
[image: image775.wmf]2
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Если одно тело догоняет другое, то теперь получаем АС=v1t, BC=v2t. Вычтем эти равенства:   АС–ВС=(v1–v2)t.
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Так как АС–ВС=AB=S, то время, через которое первое тело догонит второе, определяется равенством
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Задача 1. Турист, идущий из деревни на станцию, пройдя за первый час 3км, рассчитал, что он опоздает к поезду на 40мин. если будет двигаться с той же скоростью. Поэтому, остальной путь он проходит со скоростью 4км/ч и прибывает на станцию за 45мин. До отхода поезда. Каково расстояние от деревни до станции?

Решение: 1) Задача на движение. Речь идет о движении одного человека, известна первоначальная скорость движения и скорость движения, после первого часа пути. Известно, насколько он опоздает, если будет двигаться с первоначальной скоростью, и насколько времени придет раньше, изменив скорость движения. Найти нужно одну величину – расстояние от деревни до станции, поэтому введем одну переменную (однако, движение туриста описывают два условия, поэтому можно ввести две переменные). Отметим, что в условии задачи время дано как в минутах, так и в часах, поэтому переведем минуты в часы: 40мин. = 40/60ч.=2/3ч, 45мин. = 45/60ч. = 3/4ч.

1 способ.

2) Пусть х км – расстояние от деревни до станции.

3) Тогда 
х/3км/ч – время движения туриста от деревни до станции с первоначальной скоростью;


(х-3)/4 – время движения туриста со скоростью 4км/ч;
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 – время, затраченное туристом на путь  от деревни до станции;

По условию   
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 тоже время отхода поезда, поэтому можно составить уравнение:
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4) Решим полученное уравнение:   
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5) Через х мы обозначили расстояние между деревней и станцией. Получили положительное число, которое удовлетворяет условиям задачи.


2 способ.

1) Пусть х км – расстояние от деревни до станции; у – время отправления поезда.

2) Тогда х/3км/ч – время движения туриста от деревни до станции с первоначальной скоростью;


(х-3)/4 – время движения туриста со скоростью 4км/ч;
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 – время, затраченное туристом на путь  от деревни до станции;

По условию составляем систему двух уравнений с двумя неизвестными:
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3) Решим эту систему:  
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Ответ: расстояние между деревней и станцией равно 20км.

Задача 2. Расстояние между городами А и В равно 60 км. Два поезда выходят одновременно: один из А в В, другой из В в А. Пройдя 20 км, поезд, идущий из А в В, останавливается на полчаса, затем, пройдя 4 минуты, встречает поезд, идущий из В. Оба поезда прибывают к месту назначения одновременно. Найдите скорости поездов.

Решение:
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1) Отобразим все условия задачи на рисунке.

[image: image2537.wmf] 
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Заметим, что если время в условии задачи выражено как в часах, так и  в минутах, то минуты надо перевести в часы. В нашем случае 4 мин=4/10 часа=1/15 часа.

2) Так как в задаче надо определить две величины, введем две переменные и составим два уравнения.

Пусть 
х км/ч – скорость поезда, вышедшего из пункта А; 


у км/ч – скорость поезда, вышедшего из пункта В.

3) Так как в задаче известно расстояние, выразим время через скорость и расстояние.
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 – время, за которое поезд из А прошел 20 км.
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 – время, затраченное поездом из А  до встречи в пункте D.
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 – расстояние, которое прошел поезд из А за 4 минуты после остановки.

Тогда поезд из А до встречи в пункте D прошел 
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 км – расстояние, пройденное поездом из В до встречи.
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 – время, пройденное поездом из В до встречи в пункте D.

Так как по условию в пункте D поезда встретились, они затратили на путь до встречи одинаковое время, поэтому получаем первое уравнение: 
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С другой стороны, выразим время движения поездов после встречи в пункте D.

Так как 
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Так как 
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По условию 
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Таким образом, мы составили систему двух уравнений с двумя переменными.
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4) Решим систему, для чего из первого уравнения выразим у и подставим это выражение вместо у во второе уравнение.
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Решим полученное уравнение
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 х1=60;   х2=–600.

Так как х – скорость, то х2 не подходит по смыслу задачи. Подставим полученное значение х в выражение для у
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Ответ: vA=60 км/ч, vB=40 км/ч.

Задачи на совместную работу

Содержание задач этого типа сводится обычно к следующему: некоторую работу, объем которой не указывается и не является искомым, выполняют несколько человек или механизмов, работающих равномерно, то есть с постоянной для каждого из них производительностью. В таких задачах объем всей работы, которая должна быть выполнена, принимается за 1; время t, требующееся для выполнения всей работы, и р ​– производительность труда, то есть объем работы, сделанной за единицу времени, связаны соотношением
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Рассмотрим стандартную схему решения задач этого типа.

Пусть 
х – время выполнения некоторой работы первым рабочим,


у – время выполнения этой же работы вторым рабочим.

Тогда 

[image: image814.wmf]x
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 – производительность труда первого рабочего,
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 – производительность труда второго рабочего.
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 – время, за которое они выполнят задание, работая вместе.

Задача 1. Двое рабочих выполняют некоторую работу. После 45 минут совместной работы первый рабочий был переведен на другую работу, и второй рабочий закончил оставшуюся часть работы за 2 часа 15 минут. За какое время мог бы выполнить работу каждый рабочий в отдельности, если известно, что второму для этого понадобится на 1 час больше, чем первому.

Решение: 1) Задача на совместную работу. Необходимо найти две величины.

2) Пусть 
х – время работы первого по выполнению всей работы.


у – время работы второго рабочего.

3) По условию х=у–1, и первое уравнение составлено.

Пусть объем всей работы равен 1.

Тогда 

[image: image818.wmf]x
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 – производительность труда первого рабочего,



[image: image819.wmf]y
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 – производительность труда второго рабочего.

Так как они работали 45 мин.=3/4 часа совместно, то
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 – объем работы, выполненной рабочими за 45 минут.

Так как второй рабочий работал один 2 часа 15 минут=2¼=9/4 часа, то



[image: image821.wmf]y

1

4

9

×

 – объем работы, выполненной вторым рабочим за 2 часа 15 минут.

По условию 
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Таким образом, мы получили систему двух уравнений:
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3) Решим полученную систему, для этого выражение для х из первого уравнения подставим во второе
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 ч.  и  у2=4 ч.

5) Из двух значений для у выберем то, которое подходит по смыслу задачи  у1=45 мин., но 45 мин. рабочие работали вместе, а потом второй рабочий работал еще отдельно, поэтому 
[image: image826.wmf]4
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 не подходит по смыслу задачи. Для полученного у2=4ч. найдем из первого уравнения первоначальной системы значение х: х=4–1  (  х=3 ч.

Ответ: первый рабочий выполнит работу за 3 часа, второй – за 4 часа.

Замечание: эту задачу можно было решить, не вводя вторую переменную у, а выразить время работы второго рабочего через х, тогда нужно было составить одно уравнение и решить его.

Задача 2. Две бригады рабочих начали работу в 8 часов. Сделав вместе 72 детали, они стали работать раздельно. В 15 часов выяснилось, что за время раздельной работы первая бригада сделала на 8 деталей больше, чем вторая. На другой день первая бригада делала за 1 час на одну деталь больше, а вторая бригада за 1 час на одну деталь меньше. Работу бригады начали вместе в 8 часов и, сделав 72 детали, снова стали работать раздельно. Теперь за время раздельной работы первая бригада сделала на 8 деталей больше, чем вторая, уже к 13 часам. Сколько деталей в час делала каждая бригада?

Решение. 1) Задача на совместную работу, которую производят две бригады.

2) Пусть 
х деталей в час изготовляет первая бригада (производительность первой бригады).


у – производительность второй бригады.


х+у – совместная производительность бригад.

Так как вместе они сделали 72 детали, то
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 – время совместной работы бригад.

Так как бригады работали с 8 до 15 часов, всего 7 часов, то
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 – время работы бригад раздельно, тогда
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 – число деталей, которое изготовила первая бригада, работая отдельно
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 – число деталей, которое изготовила вторая бригада, работая отдельно

По условию
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  или  
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Составим второе уравнение. По условию:

х+1 – производительность труда первой бригады на другой день.

у–1 – производительность труда второй бригады на другой день.

х+1+у–1=х+у – совместная производительность (такая же, как и в первый день).

Так как бригады работали с 8 до 13 часов – всего 5 часов, то
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 – число деталей, которые изготовила первая бригада, работая отдельно,  во второй день.
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 – число деталей, которые изготовила вторая бригада, работая отдельно, во второй день.

По условию
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  или  
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Таким образом, мы составили систему двух уравнений:
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3) Решим эту систему методом замены переменных:

Пусть 
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Тогда имеем:
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Выразим из первого уравнения 
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 и подставим во второе уравнение
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  (  v2+2v–8=0  (  v1=2,  v2=–4.
Значение v2=–4 не подходит по смыслу задачи (из условия ясно, что производительность первой бригады выше, чем второй, а значит  х–у=v>0). Найдем значение u, соответствующее v2=2, подставив значение v2 в выражение для u:
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Так как нам нужно найти значения х и у, подставим полученные значения для u  и v в (()
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Ответ: 13 деталей в час изготавливала первая бригада; 11 деталей в час изготавливала вторая бригада.

Задачи на смеси и сплавы

В задачах этого типа основным является понятие «концентрация». Что же это такое?

Рассмотрим, например, раствор кислоты в воде. Пусть в сосуде содержится 10 литров раствора, который состоит из 3 литров кислоты и 7 литров воды. Тогда относительное (по отношению ко всему объему) содержание кислоты в растворе равно 
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. Это число и определяет концентрацию кислоты в растворе. Иногда говорят о процентном содержании кислоты в растворе. В приведенном примере процентное содержание будет таково: 
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. Как видно, переход от концентрации к процентному содержанию и наоборот весьма прост.

Итак, пусть смесь массы М содержит некоторое вещество массой m. Тогда:

- концентрацией данного вещества в смеси (сплаве) называется величина 
[image: image851.wmf]M
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- процентным содержанием данного вещества называется величина с(100%;

Из последней формулы следует, что при известных величинах концентрации вещества и общей массы смеси (сплава) масса данного вещества определяется по формуле m=c(M.

Задачи на смеси (сплавы) можно разделить на два вида:

1. Задаются, например, две смеси (сплава) с массами m1 и m2 и с концентрациями в них некоторого вещества, равными соответственно с1 и с2. Смеси (сплавы) сливают (сплавляют). Требуется определить массу этого вещества в новой смеси (сплаве) и его новую концентрацию. Ясно, что в новой смеси (сплаве) масса данного вещества равна c1m1+c2m2, а концентрация 
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2. Задается некоторый объем смеси (сплава) и от этого объема начинают отливать (убирать) определенное количество смеси (сплава), а затем доливать (добавлять) такое же или другое количество смеси (сплава) с такой же концентрацией данного вещества или с другой концентрацией. Эта операция проводится несколько раз.

При решении таких задач необходимо установить контроль за количеством данного вещества и его концентрацией при каждом отливе, а также при каждом доливе смеси. В результате такого контроля получаем разрешающее уравнение. Рассмотрим конкретные задачи.

Задача 1. Имеется кусок сплава меди с оловом общей массой 12 кг, содержащий 45% меди. Сколько чистого олова надо добавить к этому куску сплава, чтобы получившийся новый сплав содержал 40% меди?

Решение: 1) Задача на смеси и сплавы. Необходимо найти одну величину.

2) Пусть х кг олова надо добавить к сплаву. Так как процентное содержание меди в сплаве равно 45 %, то масса меди в первоначальном сплаве m=0,45(12=5,4 кг (где 0,45 – концентрация меди в сплаве).

3) Тогда 12+х – масса нового сплава, и так как масса меди в первоначальном сплаве равна 5,4 кг, то
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 – концентрация меди в новом сплаве. По условию
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4) Решая уравнение, получаем х=1,5 кг.

Ответ: нужно добавить 1,5 кг чистого олова.

Задача 2. Имеются два раствора кислоты разной концентрации. Объем одного раствора 4 л, другого – 6 л. Если их слить вместе, то получится 35 % раствор кислоты. Если же слить равные объемы этих растворов, то получится 36 % раствор кислоты. Сколько литров кислоты содержится в каждом из первоначальных растворов?

Решение: 1) В задаче необходимо найти две величины.

2) Пусть 
х л кислоты содержится в первом растворе,


у л кислоты содержится во втором растворе. 

3) Тогда 

[image: image855.wmf]4
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 – концентрация кислоты в первом растворе, 
[image: image856.wmf]6
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 – концентрации кислоты во втором растворе. Если слить два раствора, то получим раствор массой 4л+6л=10л, причем масса кислоты в нем будет х+у, тогда
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 – концентрация кислоты, после сливания обоих растворов.

Так как по условию в полученном таким образом растворе содержится 35% кислоты, то ее концентрация там равна 0,35.

Таким образом, получаем:
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  или  х+у=3,5.

Если будем сливать равные объемы растворов по m литров, то
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 – масса кислоты в полученном растворе, 2m – масса полученного раствора, 

тогда  
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 – концентрация кислоты в полученном растворе. По условию
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Таким образом, получили систему двух уравнений.

3) Решим ее: 
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Ответ: в первом растворе содержится 1,64 л кислоты, во втором – 1,86 л.

Задачи на проценты

 Решение задач этого типа тесно связано с тремя алгоритмами: нахождения части от целого, восстановление целого по его известной части, нахождение процентного прироста. Рассмотрим эти алгоритмы.

1. Пусть известна некоторая величина А, надо найти а % этой величины.

Если считать, что А есть 100%, а неизвестная часть х это а %, то из пропорции
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2. Пусть известно, что некоторое число b составляет а % от неизвестной величины А. Требуется найти А.

Рассуждая аналогично, из пропорции получаем

[image: image870.wmf]a
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3. Пусть некоторая переменная величина А, зависящая от времени t, в начальный момент t0 имеет значение А0, а в момент t1 – значение А1.

Тогда абсолютный прирост величины А за время t1–t0 будет равен А1–А0; относительный прирост этой величины вычисляется по формуле 
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Задача 1. В конце года вкладчику на его сбережения сбербанк начислил проценты, что составило 6 рублей. Добавив 44 рубля, вкладчик оставил деньги ещё на год. После истечения года вновь были начислены проценты, и теперь вклад вместе с процентами составил 257руб. 50 коп. Какая сумма первоначально была положена в банк?

Решение: 1) Задача на проценты. Необходимо найти одну величину, но в задаче эту величину описывают два условия, поэтому введем две переменные.

2) Пусть А – первоначальная сумма вклада;

               р – годовой процент начисления.

3) Тогда по условию  
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 - сумма на вкладе через год, с учетом процентов; 
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 - стало на вкладе еще через год с учетом процентов;

по условию:  
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Таким образом для определения А и р получили систему:
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4) Решим систему, выразив из первого уравнения р , и подставив это выражение во второе уравнение: 
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 А = 200, тогда из первого уравнения: р = 3%.

Ответ: первоначально на счет было положено 200 рублей.

Задачи на прогрессии
Основные определения и свойства прогрессий можно найти на страницах   этого журнала. 

Задача 1. Горнолыжник спускается с горы, проезжая за каждую секунду на 5 метров больше, чем за предыдущую. Сколько времени продлится спуск, если за первую секунду он проехал 2,5 метра, а длина спуска – 1км?

Решение: 1) В задаче отслеживается длина пути, который проезжает лыжник в каждую секунду. Зависимость между числами, выражающими длину пути, одинаковая. Тогда можно говорить об арифметической прогрессии. Известен первый член прогрессии – 2,5; разность арифметической прогрессии – 5; сумма конечного числа членов этой прогрессии – 1.

2) Пусть х – время спуска (число членов арифметической прогрессии)

3) Тогда (2,5 + 5(х – 1)) – длина пути, пройденного в последнюю секунду (последний член прогрессии),
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 - длина всего пути (сумма прогрессии).

По условию имеем: 
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4) Решим полученное уравнение: 
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Ответ: спуск длился 20 секунд.

Задачи для самостоятельного решения
М14.1.1. Пароход вышел из пункта А в пункт В, расположенный ниже по течению реки, и сразу же вернулся обратно, затратив на весь путь 5 часов. Сколько времени идет пароход от В до А, если известно, что плоты сплавляются по реке от А до В за 12 часов?

М14.1.1. Два пешехода, находящиеся в пунктах А и В, между которыми по прямой расстояние 27км., выходят из этих пунктов одновременно, двигаясь по прямой АВ. Они встречаются через 3ч., если идут навстречу друг другу; и один догоняет другого через 9ч., если идут в одном направлении. Найдите скорости каждого пешехода.

М14.1.3. В реку впадает приток. Катер отходит от пункта А, находящегося на притоке, идет по течению 80 км до впадения притока в реку в пункте В, а затем идет вверх по реке до пункта С. На путь от А до С он затратил 18 ч., на обратный – от А до С – 15 ч. Найдите расстояние от пункта А до С, если известно, что скорость течения реки 3 км/ч, а собственная скорость катера 18 км/ч.

М14.1.4. Три цистерны одинакового объема заполняют водой, причем в первую поступает в минуту 120л, а во вторую – 40л в минуту. Известно, что в начальный момент первая цистерна пуста, объем воды в третьей цистерне в два раза меньше, чем во второй, и все три цистерны будут заполнены одновременно. Сколько литров воды поступает в минуту в третью цистерну.

М14.1.5. На вагоноремонтном заводе в определенный срок должно быть отремонтировано 330 вагонов. Перевыполняя план ремонта в среднем на 3 вагона в неделю, на заводе уже за две недели до окончания срока отремонтировали 297 вагонов. Сколько вагонов в неделю ремонтировали на заводе?

М14.1.6. Из сосуда емкостью 54л, наполненного кислотой, вылили несколько литров и долили сосуд водой, потом опять вылили столько же литров смеси. Тогда в оставшейся в сосуде смеси оказалось 24л чистой кислоты. Сколько кислоты вылили в первый раз?

М14.1.7. В двух сплавах медь и цинк относятся как 5:2 и 3:4 (по весу). Сколько нужно взять килограммов первого сплава и сколько второго, чтобы после переплавки получить 28кг нового сплава с равным содержанием меди и цинка?

М14.1.8. В течение года завод дважды увеличивал выпуск продукции на одно и тоже число процентов. Найти это число, если известно, что в начале года завод выпускал ежемесячно 600 изделий, а в конце года стал выпускать ежемесячно 726 изделий. 

М14.1.9. Предприятие работало три года. Выработка продукции за второй год работы предприятия возросла на р%, а на следующий год она возросла на 10% больше, чем в предыдущий. Определить насколько процентов увеличилась выработка за второй год, если известно, что за два года она увеличилась в общей сложности на 48,59%.

М14.1.10. Два туриста движутся навстречу друг другу из двух мест, отстоящих друг от друга на расстоянии 168км. Один прошел в первый день 3км, во второй – 5км, в каждый следующий – на 2км больше, чем в предыдущий. Другой прошел в первый день 4км, во второй 6км, в каждый следующий – на 2км больше, чем в предыдущий. Определить время, через которое туристы встретятся.

МИФ-2, №4, 2002 год
Математика, 8 класс

Карпова Ирина Викторовна

Математическая смесь

Математика – наука, которая требует четких формулировок и строгих доказательств. Рассмотрим несколько методов доказательств математических утверждений. 

1. Принцип Дирихле


При решении задач на «доказательство» часто бывает полезен так называемый «принцип Дирихле». В самой простой и несерьезной форме он выглядит так: Нельзя посадить семерых зайцев в три клетки так, чтобы в каждой клетке находилось не больше двух зайцев». Действительно, если в каждой клетке не больше двух зайцев, то всего зайцев не больше чем 2*3=6, что противоречит условию.


Приведем общую формулировку принципа Дирихле.


Если m>n, то при отнесении каждого из m предметов к одному из n классов хотя бы в один класс попадет не менее двух предметов.

Рассмотрим несколько задач для решения, которых необходимо применить этот принцип, выбирая каждый раз подходящих «зайцев» и строя соответствующие «клетки»

Задача 1. В классе 30 учеников. Саша Иванов в диктанте сделал 13 ошибок, а остальные – меньше. Докажите что, по крайней мере 3 ученика сделали ошибок поровну  (может быть по 0 ошибок)

Решение. 1) В качестве «зайцев» будем рассматривать учеников. Под «клетками» будем подразумевать – число сделанных ошибок.

2) В клетку 0 «посадим» всех, кто не сделал ни одной ошибки, в клетку 1 – тех, у кого одна ошибка, в клетку 2 – две… и так до клетки 13, куда попал только Саша Иванов. 

3) Теперь применим принцип Дирихле. Докажем утверждение задачи от противного. Предположим, что никакие три ученика не сделали по одинаковому числу ошибок, т.е. в каждую из «клеток» 0, 1, 2, …,12 попало меньше трех школьников. Тогда в каждой из них два человека или меньше, а всего в этих «клетках» не более 2*12=26 человек. Добавив Сашу Иванова, все равно не наберем 30 ребят. Противоречие.


Следовательно, утверждение задачи верно, по крайней мере, трое учеников сделали поровну ошибок.


Задача 2. Выберем любым способом 5 человек. Докажите, что, по крайней мере, двое из них имеют одинаковое число знакомых среди выбранных.


Решение. 1) Построим 5 «клеток» с номерами 0, 1, 2, 3, 4. Пусть номер «клетки» равняется числу знакомых у «содержащихся» в ней людей.

2) Возможны два случая: есть человек, ни с кем из остальных не знакомый, или же такого человека нет, то есть каждый знаком хотя бы с одним из выбранных. В первом случае в «клетке» 4 никого нет (иначе сидящие в 4 и 0 были бы знакомы между собой), и 5 человек размещены по 4 «клеткам». Во втором случае «клетка» 0 пуста, и снова 5 человек размещены по 4 «клеткам». По Принципу Дирихле хотя бы двое находятся в одной «клетке».


Задача 3.В строку выписано 5 натуральных чисел: а1, а2, а3, а4, а5. Докажите, что либо одно из них делится на 5, либо сумма нескольких рядом стоящих чисел делится на 5.


Решение.  Рассмотрим 5 чисел     а1,

                                                                    а1+ а2,

                                                                    а1+ а2+ а3,

                                                                    а1,+а2+ а3+ а4,

                                                                    а1,+а2+ а3+ а4+ а5 
Если одно из них делится на 5, то утверждение справедливо. В противном случае при делении на 5 они дают в остатке какие-то из четырех чисел: 1, 2, 3, 4. По принципу Дирихле остатки, по крайней мере, двух из выписанных 5 чисел совпадают. Тогда их разность делится на 5. Но разность эта – одно из чисел, данных в задаче, или сумма нескольких из них, стоящих рядом.


Задача 4. В квадрат со стороной 1 м бросили произвольным способом 51 точку. Докажите, что какие-то три из них можно накрыть квадратиком со стороной 0,2 м.


Решение. 1) Разобьём квадрат на 25 равных квадратиков со стороной 0,2м. 

2) Докажем, что в каком-то из них находятся, по крайней мере, 3 точки. Применим Принцип Дирихле: если бы в каждом квадратике (внутри или на сторонах) было не больше 2-х точек, то всего их было бы не больше 50 (2*25=50).

2. Правило «крайнего»


Если Вы хотите научиться решать задачи, Вам надо попытаться овладеть более или менее общими подходами, приемами и методами математических рассуждений. Рассмотрим один  общий подход, который мы будем называть правилом «крайнего».


Правило «крайнего» может быть кратко выражено словами: «Рассмотрите крайнее!». Это правило есть попросту рекомендация рассмотреть объект, обладающий какими либо «крайними» или как говорят в математике, экстремальными свойствами. Если в задаче речь   идет о множестве точек на прямой, то, по правилу «крайнего», необходимо рассмотреть самую крайнюю точку множества (самую левую или самую правую). Если в задаче фигурирует некоторый набор чисел, то правило «крайнего» рекомендует рассмотреть наибольшее или наименьшее из этих чисел.  Рассмотрим применение этого подхода на некоторых примерах.


Задача 5. На полях бесконечной шахматной доски записаны натуральные числа так, что каждое число равно среднему арифметическому четырех соседних чисел – верхнего, нижнего, правого и левого. Докажите, что все эти числа равны между собой.


Решение. Решим эту задачу, используя правило «крайнего» в форме «рассмотрите наименьшее!».

1) Среди натуральных чисел записанных на доске обязательно существует наименьшее. Действительно, пусть К – одно из данных чисел. Если среди чисел записанных на доске есть единица, то она и является таким наименьшим числом. Если единицы на доске нет, посмотрим, нет ли там двойки. Если есть, то она и является наименьшим числом, если же нет, то поищем на доске тройку и т. д. Не более чем за К шагов мы отыщем таким образом наименьшее число.

2) Обозначим наименьшее из чисел, записанных на доске, буквой m. Рассмотрим поле Р , на котором записано это число. Обозначим числа записанные на соседних полях, буквами а, b, с, d. По условию 
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3) В силу выбора числа m имеем: 
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. Если бы хотя бы одно из этих неравенств было строгим, то имели бы : 
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, т.е. соседние числа раны m. Отсюда следует, что на горизонтали, содержащей поле Р, записаны одни только числа m, а так как любая вертикаль пересекает эту горизонталь, то она содержит число m и, значит, все числа на ней равны m. Откуда имеем, что все числа равны m.


Задача 6. На квадратной шахматной доске размером 
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 расставлены ладьи с соблюдением следующего условия: если некоторое поле свободно, то общее количество ладей, стоящих на одной с этим полем горизонтали или на одной с ним вертикали, не менее n. Докажите, что на доске находится не менее чем 
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Решение. Для решения задачи можно использовать правило «крайнего», которое может натолкнуть нас на мысль рассмотреть ту из 2n линий доски – вертикалей и горизонталей, на которой стоит меньше всего ладей.

1) Рассмотрим такую линию. Может случиться, что есть несколько таких линий, «одинаково нагруженных» ладьями. Тогда выберем одну из них, любую. Рассмотрим случай когда эта линия горизонталь (в противном случае повернем доску на 
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 - вертикали станут горизонталями). Число ладей на этой горизонтали обозначим буквой k. 

2) Если 
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3) Пусть теперь 
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свободных полей, и каждая вертикаль, проходящая через каждое такое свободное поле, содержит, как видно из условия, не менее 
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 ладей. Остальные k вертикалей содержат не менее чем по k ладей каждая, в силу выбора числа k. Всего на доске находится не менее чем 
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4) Докажем, что 
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что и требовалось доказать.

Замечание. Если n – число четное, то можно найти удовлетворяющую условию расстановку, содержащую в точности 
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 ладей: достаточно поставить ладьи на все черные поля или на все белые. Если число n – нечетное, то 
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ладей расставить, удовлетворяя условию,  нельзя, так как число 
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 ладей расставить можно: одну ладью ставим на одно из угловых полей, а остальные – на поля того же цвета.

3. Метод математической индукции

Индукция есть метод получения общего утверждения из частных наблюдений, например, любой человек наблюдает смену ночи утром, утра – днём и т.д. На основе этих наблюдений он делает вывод о смене времени суток как об общей закономерности. Вывод этот верен. Аналогично можно сделать вывод о смене времен года.

Рассмотрим целые числа, определяемые формулой 
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Из этих частных наблюдений можно сделать вывод, о том, что формула 
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 дает только простые числа. Утверждение это ошибочно. Такую ошибку в своё время совершил Леонард Эйлер. При х = 40   
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 - число составное, равное 1681 = 412. Чтобы избежать подобных ошибок при доказательстве математических утверждений, надо или перебрать все возможные случаи, что не всегда возможно, или справедливость утверждения доказать методом, основанным на принципе (аксиоме) математической индукции.

Суть принципа математической индукции заключается в следующем: если некоторое утверждение (формула) справедливо при n = 1(или при другом значении n, при котором имеет смысл это утверждение) и из предположения его справедливости для некоторого значения n=k следует справедливость утверждения для следующего натурального значения n = k +1, то утверждение справедливо для всех натуральных значений n.

Метод доказательства, основанный на применении принципа математической индукции, носит название метода математической индукции. 

Способ доказательства методом математической индукции заключается в следующем:

1) доказывают или непосредственно проверяют справедливость утверждения (формулы) для n = 1;

2) предполагают справедливость утверждения для некоторого натурального n= k;

3) исходя из предположения, доказывается справедливость утверждения для n=k+1;

4) делают вывод о справедливости утверждения для любого натурального числа.

Замечание. Ясно что метод математической индукции можно применять только для доказательства утверждений, зависящих от натурального n. В основном он применяется для решения задач двух видов: 1) исходя из частных наблюдений, устанавливают некоторую закономерность и затем доказывают ее справедливость методом математической индукции; 2) доказывают справедливость некоторой формулы методом математической индукции.

Метод математической индукции можно образно представить как цепочку людей, в которой каждый последующий положил руки на плечи предыдущего. Тогда возникает связанная шеренга, хотя непосредственное взаимодействие происходит лишь между ближайшими соседями.

Задача 7. Выдвинуть гипотезу о виде  формулы суммы первых n нечетных чисел натурального ряда и доказать её методом математической индукции.

Решение. 1) Обозначим сумму через S , и рассмотрим несколько сумм первых нечетных чисел: S(1)=1; S(2)=1+3=4; S(3)=1+3+5=9; S(4)=1+3+5+7=16; S(5)=1+3+5+7+9=25. Замечаем, что сумма первых n нечетных натуральных чисел равна n2.

2) Докажем это методом математической индукции:

1. Для n = 1 формула верна.

2. Предположим, что она верна для какого-либо натурального числа n= k, т. е. S(k)= 1+3+…+(2к-1)=k2 .

3. Докажем, что для n = k +1 эта формула будет тоже верна, т.е. S(k+1)=(k+1)2
Для этого рассмотрим S(k+1)= 1+3+5+…+(2к-1)+(2к+1). По предположению индукции сумма первых слагаемых равна k2, таким образом:

                          S(k+1) =  k2+(2к+1) =  k2+2к+1 = (k+1)2
4. Следовательно, формула верна для всех натуральных чисел, т. е. S(n)=n2.
 Задача 8. Методом математической индукции докажите утверждение:
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n

5

3

+


кратно 6, для любого натурального числа n.


 Решение. 1) Проверим утверждение для n = 1:  
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 , следовательно, утверждение верно для первого натурального числа;

2) Предположим, что для n= k утверждение верно, т.е. 
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;

3) Докажем утверждение для n = k +1, т. е. докажем, что 
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Рассмотрим  
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. Раскроем скобки и перегруппируем слагаемые суммы: 
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Первое слагаемое суммы делится на 6 по предположению индукции, третье слагаемое тоже делится на 6. Докажем, что второе слагаемое полученной суммы тоже делится на 6. Это слагаемое, очевидно, делится на 3. Произведение 
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 - есть произведение последовательных натуральных чисел, поэтому одно из них четное, следовательно, произведение 
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 делится на 2. Тогда 
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. Так как каждое слагаемое рассматриваемой суммы делится на 6, то и вся сумма делится на 6, т.е. 
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5) Из 1) – 3) следует, что утверждение верно для любого натурального числа n.

4. Соотношения между средними


Классическими средними значениями, составленными из двух положительных чисел а и в, принято считать: среднее арифметическое число 
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, среднее геометрическое (называемое также средним пропорциональным) – число 
[image: image936.wmf]ab

  и среднее гармоническое – число 
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. Эти средние были известны ещё античным математикам, они играли большую роль, в частности, в древнегреческой теории музыки. 


Определение 1. Средним арифметическим n положительных чисел  а1, а2, …, аn называется число       
[image: image938.wmf]n
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Определение 2.  Средним геометрическим n положительных чисел  а1, а2, …, аn называется корень n-ой степени из произведения этих чисел:
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Определение 3.  Средним гармоническим  n положительных чисел  а1, а2, …, аn называется число        
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Замечание. Число обратное среднему гармоническому h есть среднее арифметическое чисел, обратных данным:  
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Определение 4. Средним квадратичным  n произвольных чисел а1, а2, …, аn называется корень квадратный из среднего арифметического квадратов этих чисел:
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Определенные выше средние величины удовлетворяют неравенствам:
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в каждом из которых  знак равенства достигается лишь тогда, когда а1= а2= …= аn. Самым важным и знаменитым из этих неравенств является неравенство о среднем арифметическом и среднем геометрическом:   

              
[image: image950.wmf]n

n

a

a

a

×

×

×

...

2

1

  
[image: image951.wmf]£

  
[image: image952.wmf]n

a

a

a

n

+

+

+

...

2

1

  …………………………………..(*)

(если   n = 2, то неравенство имеет вид  
[image: image953.wmf]2

b

a

ab

+

£

).


Покажем, как неравенства о средних могут применяться для доказательства неравенств.


Задача 9. Докажите, что при положительных значениях a, b, c верно неравенство   
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Решение. 1) Воспользуемся соотношением (*) для трех чисел а2, а, 1: 
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. Аналогично получим: 
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2) Перемножим три полученных неравенства с положительными членами:
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Контрольные задания
Представленные ниже задачи являются контрольным заданием для учащихся 8 классов. Решения необходимо оформить в отдельной тетради и выслать по адресу 680000, г. Хабаровск, ул. Дзержинского, 48, ХКЦТТ, ХКЗФМШ. Для зачета нужно набрать не менее 30 баллов (каждая правильно решенная задача оценивается в 5 баллов).

М.8.2.1. Числа от 1 до 10 записали в строку в произвольном порядке и каждое из них сложили с номером места, на котором оно стоит. Докажите, что хотя бы у двух сумм на конце одна и та же цифра.

М.8.2.2. Докажите, что из любых 52 натуральных чисел можно выбрать два числа так, чтобы либо их сумма, либо их разность делилась на 100. Верно ли это утверждение для 51 числа?

М.8.2.3. В квадрат со стороной 1 м бросили 51 точку. Докажите, что какие-то 3 из них можно накрыть кругом 
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М.8.2.4. Пусть 
[image: image961.wmf]2
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 неотрицательных целых чисел расположены в виде квадратной таблицы, содержащей n строк и n столбцов. При этом выполнено следующее условие: если на некотором месте таблицы записан 0, то сумма чисел столбца и строки, содержащих этот нуль, не меньше 
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. Докажите, что сумма всех чисел не меньше 
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М.8.2.5. Методом математической индукции доказать, что для любого натурального числа n,   
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М.8.2.6. Докажите, что сумма первых n чисел натурального ряда равна 
[image: image965.wmf]2
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М.8.2.7. Доказать неравенство  
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М.8.2.8. Докажите, что при всех положительных значениях a, b, c верно неравенство 
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Математика, 9 – 10 класс

Мендель Виктор Васильевич

ПРИМЕНЕНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ


Ученики 10 класса хорошо знакомы, а ученики 9 класса уже познакомились с такими геометрическими преобразованиями  плоскости как поворот вокруг некоторой точки на заданный угол, параллельный перенос, осевая и центральная симметрии. Наша задача: сделать небольшой шаг за рамки школьного учебника и изучить еще несколько замечательных преобразований плоскости. Начнем мы с гомотетии.


Определение 1. Гомотетией с центром в точке М0 и коэффициентом k называется  правило, по которому каждая точка  М отображается в точку М’, и при этом выполняется условие: 
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(1).

Две фигуры назовем гомотетичными, если одна может быть получена и другой с помощью некоторой гомотетии.

Рассмотрим примеры гомотетии с различными коэффициентами.

[image: image2538.png]
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На первом рисунке построен образ треугольника  АВС при гомотетии с коэффициентом 2, а на втором – приведен пример гомотетии с коэффициентом  -2. Наблюдательный читатель сразу заметит, что на обоих чертежах изображены пары подобных треугольников. Причем в обоих случаях коэффициент подобия равен 2.  Кроме того, хорошо видно, что соответствующие стороны треугольника АВС и треугольника А’В’С’ – попарно параллельны. 

Сформулируем основные свойства гомотетии.

Свойство 1. При гомотетии точка отображается в точку, отрезок в отрезок, а прямая в прямую.

Свойство 2. Гомотетия сохраняет принадлежность объектов (инцидентность). Другими словами, если точка принадлежит некоторой фигуре, то ее образ будет принадлежать образу этой фигуры, и наоборот.  

Свойство 3. Гомотетия сохраняет параллельность. То есть, две параллельные прямые отображаются в две параллельные прямые.

Свойство 4. Гомотетия прямую отображает в параллельную ей прямую.


Рассмотрим важное следствие их этих свойств.

Следствие 1. Гомотетия любую фигуру отображает в подобную ей, причем коэффициент подобия равен модулю коэффициента гомотетии.

Доказательство.  Достаточно показать, что это утверждение выполняется для треугольников. (Используем следующий признак подобия: два треугольника подобны,  если соответственные углы у них равны.)


Равенство соответственных углов вытекает из свойства 4. Действительно, соответственные стороны исходного треугольника и его образа попарно параллельны, а это приводит к равенству углов. 

[image: image2540.png]


Осталось доказать, что коэффициент подобия равен модулю коэффициента гомотетии. Рассмотрим чертеж на рисунке 3. Из определения гомотетии следует, что 
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(2).

Из этого, по свойству пропорциональных отрезков, следует, что АВ параллельна А’В’, откуда вытекает, что треугольники М0АВ и М0А’В’ подобны, так как у них пропорциональны длины сторон, прилежащих к общему (или вертикальным, если k <0) углу при вершине М0. Из полученного подобия следует, что длины соответственных сторон при гомотетии относятся как |k|. Что и требовалось доказать.
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Рассмотрим примеры применения гомотетии для доказательства некоторых хорошо вам известных фактов из планиметрии. Для этого докажем сначала довольно простое утверждение.

Пример 1. При гомотетии с коэффициентом 
[image: image971.wmf]2
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 и центром в точке пересечения медиан треугольника вершины этого треугольника переходят в середины противоположных сторон. 

Доказательство. Рассмотрим чертеж на рисунке 4. По известному свойству медиан, точка пересечения медиан делит их в отношении 2:1 считая от вершины. Таким образом, при гомотетии с центром  в точке М и коэффициентом 
[image: image972.wmf]2
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, вершина А перейдет в вершину А1, В в В1, а С в С1. Что и требовалось доказать.

Замечание. Треугольники АВС и А1В1С1 гомотетичны.
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Пример 2. Высоты треугольника пересекаются в одной точке.

Доказательство. Рассмотрим треугольник А1В1С1. Через его вершины проведем прямые, параллельные противоположным сторонам. Получим треугольник АВС, гомотетичный данному. Легко показать (сделайте это самостоятельно), что вершины первого треугольника служат серединами сторон второго треугольника. Высоты А1Н1, В1Н2 и С1Н3 исходного треугольника проходят через середины сторон треугольника АВС. В силу параллельности соответственных сторон рассматриваемых треугольников, прямые А1Н1, В1Н2 и С1Н3 будут перпендикулярны соответственным сторонам треугольника  АВС. Иными словами, эти прямые будут серединными перпендикулярами к сторонам треугольника АВС. Доказательство того, что серединные перпендикуляры пересекаются в одной точке, хорошо известно и не представляет трудности. Ну из того что  рассматриваемые прямые А1Н1, В1Н2 и С1Н3 пересекаются в одной точке как серединные перпендикуляры  треугольника АВС, следует, что они пересекаются и как высоты треугольника А1В1С1. Что и требовалось доказать.
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Для того чтобы сформулировать следующий пример, нам понадобится определить окружность девяти точек (окружность Эйлера).

Определение 2. Окружностью Эйлера называется окружность, проходящая через середины сторон треугольника. Центр этой окружности называют точкой Эйлера  для данного треугольника. Эту окружность называют также окружностью девяти точек, так как она проходит через девять замечательных точек треугольника: три середины сторон, три основания высот и три середины отрезков, соединяющих точку пересечения высот с вершинами треугольника.

Пример 3. (Прямая Эйлера.) В произвольном треугольнике точка пересечения высот (ортоцентр Н), точка пересечения медиан (центроид М), центр описанной окружности О и центр окружности Эйлера О1 лежат на одной прямой – прямой Эйлера, при этом НО1:О1М:МО=3:1:2.

Доказательство. (См. рисунок 6.) Рассмотрим гомотетию с центром в точке М и коэффициентом 
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. При этой гомотетии точка  Н пересечения высот большого треугольника отобразится в точку О, являющуюся с одной стороны точкой пересечения серединных перпендикуляров большого треугольника, а с другой стороны (смотри пример 2) – точкой пересечения высот меньшего треугольника. Заметим также, что точки М, О и Н лежат на одной прямой. Заметим также, что рассматриваемая гомотетия отобразит точку О – центр описанной окружности большого треугольника, в точку  Эйлера О1- центр описанной окружности малого треугольника. При этом точки О, М и О1 будут также лежать на одной прямой. Из сказанного выше следует, что точки О1 и Н лежат на прямой МО, что и требовалось доказать. 


Заметим далее, что отрезок ОМ  равен 2О1М, а отрезок НО1=НМ - О1М=2ОМ -

- О1М=4 О1М - О1М =3О1М. Из этого вытекает, что НО1:О1М:МО=3:1:2.
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На  практике большое значение имеет умение находить центр гомотетии двух гомотетичных фигур (например, это могут быть два параллельных отрезка, два треугольника с параллельными соответственными сторонами, две окружности и так далее). Сделать такое построение достаточно просто: нужно провести прямые через две пары соответствующих точек, точка пересечения этих прямых и есть центр гомотетии. На рисунке  7 построены два центра гомотетии для отрезков АВ и А1В1. Центр О1 получен, если считать соответствующими точки А и В1, В и А1, а центр О2 получен, если считать соответствующими точки А и А1, В и В1. Нетрудно убедиться, что две неравные окружности с различными центрами тоже имеют два центра гомотетии. Для нас полезно будет рассмотреть пример построения этих центров.

Пример 4. Построение центра гомотетии для двух окружностей.
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Построение.

1) Построим произвольный радиус О1А для первой окружности. 

2) Через центр второй окружности проведем ее диаметр ВВ’, параллельный отрезку О1А. 

3) Строим линию центров (прямую О1О2). 

4) Пересечение АВ и О1О2 даст первый центр гомотетии О. А пересечение АВ’ и О1О2 будет вторым центром гомотетии – точкой О’.

Построение центра гомотетии пары окружностей – важный этап при решении более сложной задачи на построение: построение общей касательной к двум окружностям. Для того, чтобы выполнить это построение, нам потребуется доказать одно утверждение.

Утверждение. При гомотетии касательная к окружности переходит в касательную к окружности, в том числе, если касательная проходит через центр гомотетии, то она является касательной и ко второй окружности.

Доказательство. Начнем с очевидных фактов. Во – первых, гомотетия радиус окружности переводит в радиус. Во – вторых, при гомотетии сохраняются углы между прямыми. Таким образом, если касательная была перпендикулярна радиусу первой окружности, то ее образ так же будет перпендикулярен радиусу, на этот раз второй окружности. Следовательно, образ касательной также будет касательной.


Покажем теперь, что общая касательная проходит через центр гомотетии. Вообще говоря, это вытекает из построения в примере 4, для нас было существенным то, что соответствующие при гомотетии радиусы  параллельны. А параллельность радиусов, проведенных в точки касания к общей касательной очевидна.


С другой стороны, не менее очевидно, что прямая, проходящая через центр гомотетии отобразится сама в себя. И так, рассмотрим касательную к первой окружности, проходящую через центр гомотетии. С одной стороны, она отображается в касательную ко второй окружности, с другой переходит сама в себя. Поэтому она является общей касательной к двум окружностям. Утверждение доказано.

А теперь опишем процесс построения общей касательной к двум окружностям.

Пример 5. Построение общей касательной к двум окружностям.

Построение. 

1 этап. Строим центр гомотетии для этих окружностей (смотри пример 4). 
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2 этап. Из построенного центра гомотетии проводим касательную к одной из окружностей. Она будет также касательной и ко второй окружности. Напомним, как строится касательная к окружности: 

· Строим середина отрезка, соединяющего центр окружности и точку, через которую будет проходить касательная (в нашем случае это точка S на отрезке О’О2).

· Строим окружность с центром в точке S, проходящую через точку O’. 

· Находим точки пересечения построенной окружности и данной (это точки Т и L).

· Строим прямые О’Т и О’L – это и есть искомые касательные.

Гомотетию можно применять при решении огромного количества задач, она особенно  эффективна при решении задач, в которых рассматриваются окружности. Объясняется это тем, что любые две окружности гомотетичны. Рассмотрим еще один пример, в котором используется это свойство.
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Пример 6.  В сегмент окружности вписаны две окружности (смотри рисунок 10). Докажите, что прямые, проходящие через точки касания этих окружностей с дугой сегмента и точки их касания с основанием сегмента (прямые АЕ и BF) пересекаются на большой окружности. Докажите, что точка пересечения совпадает для любых пар окружностей, вписанных в данный сегмент.

Решение. 

Рассмотрим две гомотетии. Одна из них, с центром А, отображает окружность с центром О1 в окружность с центром О. При этом хорда MN отобразится  в касательную большой окружности, проходящую через точку С. Так как точка касания переходит в точку касания, то точка Е отобразится в точку С. Следовательно, Точки А, Е и С лежат на одной  прямой. Аналогичная гомотетия с центром в точке В отображает окружность с центром О1 в большую окружность. При этом хорда MN вновь отобразится в ту же касательную. Как и при первой гомотетии, отсюда вытекает, что точки В, F и C лежат на одной прямой.


Таким образом, мы доказали, что интересующие нас прямые пересекаются на большой окружности в точке С. нетрудно видеть, что точка С однозначно определена хордой MN – это точка, через которую проходит касательная к большой окружности, параллельная рассматриваемой хорде.

Контрольные задания
Представленные ниже задачи являются контрольным заданием для учащихся 9 и 10 классов. Решения необходимо оформить в отдельной тетради и выслать по адресу 680000, г. Хабаровск, ул. Дзержинского, 48, ХКЦТТ, ХКЗФМШ. Для зачета нужно набрать не менее 30 баллов (каждая правильно решенная задача оценивается в 10 баллов).

Практическое задание

М 9.2.1. Постройте общие внутренние касательные к двум непересекающимся окружностям. (Касательная называется внутренней, если касающиеся ее окружности лежат по разные стороны от прямой.)

Указание. Используйте алгоритм из примера 5, но касательную проводите из центра гомотетии, лежащего между центрами окружностей.

Задачи

М 9.2.2. В правильном треугольнике со стороной a расположен другой правильный треугольник так, что его стороны отстоят от сторон внешнего треугольника на расстояния x, y  и z – соответственно. Найдите коэффициент гомотетии этих треугольников и расстояния от центра гомотетии до сторон большего треугольника.

М 9.2.3. Докажите, что центрами гомотетий, отображающих одно основание трапеции в другое являются точка пересечения диагоналей трапеции и точка пересечения продолжений ее боковых сторон.

М 9.2.4. Используя свойства гомотетии докажите, что для любой трапеции выполняется свойство: прямая, проходящая через точку пересечения диагоналей и точку пересечения продолжений боковых сторон трапеции пересекает основания этой трапеции в серединах. 

Указание. Рассмотрите гомотетии с центрами в указанных точках и докажите, что они лежат на одной прямой с серединами оснований этих трапеций (см. задачу 9.2.3).

М 9.2.5.  Из вершин А и В остроугольного треугольника опущены перпендикуляры на противоположные стороны (точки А1 и В1 – основания этих перпендикуляров). Затем из точек  А1 и В1 вновь опущены перпендикуляры на противоположные стороны в точки А2 и В2. Докажите, что треугольники АВС и  А2В2С гомотетичны (центр гомотетии лежит в точке С) и найдите коэффициент гомотетии, если известно, что 
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Математика, 11 класс

Пишкова Наталья Евгеньевна

Основные методы построения графиков функций

 График функции – это множество точек, у которых абсциссы являются допустимыми значениями аргумента  х,  а ординаты  - соответствующими значениями  функции y. 

Если буквально следовать определению, то для построения графика  некоторой функции нужно найти   в с е  пары соответствующих значений аргумента и функции и построить все точки  с этими координатами. В большинстве случаев это сделать практически невозможно, так как таких точек бесконечно много. Поэтому обычно исследуют функцию, что  даёт возможность  найти область определения и область изменения функции,  области её убывания или возрастания, асимптоты,  интервалы знакопостоянства и т.д.; находят несколько точек, принадлежащих графику, и соединяют их плавной кривой. Однако при построении графиков многих функций  часто можно избежать  проведение подобного исследования, используя ряд методов, упрощающих аналитическое выражение  функции и облегчающих построение графика. Изложению  именно таких методов и посвящается эта статья, которая может служить практическим руководством  при построении графиков многих функций.

1.Параллельный  перенос

1.1. Перенос (сдвиг)  вдоль оси ординат

     
Пусть требуется построить график функции  y=f(x)+b. Нетрудно заметить, что ординаты этого графика для всех значений аргумента на b единиц больше соответствующих ординат графика  y=f(x)  при b>0 и на b единиц меньше при b<0. Следовательно, график  функции  y=f(x)+b можно получить параллельным переносом вдоль оси ординат графика функции  y=f(x)  на b единиц вверх при b>0  или вниз при b<0.
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Рассмотрим это на примере построения графика функции  y= x2 +1. Воспользуемся  уже хорошо известным нам графиком функции  y=x2 (рис.1), назвав его исходным графиком. Сравнивая функцию  y=x2 +1 с  функцией  y=x2 , видим, что ординаты y графика заданной функции  на 1 больше ординат исходного графика. Следовательно, исходный график надо перенести на 1 вверх, как это и показано на рисунке 2.
     Рис.1


    Рис.2


         Рис.3

Однако перемещение графика связано с его перерисовыванием, что  бывает затруднительно, особенно в случае сложных графиков. Перенос же графика на b единиц вверх или вниз вдоль оси ординат эквивалентен  соответствующему, противоположному переносу оси абсцисс на столько же единиц. 

Вернёмся к нашему примеру  и покажем, что график функции y=x2+1 можно построить ещё проще,  если воспользоваться тем же исходным графиком y=x2, но вместо перенесения всей кривой вверх на 1 перенести ось x-ов  на ту же единицу вниз, как показано на рисунке 3. Тем самым  относительно новой оси x-ов все ординаты кривой    увеличиваются на 1, и получается график заданной функции.

Именно этим способом и следует пользоваться, поэтому сформулируем следующее правило.

Для построения графика функции  y=f(x)+b (где y=f(x) - простейшая функция, график которой нам известен) следует построить  график функции y=f(x), причём горизонтальную ось начертить штриховой линией и затем сдвинуть её  на b единиц вниз, если b>0  и на b единиц вверх, если b<0. Это и будет истинная ось х-ов; полученный  в новой системе координат график является графиком функции y=f(x)+b. 

   
 Пример 1. Построить график функции y=2x+3.

     
 Р е ш е н и е:
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Строим  график функции y=2x и переносим ось абсцисс на 3 единицы вниз. Получаем  график  функции y=2x+3 ( рис.4 ). Прямая  y=3 является горизонтальной асимптотой. График пересекает ось ординат в точке  ( 0;4 ).
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   Рис.5

       Пример 2.  Построить график функции 
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     Р е ш е н и е :

Строим график функции  
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единиц вверх. Получаем график функции   
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 ( рис.5 ). Прямая  
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 является горизонтальной асимптотой. График пересекает ось абсцисс в точке (
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 ;0 ).

1.2 Перенос вдоль  оси абсцисс

       Пусть тебуется построить график функции y=f(x+a).   Рассмотрим функцию y=f(x),    которая в некоторой точке  x=x1 принимает значение  y1=f(x1).  Очевидно, функция y=f(x+a)   примет такое же значение  в точке x2, координата которой  определяется из равенства  x2+a=x1, т.е. x2=x1-a,   причём рассматриваемое  равенство справедливо для совокупности всех значений  x  из области  определения функции. Следовательно, график функции  y=f(x+a)       может быть получен параллельным перемещением графика функции  y=f(x)    вдоль оси абсцисс влево на a   единиц при a>0   или вправо на  a  единиц при  a<0.  Параллельное же перемещение графика вдоль оси абсцисс на   a  единиц эквивалентно  переносу оси ординат на столько же единиц, но в противоположную сторону. Таким образом, получаем следующее правило.

     Для построения графика функции   y=f(x+a)    следует построить график функции y=f(x)   и перенести ось  ординат  на  a   единиц вправо при  a>0   или  на   a    единиц влево при a<0   .Полученный  в новой системе координат график является графиком функции  y=f(x+a).      


 Пример 3.   Построить график функции  y=log2(x+2).

Р е ш е н и е:






Строим  график функции  y=log2x. Переносим ось ординат  на  2 единицы вправо, и в полученной таким образом  новой системе координат  имеем график функции y=log2(x+2).

Прямая  x=-2 (первоначальная ось y) является вертикальной асимптотой. График пересекает ось абсцисс в точке  x= -1, а  ось ординат -  в точке  y=1 (рис.6).

 [image: image2553.wmf] 

4

 

y

 

-

2

 

0

 

1

 

2

 

x

 

y

=

x

2

 


[image: image2554.wmf] 

4

 

y

 

-

2

 

0

 

1

 

2

 

x

 


       

Рис.6






Рис.7
      

 Пример 4. Построить график функции y=sin(x-
[image: image981.wmf]2

).


Р е ш е н и е:

Строим график функции  y=sin x. Переносим  ось ординат на 
[image: image982.wmf]2

 единиц влево  и во вновь полученной системе координат имеем график функции y=sin(x-
[image: image983.wmf]2

) (рис 7). Координаты точек пересечения графика с осью абсцисс находим из условия sin(x-
[image: image984.wmf]2

)=0, откуда x=
[image: image985.wmf]2

+(k, где k=0, (1, (2, … .
2.Отражение

2.1.Построение графика функции вида y=f(-x)

Очевидно, что функции y=f(-x) и y=f(x) принимают равные значения в точках, абсциссы которых равны по абсолютной величине, но противоположны по знаку. Иначе говоря, ординаты графика  функции y=f(-x)  в области положительных (отрицательных) значений x будут равны ординатам  графика функции y=f(x) при  соответствующих по абсолютной величине отрицательных (положительных) значениях x. Таким образом, получаем следующее правило.

      
Для построения графика функции y=f(-x)   следует построить график  функции y=f(x)   и отразить его относительно оси ординат. Полученный график является графиком функции y=f(-x).
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Рис.8






Рис.9

     
Пример 5.  Построить график функции y=
[image: image986.wmf]3

/

1

log

(-x).


Р е ш е н и е : Строим график функции y=
[image: image987.wmf]3

/

1

log

 x  и  отражением его относительно оси ординат получаем график функции y=
[image: image988.wmf]3

/

1

log

(-x)   (рис.8).

2.2.Построение графика функции вида y= -f(x).


Ординаты графика функции y= -f(x) при всех значениях аргумента равны по абсолютной величине, но противоположны по знаку ординатам графика функции y= f(x)  при тех же значениях аргумента. Таким образом, получаем следующее правило.


Для построения графика функции y= -f(x)  следует построить график функции 

 y=f(x)   и отразить его относительно оси абсцисс.



Пример 6. Построить график функции  y= - cos x.


Р е ш е н и е: [image: image2557.wmf] 
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Строим график функции y= cos x (рис. 9 – пунктирная кривая) и, отражая его относительно оси абсцисс, получаем график функции  y= - cos x.


Пример 7. Построить график функции  y= - 
[image: image989.wmf]x

1

.


Р е ш е н и е: Строим график функции y= 
[image: image990.wmf]x

1

  и, отражая его  относительно оси абсцисс, получаем график функции  y= - 
[image: image991.wmf]x

1

  (рис.10).
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2.3.Построение графиков чётной и нечётной  функций


Как уже отмечалось, для чётной функции y=f(x)   во всей области изменения её аргумента справедливо соотношение f(x)=f(- x).  Следовательно, функция такого рода принимает одинаковые значения при всех значениях аргумента,  равных по абсолютной величине, но противоположных по знаку. График чётной функции симметричен относительно оси ординат.


Для  построения графика чётной функции y=f(x) следует построить ветвь графика этой функции   только в области  положительных значений аргумента  x
[image: image992.wmf]0

³

. График функции y=f(x)  в области отрицательных значений  аргумента симметричен построенной  ветви  относительно оси ординат и получается  отражением её относительно этой оси.



Пример 8. Построить график  функции   y=
[image: image993.wmf]2

x

x

.


Р е ш е н и е: Данная функция – чётная, поэтому достаточно построить её график  лишь в области положительных значений x  (точка x=0  не входит в область определения функции). При x>0  исходная функция имеет вид   y=
[image: image994.wmf]x

1

.  График  функции y=
[image: image995.wmf]2

x

x

 в области отрицательных значений  x  получаем отражением относительно оси ординат  (рис.11).
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Для  нечётной функции y=f(x) в области всех значений  аргумента справедливо равенство f(-x)= -f(x).    Таким образом, в области отрицательных значений аргумента ординаты графика  нечётной функции равны  по величине, но противоположны по знаку  ординатам  графика той же функции при соответствующих  положительных значениях x. График нечётной функции симметричен относительно начала координат.


Для построения графика нечётной функции  y=f(x)  следует  строить  ветвь графика этой функции  только в области положительных значений аргумента (x
[image: image996.wmf]0

³

).

График функции y=f(x)  в области отрицательных значений  аргумента  симметричен  построенной ветви относительно начала координат и может быть получен отражением этой ветви относительно оси ординат  с последующим отражением  в области отрицательных значений  x относительно оси абсцисс.


Пример 9. Построить график функции   y=x
[image: image997.wmf]x

.


Р е ш е н и е: Исходная функция является нечётной, поэтому  строим её в области положительных значений аргумента   (x
[image: image998.wmf]0

³

),  где она имеет вид  y=x2.  График функции  y=x
[image: image999.wmf]x

  в области отрицательных значений аргумента  получаем отражением  построенной ветви  относительно начала координат (рис.12).


Пример 10. Построить график функции  y=
[image: image1000.wmf]x

x

 .


Р е ш е н и е: Данная функция является нечётной, поэтому строим её график лишь  в области x>0  (точка x=0 не входит в область определения функции), где  она имеет вид y=1. Ветвь графика данной функции при  x<0  получаем отражением  относительно начала координат построенной ветви кривой (рис.13).  Стрелки означают, что точки (0,1) и (0,-1) не принадлежат графику.

2.4. Построение графика обратной функции


Прямая и обратная функции выражают одну и ту же зависимость  между переменными  x и  y, с тем только отличием, что в обратной функции эти переменные поменялись ролями, что равносильно изменению обозначений осей координат. Поэтому график обратной функции симметричен графику прямой функции относительно биссектрисы  
[image: image1001.wmf]I и  III  координатных углов, т.е. относительно  прямой  y=x. Таким образом,  получаем следующее  правило.


Для построения графика функции y=
[image: image1002.wmf])

(

x

j

, обратной по отношению к функции y=f(x), следует построить график  y=f(x) и отразить его относительно прямой y=x.


Пример 11. Построить график функции  y=
[image: image1003.wmf]x

.


Р е ш е н и е: [image: image2565.wmf] 
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Чтобы построить  график данной функции, рассмотрим график параболы  y=x2 (рис.14 – пунктирная кривая) и график обратной  к ней функции  y=
[image: image1004.wmf]x

±

, получаемый отражением параболы относительно прямой  y=x. Обратная функция является двузначной. В силу того, что исходная функция   y=
[image: image1005.wmf]x

  однозначна и область её  изменения есть полуинтервал  0
[image: image1006.wmf]£

y<
[image: image1007.wmf]¥

, графиком функции   y=
[image: image1008.wmf]x

   является верхняя ветвь отражённой параболы (сплошная кривая).  Нижняя же ветвь  (штрих-пунктир) представляет собой график функции    y= -
[image: image1009.wmf]x

.
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Пример 12. Построить график функции  y=
[image: image1010.wmf]3

x

 .


Р е ш е н и е: Данная функция является обратной по отношению к функции y=x
[image: image1011.wmf]3

, поэтому строим график функции 
[image: image1012.wmf] y=x
[image: image1013.wmf]3

 и отражаем его относительно прямой y=x (рис.15).

3. Деформация  (сжатие и растяжение)

3.1 Сжатие  (растяжение) графика вдоль оси ординат


Рассмотрим функцию вида y=A
[image: image1014.wmf])

(

x

f

×

, где A>0. Нетрудно заметить, что при равных значениях аргумента  ординаты графика этой  функции будут  в A раз больше ординат графика функции   y=f(x)  при A>1 или в 
[image: image1015.wmf]A

1

 раз меньше  ординат графика функции   y=f(x)  при A<1. Таким образом, получаем следующее правило.


Для построения графика функции   y=A
[image: image1016.wmf])

(

x

f

×

 следует построить график функции y=f(x)   и увеличить его ординаты в  A раз  при A>1 (произвести растяжение графика  вдоль оси ординат) или уменьшить его ординаты в 
[image: image1017.wmf]A

1

 раз  при A<1 (произвести сжатие графика вдоль оси ординат). Полученный график является графиком функции y=A
[image: image1018.wmf])

(

x

f

×

.


Пример 13. Построить график функции y=2cos x.


Р е ш е н и е: Строим график функции  y=cos x  (рис.16 – пунктирная кривая) и растяжением этого графика  вдоль оси ординат  в 2 раза получаем график функции  y=2cos x (сплошная кривая).


Пример 14. Построить график функции  y=
[image: image1019.wmf]3

1

x2.


Р е ш е н и е: Строим график функции  y=x2  и сжатием этого графика  в 3 раза вдоль  оси ординат получаем  график функции  y=
[image: image1020.wmf]3

1

x2  (рис.17).
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3.2. Сжатие (растяжение) графика вдоль оси абсцисс


Пусть требуется построить  график функции  y=f((x),  где  (>0. Рассмотрим  функцию y=f(x), которая в произвольной точке  x=x1  принимает значение y1=f(x1).

Очевидно,  что функция   y=f((x)   принимает такое же значение  в точке x=x2, координата

которой определяется равенством  x1=(x2,  или  x2=
[image: image1021.wmf]v

1

x

, причём  это равенство справедливо для совокупности всех значений  x  из области определения функции. Следовательно, график функции  y=f((x)  оказывается сжатым  (при (>1) или растянутым (при (<1) вдоль оси абсцисс относительно графика функции y=f(x). Таким образом, получаем следующее правило.


Для построения графика функции y=f((x) следует построить график функции y=f(x) и уменьшить его абсциссы  в (  раз при  (>1 (произвести сжатие графика вдоль оси  абсцисс) или увеличить его абсциссы в 
[image: image1022.wmf]v

1

 раз при (<1 (произвести растяжение графика вдоль оси абсцисс). Полученный график является графиком функции    y=f((x).

Пример 15. Построить график функции   
[image: image1023.wmf]sin

=

y

(x.

Р е ш е н и е: Строим график функции  
[image: image1024.wmf]sin

=

y

x (рис.18 – пунктирная кривая), и проводя его сжатие в ( раз вдоль оси абсцисс, получаем график функции 
[image: image1025.wmf]sin

=

y

(x (сплошная кривая). Период этой функции уже равен не  2(, а  
[image: image1026.wmf]p

p

2

=2.   График пересекает ось абсцисс в точках  x=0,
[image: image1027.wmf],

2

,

1

±

±

… .


Пример 16. Построить график функции  
[image: image1028.wmf]x

y
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Р е ш е н и е: Строим график функции  
[image: image1029.wmf]x

y

arcsin

=

 и, растянув его вдоль оси абсцисс в 3 раза, получаем  график функции     
[image: image1030.wmf]x

y

3

1

arcsin

=

.

4. Комбинация переноса, отражения и деформации

Очень часто  при построении графиков функций применяют композицию приёмов, изложенных в  пунктах 1-3. Последовательное  применение ряда таких приёмов позволяет существенно упростить построение графика  исходной функции и нередко свести его в конце концов к построению одной из простейших элементарных функций.


Рассмотрим, как с учётом изложенного следует, например, построить график функции вида  y=Af((x+a)+b. Запишем исходную функцию в виде   y=Af [ ( ( x+
[image: image1031.wmf]w

а

 ) ] +b  и схему поэтапного её  упрощения  (последовательность преобразований):
1.  y=Af [ ( ( x+
[image: image1032.wmf]w

а

 ) ] + b ;
перенос оси абсцисс на b  единиц;

2.  y=Af [ ( ( x+
[image: image1033.wmf]w

а

 ) ];  
перенос  оси ординат  на 
[image: image1034.wmf]w

а

  единиц;  

3.  y=Af [ ( x ];


отражение графика относительно оси абсцисс

(этап выполняется только при A<0);

4.  y=(A(· f ((x);

сжатие или растяжение графика 

вдоль оси ординат;

5.  y=f ((x)


отражение графика относительно оси ординат   

(этап выполняется  только при (<0);

6.  y=f (((( x);


сжатие или растяжение вдоль оси абсцисс;  

7.  y=f ( x);

Проводя построение графика шаг за шагом в порядке, обратном порядку упрощения вида функции с учётом всех указанных правил, получим график исходной функции.

Пример 17. Построить график функции  y=
[image: image1035.wmf]1
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Р е ш е н и е: Схема построения графика :

1. y=
[image: image1036.wmf]1
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2. x
[image: image1037.wmf]³

0,  y=
[image: image1038.wmf]1
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x

;

3. y=
[image: image1039.wmf]1

2

-

-

x

;

4. у=
[image: image1040.wmf]x

2

-

;

5. y=
[image: image1041.wmf]x

2

;

Итак, построение графика исходной функции следует начинать с построения графика функции  y=
[image: image1042.wmf]x

2

.  График (рис.20) пересекает ось ординат в  точке 
[image: image1043.wmf]2

1

=

y

 (из условия x=0), а ось абсцисс в точках x=(1 (из условия y=0, т.е.
[image: image1044.wmf]1

2

1

+
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-

x

=0).


В заключении отметим, что порядок упрощения целесообразно  проводить в следующей последовательности.

1. Использование чётности или  нечётности функции.

2. Перенос осей.

3. Отражение и деформация.

Построение же графика, как обычно, выполняется в обратной последовательности.


Задание для самостоятельного выполнения

Ниже приводятся тексты заданий для самостоятельного выполнения. Вам необходимо построить графики функций, оформить работу отдельно от решений по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

М.11.2.1
С помощью элементарных преобразований постройте графики следующих функций:

1. y=x2-2;

2. y=(x+1)2;

3. y=sin
[image: image1045.wmf]2
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x;

4. y=- 3sin x;

5. y=tg
[image: image1046.wmf]x

;

М.11.2.2. Написать последовательность преобразований и построить графики следующих функций:

1. y=
[image: image1047.wmf]x
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4
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;

2. y=(x-1)3+2;

3. y=ln (1-x);

4. y=tg(-
[image: image1048.wmf]x
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p

);

5. y=
[image: image1049.wmf]5

cos(2x-1)-2.

МИФ-2, №1, 2003 год

Мендель Виктор Васильевич

Графы и их применение


Дорогие ребята. В этом номере вы познакомитесь с важными и очень полезными объектами математики – графами. Для того чтобы вам было проще понять, что это такое, мы по ходу изложения материала будем уточнять это понятие.

Что такое граф?

Первое определение графа: графом (будем обозначать его буквой () называется рисунок, состоящий их нескольких точек (вершин графа) и ребер – отрезков или дуг, соединяющих некоторые вершины.

На рисунке 1 показан пример графа. 
Как вы видите, ребрами соединены не все вершины графа. Вершины, из которых не выходит ни одного ребра, называют изолированными. (На рисунке изолированная вершина это точка G). 


С помощью графов удобно и наглядно изображается информация о разных объектах и отношениях между ними. Рассмотрим пример.

Пример 1. В розыгрыше финальной части турнира участвуют семь команд: шесть команд, набравших наибольшее количество очков в предварительной части турнира и команда – победитель прошлого года.  Сначала играют друг с другом первые шесть команд, затем три команды, одержавшие победы и команда, победитель прошлого года, играют друг с другом. Два победителя этого тура встречаются в финале.


Понять о чем идет речь в этом тексте нелегко.  Попробуем представить его в виде наглядной схемы (смотри рисунок 2) и порядок организации финальной части розыгрыша станет очевидным. 

Обратимся теперь к истории появления графов. Впервые в рассмотрение  их ввел  великий математик Леонард Эйлер. В популярной литературе часто упоминается его задача о Кенигсбергских мостах. Смысл задачи таков: в городе Кенигсберге (ныне это город Калининград) протекает река Прегель. Сам город расположен на берегах этой реки и ее островах. Естественно, что в городе построены мосты, связывающие все его районы (смотри рисунок 3). Во время прогулки по городу Эйлер захотел пройти по всем мостам, причем по каждому только один раз. Однако ему это не удалось. Вернувшись домой, ученый составил схему, изобразив участки суши точками, а мосты отрезками (рисунок 4). Это и был первый граф. 

Мы ответим на вопрос, можно ли осуществить пешую прогулку по указанному правилу, в конце  статьи, а сейчас рассмотрим некоторые важные свойства графов.

Определение 1. Степенью вершины графа называется число выходящих из него ребер.

Степени вершин А, В и D на рисунке 4 равны трем, а степень вершины С равна 5.

В графе на рисунке 1 степень вершины G равна нулю, так как из нее не выходит ни одно ребро.

Для степени вершины принято следующее обозначение:  deg(A). 

Рассмотрим некоторый граф (. Обозначим количество его вершин буквой p, а количество ребер буквой q. Сформулируем в виде теорем простейшие свойства степени.

Теорема 1. Сумма степеней всех вершин графа ( равна удвоенному количеству его ребер (2q).

Граф называют простым, если две вершины соединяет не более одного ребра, в противном случае, граф называют мультиграфом. На рисунке 1 изображен простой граф, а на рисунке 4 мультиграф.

Теорема 2. В простом графе найдется не менее двух вершин с одинаковыми степенями. 

Теорема 3. В простом графе с p вершинами число ребер не больше[image: image1050.wmf]2
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Доказательство. Всего p вершин, каждая из них может быть соединена не более чем с (p-1) остальными вершинами. Таким образом, получаем (p-1)p ребер, но каждое из них посчитано ровно два раза, так как соединяет две вершины. Поэтому делим полученное выражение пополам.

Определение 2. Граф называется полным, если каждая его вершина соединена со всеми другими вершинами графа.

Примеры полных графов вы можете построить сами: нарисуйте выпуклый многоугольник и постройте все его диагонали.  Из доказательства теоремы 2 вытекает, что в полном графе с p вершинами [image: image1052.wmf]2
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 ребер.

Пути, циклы, связность

Еще одно важное понятие, относящееся к графам – связность.  Для того чтобы ввести его, дадим несколько определений. Начнем с понятия путь.

Определение 3.  Путем (из вершины А в вершину В) в графе называется последовательная цепочка смежных ребер, которая начинается в вершине А и заканчивается в вершине В. Путь может проходить через ребро только один раз.

(Запись пути в графе зависит от того, как определены его ребра. Если ребра определены с помощью вершин, то записывают последовательность  тех вершин, через которые проходит путь. Если же ребра имеют собственные названия, то выписывается последовательность из этих названий.)

Рассмотрим примеры. На рисунке 5 жирными линиями показан путь из точки А в точку В, который мы можем записать так: (AEDB). Другой путь из А в В показан пунктирными линиями, его можно записать как (l1l2l3). 

Заметим, что может существовать несколько путей из одной точки в другую. В качестве устного упражнения сосчитайте, сколько всего путей можно указать из вершины А в вершину В.

Рассмотрим теперь специфический случай, когда начало и конец пути совпадают.

Определение 4.  Циклом называется путь, у которого начало и конец совпадают.

На рисунке 5 циклами являются следующие пути: (AEFDA), (EFBCADE).  

Упражнение. Попробуйте перечислить как можно больше циклов, содержащих точку А.

Пути и циклы будем называть простыми, если через каждую свою вершину они проходят только один раз. Все приведенные в примерах пути и циклы являются простыми.

Определение 5. Граф называется связным, если любые две его вершины можно соединить хотя бы одним путем. В противном случае граф называется несвязным.

Граф на рисунке 1 несвязен, так как нет ни одного пути, соединяющего точку G с остальными вершинами, графы на рисунках 2, 4, 5 - связные.

Вам уже, наверное, приходилось встречать задачи, в которых предлагается обвести ту или иную фигуру, не отрывая карандаш от бумаги. При этом запрещается проводить карандаш по одной линии несколько раз. Понятно, что аналогичное задание может быть дано и относительно некоторого графа. Далеко не все графы можно построить описанным выше способом. Те, для которых это требование выполняется, называются уникурсальными или эйлеровыми. Эти графы непосредственно связаны с задачей о Кенигсбергских мостах и впервые описаны Леонардом Эйлером. Сам Эйлер доказал следующую теорему.

Теорема 4 (Эйлера). Связный граф уникурсален  тогда и только тогда, когда степени всех его вершин четны или у него ровно две вершины нечетной степени.

Доказательство.  Вначале заметим, что если все вершины графа имеют степень не меньше двух, то в нем существует хотя бы один цикл.

Рассмотрим случай, когда все вершины четны. Применим «метод стирания». Выберем некоторую точку и начнем строить путь. Так как степени всех вершин четны, то они не меньше двух. Поэтому, войдя по некоторому ребру в данную точку, мы всегда можем выйти из нее по второму ребру. Будем отмечать пройденные вершины. Так как число вершин конечно, то на каком то шаге мы перейдем в одну из уже отмеченных вершин и таким образом замкнем цикл.  Теперь сотрем этот цикл (естественно, запомнив его где-то) и рассмотрим получившийся граф. Он может оказаться несвязным, но, тем не менее, все его вершины будут иметь четную степень. Применим к этому графу ту же процедуру, и будем это делать до тех пор, пока остается хотя бы один нетривиальный подграф. В результате мы получим несколько циклов, которые не имеют общих ребер, а все вместе образуют исходный граф. Нам остается только склеить эти циклы в один. Возьмем два цикла (…ВАС…) и (…НАМ…), имеющие общую вершину А, разрежем их в этой вершине и склеим по такому правилу: сначала выписываем вершины первого цикла, потом, дойдя до точки А, записываем все вершины  второго цикла, а затем продолжаем выписывать оставшиеся вершины первого цикла. Очевидно, что в итоге у нас получится один цикл, который содержит все ребра исходного графа.

Предположим теперь, что в исходном графе ровно две нечетных вершины А и В.  Соединим их дополнительных ребром АВ, и получим граф, все вершины которого четны. Построим для него эйлеров цикл по указанному выше алгоритму. Перепишем его так, чтобы вершина А была начальной, а ребро АВ – последним. Удалив из этого цикла ребро АВ получим цикл, начинающийся в А и заканчивающийся в В. Этот путь проходит через все ребра исходного графа. 

Предположим теперь, что граф уникурсален. Докажем, что в нем не более двух нечетных вершин. Очевидно, что рисовать такой граф нужно, начиная с нечетной вершины.  Причем завершить маршрут нужно в другой нечетной вершине. Если же имеется еще одна нечетная вершина, то она не может быть ни начальной, ни конечной. Поэтому, когда мы в нее заходим, то должны обязательно выйти. Каждый проход через вершину уменьшает число не пройденных ребер, связанных с этой вершиной, ровно на два. В итоге, на каком то шаге в нечетной вершине останется только одно не пройденное ребро, зайдя по которому в вершину  мы уже не сможем из нее выйти. Теорема доказана полностью.

Используя доказанную теорему, убедитесь в том, что задача о Кенигсбергских мостах не имеет решения.

Существует еще одна очень интересная задача, связанная с графами. В ней требуется отыскать простой цикл, который проходит через все вершины данного связного графа. Эта задача является частным случаем «задачи коммивояжера
», суть которой в следующем. Коммивояжер (разъездной торговец) должен проехать по всем городам некоторого региона и вернуться в исходный пункт. При этом целесообразно так составить маршрут, чтобы в каждом городе побывать ровно один раз (иначе покупатели могут предъявить счет за некачественный товар). У коммерсанта естественно, имеется карта дорог региона.

Циклы, обладающие указанным выше свойством, называют гамильтоновыми, в честь изобретателя Гамильтона, придумавшего игру – головоломку, в которой требовалось отыскать такие пути.

В отличие от эйлеровых циклов, для гамильтоновых циклов нет исчерпывающего условия, подобного теореме 4.   Имеется следующий достаточный признак.

Теорема 5. Пусть связный граф имеет не меньше четырех вершин (p>3) и степень каждой вершины не меньше p/2, тогда в графе имеется гамильтонов цикл.
Рассмотрим граф на рисунке 5. У него 6 вершин, при этом пять вершин имеют степень три, и одна степень пять. Согласно теореме, в этом графе существует  гамильтонов цикл. Нетрудно проверить, что таким циклом является цикл (AEFDBCA).


Рассмотрим теперь какой-нибудь выпуклый многоугольник. Его вершины будем считать вершинами, а стороны – ребрами, некоторого графа. Степень каждой вершины  такого графа равна двум, и  для него, очевидно, не выполняются требования теоремы 5. Но, тем не менее, этот граф является гамильтоновым.

Деревья


Важным частным случаем графа является дерево.  Это название связано с типичным видом некоторых представителей данного класса. Дадим определение.

Определение 6. Деревом называется связный граф, не содержащий  циклов. Несвязный граф, не имеющий циклов, называют лесом. (В лесу, как известно, не меньше двух деревьев.)

На рисунках 6 и 7 приведены примеры деревьев. Как видит читатель, далеко не все они напоминают по форме дерево. Тем не менее, можно так деформировать граф на рисунке 7, что он станет полностью похож на граф с рисунка 6.  Нас естественно будет интересовать вопрос о том, когда граф является деревом. Ответ на него сформулируем ниже, а сейчас укажем одно интересное свойство деревьев.

Теорема 6.  В любом дереве существует хотя бы одна вершина степени единица. (Такие вершины называют «висячими».)

Доказательство. Используем метод «от противного». Предположим, что в графе нет вершин степени единица. Тогда все вершины имеют степень не меньше двух. Когда мы доказывали теорему 5, то показали, что в подобных графах обязательно существую циклы. Это противоречит тому, что исходный граф – дерево.

Теперь сформулируем теорему, являющуюся признаком дерева.

Теорема 7. Связный граф является деревом тогда и только тогда, когда количество его вершин на единицу превосходит количество ребер:
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Доказательство. Покажем вначале, что любое дерево обладает указанным свойством. Применим метод «стирания». Так как в дереве (смотри теорему 6) всегда имеются «висячие» вершины, мы сотрем одну такую вершину вместе с выходящим из нее ребром. В результате мы вновь получим дерево, у которого на одно ребро и на одну вершину меньше. Будем продолжать эту процедуру до тех пор, пока граф не превратится в одно единственное ребро, которым соединены две вершины. Для такого графа наша формула очевидна. Заметим также, что процедура стирания на каждом шаге не изменяла разность [image: image1054.wmf]q
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 (и p и q на каждом шаге уменьшались ровно на единицу), поэтому исходная разность также равнялась единице.


Теперь объясним идею доказательства того, что из свойства [image: image1055.wmf]1

=

-

q

p

 следует, что граф является деревом. Используем метод «от противного». То есть, будем считать, что в графе имеются циклы.  Рассмотрим один из них. Удалим любое ребро, принадлежащее данному циклу, при этом граф останется связным. Будем удалять ребра из графа до тех пор, пока в нем будет хотя бы один цикл. (Пусть таким образом мы удалили [image: image1056.wmf]1
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 ребер.) Когда в графе не останется ни одного цикла, он превратится в дерево, для которого выполняется формула [image: image1057.wmf]1
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. Таким образом, мы доказали, что для графов, имеющих циклы, указанная в условии теоремы формула не выполняется.


Одна из важных прикладных задач, относящихся к графам, это отыскание минимального остова
 графа. Поясним, о чем идет речь. Пусть имеется связный граф [image: image1059.wmf]G

, необходимо найти такой его подграф, который связен, содержит все вершины исходного графа, и при удалении любого ребра становится несвязным (в этом и заключено условие минимальности). Нетрудно догадаться, что такой минимальный остов является деревом.

Упражнение. Найдите три минимальных остова графа на рис.5.

Планарные графы. Раскраски


Исторически планарные графы связаны с одной знаменитой задачей. 

Задача о домиках и колодцах. В некоторой деревне есть три колодца. Трое жителей, живущие в трех стоящих рядом домиках перессорились, и решили так протоптать тропинки от своих домов к каждому из трех колодцев, чтобы они не пересекались. Удастся ли им выполнить свой план?

Попробуем решить эту задачу. Проведем тропинки так, как это показано на рисунке 8.  Как видно, нам удалось провести только восемь тропинок, а девятая должна пересечься хотя бы с одной. Можно доказать (мы не будем приводить строгое доказательство), что эта задача не имеет решения. Дело в том, что по мере проведения тропинок из двух первых домиков, будет получаться некоторый замкнутый контур, внутри которого будет стоять один из колодцев, при этом третий домик будет находиться снаружи от этого контура. Для того чтобы соединить этот домик с колодцем, обязательно потребуется пересечь новой тропинкой одну из уже проложенных.

Можно предложить еще одну задачу. 

Задача о пяти хуторах. Пять хуторов расположены в вершинах правильного пятиугольника. Нужно проложить дороги от каждого из них к остальным так, чтобы не было перекрестков.
Эта задача также не может быть решена.

На рисунке 9 построены графы [image: image1060.wmf]3
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, соответствующие задаче о домиках и колодцах и задаче о пяти хуторах. Оказывается, что проблема укладки графа на плоскости тесно связана с этими типами графов.

Перейдем теперь к более строгим формулировкам.

Определение 7. Граф называется планарным, если его можно изобразить на плоскости без самопересечений. Такое изображение называют плоской укладкой графа. 

На рисунке 10 изображен полный граф [image: image1062.wmf]4

K

 и его плоская укладка.

Далее нам понадобится понятие гомеоморфизма. Это очень сложное математическое понятие, но в отношении к графам оно формулируется довольно просто. Мы не будем давать строго определения, а рассмотрим это свойство на примерах.

Будем говорить, что два графа гомеоморфны, если один из них получен из другого, путем добавления новых вершин на уже имеющиеся ребра. 

На рисунке 11 показаны два гомеоморфных графа. Граф справа получен из первого графа добавлением четырех вершин.  На практике бывает довольно трудно увидеть, что два графа гомеоморфны.

Теперь сформулируем условие планарности графов.

Теорема 8. Граф планарен тогда и только тогда, когда он не содержит подграфов, гомеоморфных [image: image1063.wmf]3
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 и [image: image1064.wmf]5
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.

Эта общая теорема ставит окончательную  точку в рассмотренных выше задачах о хуторах и о домиках и колодцах. 

Замечание. Доказать что граф планарен и построить его плоскую укладку – это две независимых задачи. Заметим, что если граф не имеет пяти вершин, степень которых не меньше четырех, то он наверняка не имеет подграфа, гомеоморфного [image: image1065.wmf]5

K

. Если в графе нет шести вершин, степень которых не меньше трех, то он гарантированно не имеет подграфа, гомеоморфного [image: image1066.wmf]3
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.  Однако построить плоскую укладку графа с достаточно большим количеством вершин бывает непросто.

Рассмотрим теперь еще одну классическую задачу теории графов. 

Задача о четырех красках. На политической карте мира нарисовано несколько государств. Карту нужно раскрасить так, что бы две страны, имеющие общую границу, были покрашены в разные цвета.

В классическом варианте предполагалось, что карту можно раскрасить четырьмя цветами. Покажем, как эта задача связана с графами. Обозначим каждую страну на карте точкой, вершины, отвечающие странам, имеющим общую границу, соединим ребрами. Теперь задачу о раскрашивании можно сформулировать так: раскрасить вершины планарного графа так, чтобы любые две смежные  были покрашены в разные цвета. Эта задача может быть решена для графов с малым количеством вершин. Если же число вершин достаточно велико, то гипотеза четырех красок оказывается неверной.  (Этот факт установлен с помощью мощных компьютеров.)

Вместе с тем, довольно  простыми средствами была доказана теорема о пяти красках.

Теорема 9. Планарный граф можно раскрасить пятью красками так, что любые смежные вершины будут окрашены в разные цвета.
Еще одна интересная проблема: сколькими способами можно раскрасить граф
, если имеется n красок. 
Оказывается, что число способов раскрашивания является многочленом от n, коэффициенты этого многочлена можно вычислить с помощью специального алгоритма.

Укажем еще одно обобщение задачи о раскрасках. Известно, что граф без самопересечений располагается на некоторой поверхности (на сфере, на торе, на бутылке Клейна и т.п.), какое минимальное количество красок нужно для его раскрашивания?

Ответ на этот вопрос был получен в разделе математики, называющемся «топологией». Оказалось, что для всех замкнутых двумерных поверхностей (кроме сферы), данное число выражается через Эйлерову характеристику этой поверхности.

Двудольные графы
Еще один интересный класс графов образуют так называемые двудольные графы. Примером такого графа является граф  [image: image1067.wmf]3
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. Его вершины можно разделить на два класса (доли). Вершины каждого класса («домики» и «колодцы») несмежны, а вершины разных классов могут быть соединены ребром. Дадим более точное определение.

Определение 8. Граф называется двудольным, если его вершины можно разбить на два класса таким образом, что вершины каждого класса несмежны.

Если каждая вершина одной доли соединена ребром с каждой вершиной другой доли, то такой граф называют полным двудольным графом класса [image: image1068.wmf]m
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,

, где n и m – количество вершин в каждой доле.

Упражнение. Найдите количество ребер в графе [image: image1069.wmf]m

n
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,

.
Для произвольного графа естественно поставить вопрос: является ли он двудольным? Имеется точное условие, определяющее это свойство. Сформулируем  это условие в виде теоремы.

Теорема 10. Граф является двудольным тогда и только тогда, когда все простые циклы, содержащиеся в этом графе, имеют четную длину. (То есть, все простые циклы состоят из четного количества ребер).

Напомним, что простой цикл проходит через каждую свою вершину ровно один раз.


Следует заметить, что, зная, что граф двудольный, весьма непросто разделить  вершины этого графа по долям. Укажем один из методов, как это сделать (он, кстати, по сути, является доказательством теоремы).

Разобьем граф на простые циклы. Выберем один из циклов, и будем помечать его вершины через одну двумя разными цветами. Выберем теперь следующий цикл, если у него нет помеченных вершин, то раскрасим их так, как в первом случае, если есть помеченные вершины, то раскраску начнем со смежных им вершин, чередуя цвета так, чтобы соседние вершины были разного цвета. Будем продолжать этот процесс до тех пор, пока не будут покрашены все вершины. (Замечание: целесообразно выбирать новые циклы так, чтобы одна из их вершин уже была помечена.) Вершины одного цвета будут принадлежать одной доле графа, а вершины второго цвета – другой.

Примеры решения задач

Рассмотрим несколько примеров, при решении которых успешно применяются графы.

Задача 1. Один из ребят сказал: «А у нас в классе 25 человек, и каждый дружит ровно с семью одноклассниками!»

«Не может быть этого», - ответил приятелю Витя Иванов, победитель олимпиады. Почему он так ответил?

Решение. Представим всех ребят в классе в виде вершин графа. Получим 25 вершин. Соединим вершины, обозначающие друзей, ребрами. Тогда из каждой вершины будет выходить по семь ребер. Сумма степеней вершин графа будет равна 25x7=175. Это нечетное число. А нам известно, что сумма степеней вершин графа должна быть четна. Получили противоречие. 
Задача 2. В стране 15 городов, каждый соединен дорогами не менее чем с 7-ю другими. Докажите, что из любого города можно проехать в любой другой либо напрямую, либо через один промежуточный город.

Решение. Рассмотрим город А. Он соединен дорогами с не менее чем семью городами В1, В2, …, В7, … Всего получилось не меньше 8 городов. Предположим, что есть город С, не связанный ни с А ни с В1, В2, …, В7, … Значит он связан только с теми городами, которые остались вне этого списка. Но таких городов меньше 7, что противоречит условию.
Задача 3. В классе 28 человек. Каждая девочка дружит с 4 мальчиками, а каждый мальчик – с 3 девочками. Сколько в классе мальчиков и девочек?

Решение. В графе, для этой задачи вершины, соответствующие мальчикам, выкрасим синим цветом, а вершины, соответствующие девочкам – красным. Каждое ребро графа соединяет ровно две вершины: одну синюю и одну красную. Пусть  всего x красных и y синих вершин (x+y=28 – уравнение №1). Выразим количество ребер в графе. С одной стороны, оно равно 3x, с другой – 4y. Получим уравнение №2: 3x=4y. Решая систему из двух уравнений, легко найти, что x=16 а y=12.

Задача 4. Докажите, что среди учеников любого класса найдутся двое, имеющие одинаковое число знакомых в этом классе (если, конечно, в этом классе не менее двух учеников).

Решение. Доказательство следует из теоремы 2, которая утверждает, что в любом графе существуют две вершины с одинаковой степенью. Изобразим класс в виде графа, вершины которого – ученики, а ребрами соединены  только те вершины, которые обозначают знакомых. В этом графе есть две вершины с одинаковой степенью, следовательно, в классе есть двое ребят с одинаковым числом знакомых.
Задача 5. Расположите на плоскости 6 точек и соедините их непе​ресекающимися линиями так, чтобы из каждой точки вы​ходили четыре линии.

Решение. Смотри рисунок 12.
Задача 6. В марсианском метро 100 станций. От любой станции до любой другой можно проехать. Забастовочный комитет хочет закрыть проезд через одну из станций так, чтобы между всеми остальными станциями был возможен проезд. Докажите, что такая станция найдётся.

Решение. План марсианского метро является связным графом. Возможны два  варианта: 
1 случай. Граф является деревом. Тогда этот граф имеет «висячую» вершину. Ее и следует перекрыть.

2 случай. Граф имеет циклы. Тогда нужно перекрыть одну из станций, принадлежащих этому циклу.

Контрольное задание

Представленные ниже задачи являются контрольным заданием для учащихся 8-9 классов. Решения необходимо оформить в отдельной тетради и выслать по адресу:68000, г. Хабаровск, ул. Дзержинского 43, ХКЦТТ.

Для зачета нужно набрать не менее 20 баллов (количество баллов за каждую задачу указано в конце условия), но если вы решите задачи, оцененные ровно в 20 баллов, этого может оказаться недостаточно, так как за недочеты и ошибки баллы снимаются.

М8.3.1. В трёх вершинах правильного пятиугольника располо​жили по фишке. Разрешается передвигать их по диагонали в любую свободную вершину. Можно ли таким образом до​биться того, чтобы одна из фишек вернулась на свое место, а две другие поменялись местами? (5 баллов)

Указание: нетрудно заметить, что ребра такого графа образуют простой цикл, поэтому изменить порядок точек нельзя. 
М8.3.2. На математической олимпиаде было предложено 20 за​дач. На закрытие пришло 20 школьников. Каждый из них решил по две задачи, причём выяснилось, что среди при​шедших каждую задачу решило ровно два школьника. До​кажите, что можно так организовать разбор задач, чтобы каждый школьник рассказал одну из решенных им задач, и все задачи были разобраны.(5 баллов)

Указание: постройте двудольный граф, одна доля которого – задачи, а другая – ученики. Каждая вершина этого графа будет иметь степень два. Поэтому данный граф может «развалиться» на несколько непересекающихся простых циклов. Распределите задачи между учениками внутри каждого цикла.

М8.3.3. В спортклубе тренируются 100 толстяков, веса которых равны 1 кг, 2 кг, ..., 100 кг. На какое наименьшее число команд их можно разделить, чтобы ни в какой команде не было двух толстяков, один из которых вдвое тяжелее другого? (10 баллов)

М8.3.4. В тридевятом царстве каждые два города соединены до​рогой с односторонним движением. Докажите, что суще​ствует город, из которого можно проехать в любой другой не более чем по двум дорогам. (10 баллов)

М8.3.5. В городе на каждом перекрестке сходится чётное число улиц. Известно, что с любой улицы города можно проехать на любую другую. Докажите, что все улицы города можно объехать, побывав на каждой по одному разу.(5 баллов)

Указание: используйте признак Эйлерового графа.

М8.3.6. Последовательность из 36 нулей и единиц начинается с пяти нулей. Среди пятёрок подряд стоящих цифр встреча​ются все 32 возможные комбинации. Найдите пять послед​них цифр последовательности. (10 баллов)

М8.3.7. Дан правильный 45-угольник. Можно ли так расста​вить в его вершинах цифры от 0 до 9 так, чтобы для любой пары различных цифр нашлась сторона, концы которой за​нумерованы этими цифрами. (10 баллов)

Указание: рассмотрите полный граф, вершины которого суть цифры от 0 до 9. Задача сводится к его обходу.

М8.3.8. Докажите, что можно расположить по кругу символы 0 и 1 так, чтобы любой возможный набор из n символов, идущих подряд, встретился. (10 баллов)

Указание: рассмотрите граф, вершины которого суть сло​ва длины п-1. Две вершины и и v соединяются стрелкой, если существует слово длины п, у которого и является на​чалом, a v - концом.

М8.3.9. Рёбра дерева окрашены в два цвета. Если в какую-то вершину приходят рёбра только одного цвета, то их все можно перекрасить в другой цвет. Можно ли все дерево сделать одноцветным? (10 баллов)

Указание: рассмотрите сначала «висячие» вершины, ребра, которые из них выходят можно перекрашивать по своему усмотрению.
Математика, 10 класс

Карпова Ирина Викторовна

ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА


Для успешного решения показательных и логарифмических уравнений и неравенств, вспомним определение и свойства логарифма.


Логарифмом числа b по основанию а,  называется показатель степени, в которую нужно возвести число а, чтобы получить число b.

Основные свойства логарифмов:
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Перечислим основные свойства показательной и логарифмической функций:

1) Область определения функции [image: image1080.wmf]x
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2) Множество значений функции [image: image1084.wmf]x

a

у

=

- множество положительных действительных чисел; функции [image: image1085.wmf]x

y

a

log

=

 - всё множество действительных чисел.
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Замечание. 1) В соответствии со вторым свойством, при решении логарифмических уравнений необходимо либо выяснять область допустимых значений уравнения, либо после решения делать проверку.

2) Третье свойство необходимо помнить при решении неравенств.

1. Показательные уравнения

Показательным называется трансцендентное уравнение, в котором неизвестное входит в показатель степени некоторых величин. При решении показательных уравнений используются два основных метода: 1) переход от уравнения [image: image1088.wmf])
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; 2) введение новых переменных. Иногда приходится применять искусственные приемы.

Первый метод решения показательных уравнений основан на следующей теореме: Если [image: image1090.wmf]1
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, то уравнение [image: image1091.wmf])
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равносильно уравнению [image: image1092.wmf])
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. Рассмотрим основные приемы сведения показательного уравнения к уравнению вида (1).

1. Приведение обеих частей уравнения к одному основанию.

Пример 1. Решить уравнение:  [image: image1093.wmf]3
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.
Решение. Заметим, что основания степеней, стоящих в левой и правой части уравнения есть степени двойки, поэтому, учитывая свойства степеней,  имеем уравнение  [image: image1094.wmf]9
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Ответ: [image: image1097.wmf]4
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Пример 2.  Решить уравнение:   [image: image1098.wmf]5

6

1

25

,

6

4

,

0

-

-

=

x

x

.
Решение. Учтем, что    [image: image1099.wmf]5
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Ответ: [image: image1104.wmf]13
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2. Логарифмирование обеих частей уравнения (если они строго положительные) по одинаковому основанию.

Пример 3. Решить уравнение:  [image: image1105.wmf]x
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.
Решение. Первый прием здесь применить нельзя, так как числа 3 и 5 невозможно представить в виде степени с одинаковым основанием. Учитывая, что [image: image1106.wmf]0
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, при любом значении переменной, прологарифмируем обе части уравнения по основанию 3, получим:  [image: image1108.wmf]x
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Ответ: [image: image1112.wmf]4
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Замечание. Логарифмировать можно, вообще говоря, по любому основанию, но обычно логарифмируют по одному из оснований степеней, входящих в уравнение.


3. Разложение левой части уравнения на множители и сведение уравнения к совокупности нескольких уравнений вида (1).

Пример 4. Решить уравнение: [image: image1113.wmf]550
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Решение. Вынесем в левой части уравнения  выражение [image: image1114.wmf]1
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Ответ: [image: image1121.wmf]2
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Пример 5.  Решить уравнение:  [image: image1122.wmf]x
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Решение. Так как [image: image1123.wmf]x
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. Сгруппируем первое, четвертое и второе, третье слагаемые, и вынесем общие множители за скобки: [image: image1127.wmf]0
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 [image: image1128.wmf]Û
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Ответ: [image: image1133.wmf]5
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Рассмотрим примеры нескольких видов уравнений, которые могут быть решены вторым методом – методом введения новых переменных.


Уравнение вида [image: image1134.wmf]0
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 при помощи введения новой переменой [image: image1135.wmf]x
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, сводится к решению алгебраического уравнения  [image: image1136.wmf]0
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Пример 6.  Решить уравнение: [image: image1137.wmf]0
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Решение. Пусть [image: image1138.wmf]x
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Пример 7. Решить уравнение:   [image: image1147.wmf]1
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Решение. Учитывая, что   [image: image1148.wmf]x
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Ответ: [image: image1165.wmf]1
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Пример 8.  Решить  уравнение:  [image: image1167.wmf]0
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Решение. Так как [image: image1168.wmf]x
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Ответ: [image: image1179.wmf]1
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2. Логарифмические уравнения

Логарифмическое уравнение – это трансцендентное уравнение, в котором неизвестное входит в аргумент логарифма.

При решении логарифмических уравнений используются два основных метода: 1) переход от уравнения [image: image1180.wmf])
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 к уравнению вида[image: image1181.wmf])
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; 2) введение новых переменных.

Замечание. Так как  область определения логарифмической функции только множество положительных действительных чисел, при решении логарифмических уравнений необходимо либо находить область допустимых значений уравнения (ОДЗ), либо после нахождения решений уравнения делать проверку.

Рассмотрим некоторые виды простейших логарифмических уравнений.

Решение простейшего логарифмического уравнения  [image: image1182.wmf]1
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Основано на следующем важном свойстве логарифмов:

логарифмы двух положительных чисел по одному и тому же положительному отличному от единицы основанию равны тогда и только тогда, когда равны эти числа.

      Для уравнения (1) из этого свойства получаем: [image: image1183.wmf]b

a

x

=


- единственный корень.

      Для уравнения вида 
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Пример 9. Решить уравнение  [image: image1186.wmf]÷
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Решение. Поскольку [image: image1187.wmf]2
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Ответ: [image: image1193.wmf]3
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Пример 10. Решить уравнение  [image: image1194.wmf]0
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Решение. Исходное уравнение равносильно уравнению [image: image1195.wmf]1
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 , которое в свою очередь равносильно квадратному уравнению [image: image1196.wmf]1
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. Находим корни этого уравнения : х1=3,  х2=2.

Ответ: х1=3,  х2=2.


К простейшим логарифмическим уравнениям относятся также уравнения вида  [image: image1197.wmf]0
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0 имеет единственный корень [image: image1200.wmf]B
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; б) при А=1 и В=0 имеет решением любое положительное, отличное от единицы, число; в) при А=1 и В[image: image1201.wmf]¹

0 корней не имеет; г) при А[image: image1202.wmf]¹

1 и В=0 корней не имеет.


Рассмотрим методы сведения логарифмических уравнений к простейшим уравнениям и системам уравнений и неравенств.

1) Уравнение вида  [image: image1203.wmf]1
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 методом замены переменной: [image: image1204.wmf]t
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. Если t1, t2,…,tn – корни этого уравнения, то решение первоначального уравнения сводится к решению совокупности простейших уравнений: [image: image1206.wmf]1
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Пример 11.  Решить уравнение  [image: image1209.wmf]3
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Решение. 1) Обозначим [image: image1210.wmf]x
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2) Решим полученное дробно-рациональное уравнение

     [image: image1212.wmf]3
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  [image: image1215.wmf]Û
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3) Найдем значения старой переменной, решив совокупность уравнений:

       [image: image1219.wmf]ê
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 [image: image1220.wmf]Û

  х1=10,  х2 = [image: image1221.wmf]10


Ответ: х1=10,  х2 = [image: image1222.wmf]10
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2) Уравнение вида  [image: image1223.wmf]1
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Пример 12.  Решить уравнение  [image: image1226.wmf])
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Решение. 1) Уравнение равносильно системе: [image: image1227.wmf]î
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2) Решим первое неравенство системы:  [image: image1228.wmf]7

-

>

x

.

3) Решим второе уравнение системы: [image: image1229.wmf]21
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  [image: image1231.wmf]0
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   [image: image1233.wmf]9
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 . Оба корня уравнения удовлетворяют неравенству системы.

Ответ: [image: image1234.wmf]9
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Пример 13. Решить уравнение  [image: image1235.wmf])
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Решение. 1) Найдем область допустимых решений данного уравнения, для чего решим систему неравенств:  [image: image1236.wmf]î
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. Первое неравенство системы выполняется при любых значениях переменной, второе - при  [image: image1237.wmf]1
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. Поэтому система имеет решение [image: image1238.wmf]1
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2) Для решения уравнения перейдем к одному основанию логарифмов, а именно к основанию 2, воспользовавшись свойствами логарифмов:    

      [image: image1239.wmf])
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Решая полученное дробно-рациональное уравнение, находим: [image: image1244.wmf]0
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. Из найденных значений только [image: image1247.wmf]2
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 входит в область допустимых решений уравнения.

Ответ: [image: image1248.wmf]2
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Пример 14.   Решить уравнение  [image: image1249.wmf]x
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Решение. 1) Область допустимых решений уравнения [image: image1250.wmf]0
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2) Воспользуемся  свойствами логарифмов и преобразуем первоначальное уравнение:

                         [image: image1251.wmf](
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3) Введем новую переменную  [image: image1252.wmf]x
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. Найдем корни этого квадратного уравнения [image: image1254.wmf]4
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4) Первоначальное уравнение, таким образом, свелось к системе двух простейших логарифмических уравнений:  [image: image1256.wmf]4
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. Решив эти уравнения получим: 

х1 = 16,   х2 = [image: image1258.wmf]5
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. Оба подученных корня входят в область допустимых решений первоначального уравнения.

Ответ: х1 = 16,   х2 = [image: image1259.wmf]5
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3. Показательные неравенства

Решение показательных неравенств вида    [image: image1260.wmf])
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, где а – положительное число отличное от 1, основано на следующих теоремах:

1. Если а >1, то неравенство [image: image1261.wmf])
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 равносильно неравенству [image: image1262.wmf])
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2. Если 0 < а < 1, то неравенство [image: image1263.wmf])
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равносильно неравенству [image: image1264.wmf])
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Другие показательные неравенства теми или иными методами, как правило, сводятся к неравенству этого вида.

Пример 15. Решить неравенство  [image: image1265.wmf]7
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Решение. 1) Воспользовавшись свойствами степени с рациональным показателем, преобразуем неравенство (1) к виду   [image: image1266.wmf]7
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2) По теореме 1 неравенство (1) равносильно неравенству [image: image1267.wmf]7
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3) Преобразуем полученное дробно-рациональное неравенство к виду [image: image1268.wmf]0
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решив полученное неравенство методом интервалов, получаем [image: image1269.wmf]÷
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Ответ: [image: image1270.wmf]÷
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Пример 15. Решить неравенство  [image: image1271.wmf]2
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Решение. 1) Слева и справа вынесем за скобки общий множитель слагаемых:

      [image: image1272.wmf])
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2) Последнее неравенство по теореме 2 равносильно неравенству  х + 2 > 2, откуда находим: х > 0.

Ответ: [image: image1277.wmf])
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Пример 16.  Решить неравенство [image: image1278.wmf]0
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Решение. 1) Введем новую переменную [image: image1279.wmf]x

y

)

5

,

0

(

=

. Тогда заданное неравенство примет вид: [image: image1280.wmf]0

5

,

0

1

1

1

1

³

-

-

-

y

y

.

2) Решая дробно-рациональное неравенство, получим: [image: image1281.wmf]3
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3) Решим каждое из неравенств совокупности. Воспользуемся свойствами степени и определением логарифма: 1 = (0,5)0;  [image: image1285.wmf]3
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;   2 = (0,5)-1, тогда каждое из неравенств совокупности примет вид: (0,5)0 < (0,5)x [image: image1286.wmf]3
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;  (0,5)x > (0,5)-1. Используя теорему 2 перейдем к рациональным неравенствам, решая их получим:  х<-1  и [image: image1287.wmf]0
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Ответ: [image: image1288.wmf]÷
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4. Логарифмические неравенства

Любое логарифмическое неравенство может быть в конечном счете сведено к неравенству вида        [image: image1289.wmf])
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Решение такого неравенства основывается на следующих теоремах:

1. Если а > 1, то неравенство вида (1) равносильно системе неравенств: [image: image1290.wmf]ï

î

ï

í

ì

>

>

>

)

(

)

(

0

)

(

0

)

(

x

g

x

f

x

g

x

f


2. Если 0 < а < 1, то неравенство (1) равносильно системе неравенств: [image: image1291.wmf]ï
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Замечания 1. Первые два неравенства систем задают область допустимых решений неравенства (1).

2. В системе из теоремы 1 можно опустить первое неравенство, так как оно следует из второго и третьего. Аналогично в системе из теоремы 2 можно опустить второе неравенство.

Пример 17. Решить неравенство [image: image1292.wmf]1
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Решение. 1) Так как    [image: image1293.wmf]2
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. По теореме 2 это неравенство равносильно системе неравенств: [image: image1295.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

³

-

-

-

>

-

-

-

2

11

4

6

4

2

0

11

4

6

4

2

2

2

x

x

x

x

x

x


2) Решив систему неравенств, получим [2;  2,75) [image: image1296.wmf]È
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Ответ: [2;  2,75) [image: image1298.wmf]È
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Пример 18. Решить неравенство [image: image1300.wmf]2
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Решение. 1) Найдем область допустимых решений неравенства, для чего решим систему неравенств: [image: image1301.wmf]Þ
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2) Используя свойства логарифма, в первоначальном уравнении перейдем к логарифмам с основанием 2 (см. свойства в начале статьи): [image: image1303.wmf])
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3) Введем новую переменную [image: image1305.wmf]x
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4) Решая полученное дробно-рациональное неравенство,  найдем  [image: image1307.wmf]2
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5) Таким образом решение первоначального логарифмического неравенства свелось к решению совокупности логарифмических неравенств: [image: image1310.wmf]ê
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. Учитывая область допустимых значений первоначального неравенства имеем: [image: image1313.wmf]4
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Ответ: [image: image1316.wmf](
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Контрольные задания


Представленные ниже задачи являются контрольным заданием для учащихся 10 классов. Решения необходимо оформить в отдельной тетради и выслать по адресу 680000, г. Хабаровск, ул. Дзержинского, 48, ХКЦТТ, ХКЗФМШ. Для зачета нужно набрать не менее 25 баллов (каждая правильно решенная задача оценивается в 3 балла)

Решить уравнения
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М10.3.2. [image: image1319.wmf]1536

8

4

2

1

4

1

6

1

12

=

+

-

-

-

-

x

x

x

                      М10.3.6. [image: image1320.wmf](
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М10.3.3.  [image: image1321.wmf]1
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Решить неравенства:

М10.3.9.  [image: image1325.wmf]1
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                    М10.3.11. [image: image1326.wmf]0
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М10.3.10. [image: image1327.wmf]0
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Математика, 11 класс

Кармакова Тамара Сергеевна

ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА

Уважаемые одиннадцатиклассники!


В этом учебном году вам предстоит сдавать единый государственный экзамен (ЕГЭ) по математике. Вы уже знаете его особенности:

· он совмещает школьный выпускной и вступительный в вуз;

· его результаты оцениваются и по пятибалльной и по 100-бальной системам;

· содержание экзаменационной работы будет представлено тестом из 30заданий;

· задания теста разделены на три неравноценные части: часть 1 – 16 заданий базового уровня; часть 2 – 10 заданий повышенной сложности; часть 3-четыре задания высокого уровня сложности;

· задания теста будут отличаться и требованиями к их оформлению: в заданиях части 1 в бланке ответов необходимо указать номер правильного ответа; в заданиях части 2 – записать ответ; задания части 3 необходимо будет представить с полным  решением.

Рассмотрим вопросы содержания ЕГЭ.


Задания ЕГЭ связаны со следующим темами школьного курса математики:

1. Выражения и преобразования.

2. Уравнения и неравенства.

3. Функции

4. Геометрические фигуры и геометрические величины.

5. Числа и вычисления

По теме «Выражения и преобразования» задания включают преобразования выражений, содержащих корни, степени с рациональными показателями, логарифмы  и тригонометрические функции. Задания частей 1 и 2 содержат одно из требований:

· найти значение выражения;

· упростить выражение;

· выполнить действия.

Пример 1. Найдите значение выражения  

                                       [image: image1329.wmf],
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                          1) 1;                2) [image: image1331.wmf]9
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Решение.
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Ответ: 2.

Пример 2.  Упростить выражение  [image: image1340.wmf]a
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Решение. 

 [image: image1341.wmf]a
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Ответ: 1.


Задания части 3 по теме «Выражения и преобразования» сложнее: они содержат дополнительные условия или задания не содержат явного требования произвести то или иное преобразование.

Пример 3.  Известно, что [image: image1344.wmf]5
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. Найти наименьшее целое значение [image: image1345.wmf]a
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Решение. 1) Преобразуем данное неравенство [image: image1346.wmf]5
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, сведя логарифм к основанию а:     [image: image1347.wmf]5
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;  [image: image1351.wmf]0
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2)Преобразуем искомый логарифм [image: image1354.wmf]a
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 к основанию а: 

          [image: image1355.wmf]a
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= [image: image1356.wmf]ab
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3) Оценим выражение [image: image1358.wmf]b
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, используя полученные значения [image: image1359.wmf]b
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, т.е. наименьшее целое значение [image: image1364.wmf]b
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б)  [image: image1365.wmf]2
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, но этот результат не удовлетворяет условию задачи.





Ответ: 7.


По теме «Уравнения и неравенства» проверяются умения решать простейшие показательные, логарифмические уравнения и неравенства, тригонометрические уравнения и умения использовать общие методы решения показательных, логарифмических, иррациональных, тригонометрических уравнений и неравенств (введение новой переменной, разложение на множители, графический, использование свойств функций), системы уравнений.


Задания 1-2 частей чаще всего имеют такие формулировки: «Найдите сумму (произведение) корней уравнения», «укажите промежуток, которому принадлежит корень уравнения», «укажите количество корней уравнения», «укажите наибольший (наименьший) корень уравнения», «сколько корней имеет уравнение», «решите уравнение (неравенство)».

Пример 4.  Сколько корней имеет уравнение  [image: image1368.wmf]0
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Решение. Заменим данное уравнение на равносильное [image: image1369.wmf]0
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. Произведение двух множителей равно нулю, если хотя бы один из них равен нулю и при этом второй множитель имеет смысл. То есть полученное уравнение равносильно совокупности  смешанной системы   [image: image1370.wmf]î
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     и уравнения   [image: image1371.wmf]0
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Решением системы являются х: [image: image1372.wmf]p

2

3

-

; [image: image1373.wmf]2
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;  [image: image1374.wmf]2
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;  [image: image1375.wmf]p
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. Решением уравнения являются [image: image1376.wmf]5
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x

. Следовательно, исходное уравнение имеет 6 корней.


 Ответ: 6.


В части 3 темы «Уравнения и неравенства» обычно предлагаются уравнения и неравенства комбинированного характера, содержащие параметр или неизвестные под знаком модуля.

Пример 5.  При каких значениях а выражение [image: image1377.wmf])
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 не равно нулю ни при каких значениях х?

Решение. Переформулируем задание: найти а, при которых уравнение [image: image1378.wmf]0

)

sin

cos

3

(

cos

2

=

+

×

+

x

a

x

x

 не имеет решения?


Выполним тождественные преобразования и приведем уравнение к квадратному относительно [image: image1379.wmf]tgx
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                              [image: image1382.wmf]0
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;  [image: image1383.wmf]0

5

2

=

+

=

atgx

tgx

.

Полученное уравнение не имеет решения, если дискриминант отрицательный:

                             [image: image1384.wmf]ac
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.
Ответ: [image: image1387.wmf](
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Пример 6.  Найти все целые значения параметра а, при которых неравенство 

                      [image: image1388.wmf]x
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   не имеет решений.
Решение. 1) Найдем область определения неравенства:

               [image: image1389.wmf]ï
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    [image: image1391.wmf]1
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2) Найдем значения а, при которых [image: image1392.wmf]2
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 - не является решением данного неравенства.

Пусть [image: image1393.wmf]2
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 - решение данного неравенства. Это значит, что [image: image1394.wmf]1
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 не является решением.

3) Теперь найдем те значения а, при которых [image: image1397.wmf]1
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 не является решением данного неравенства. Это значит, что  [image: image1398.wmf]2
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 не является решением.

4) Найдем те значения а, при которых и [image: image1401.wmf]2
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 и [image: image1402.wmf]1
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 не являются решениями данного неравенства. Это [image: image1403.wmf]1
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. Целыми значениями а из полученного интервала является  [image: image1404.wmf]0
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Ответ: [image: image1405.wmf]0

=

a

.


По теме «Функции» на ЕГЭ проверяются знания свойств функций: область определения, множество значений, четность и нечетность, возрастание и убывание, наибольшее и наименьшее значения и умения исследовать данную функцию как по её графику, так и по аналитическому заданию. При выполнении перечисленных типов заданий можно пользоваться как элементарными средствами, так и дифференциальным исчислением.

Пример 7.  Найти длину промежутка возрастания функции [image: image1406.wmf]1
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x
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y

.
Решение. 1) Областью определения данной функции является множество действительных чисел.

                   [image: image1407.wmf](
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2) Найдем значения х, при которых производная принимает положительные значения: 

                               [image: image1410.wmf]0
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3) Так как в точках [image: image1413.wmf]1
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 данная функция непрерывна, то промежутком возрастания будет отрезок [image: image1415.wmf][
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Ответ: 2.


Задания части 3 по теме «Функции» отличаются от задач 1-2 частей сочетанием в условии различных элементарных функций.

Пример 8.   Найдите множество значений функции

                                                       [image: image1416.wmf]÷
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Решение.  Для нахождения множества значений данной функции воспользуемся свойствами верных числовых неравенств. В качестве исходной функции выберем [image: image1417.wmf]x
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Задания по теме «Геометрические фигуры и геометрические величины» содержатся во 2 и 3 частях теста ЕГЭ, причем задания на применение знаний, как планиметрии, так и стереометрии.


Планиметрические задачи связаны с треугольниками, четырехугольниками, окружностью, правильными многоугольниками и их комбинациями. Задачи проверяют умения применять теоремы Пифагора, косинусов и синусов, признаки равенство и подобия треугольников, свойства касательных и хорд, свойства медиан, биссектрис и высот треугольника, свойства диагоналей ромба, прямоугольника, трапеции.

Пример 9.  В прямоугольном треугольнике АВС на катете АВ как на диаметре, построена окружность, разбивающая гипотенузу на части в отношении 3:2, считая от вершины С. Найти площадь треугольника АВС, если его гипотенуза равна 10 ([image: image1433.wmf]44
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).
Решение.   Дано: ΔАВС, окр.(О, АВ);  [image: image1434.wmf]0
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                   Найти: [image: image1435.wmf]ABC
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Решение: 1) Так как АВ – диаметр окружности, то [image: image1436.wmf]0
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(как вписанный и опирающийся на диаметр), значит [image: image1437.wmf]AC
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2) Так как АС=10 и АС=3+2=5 частям, то [image: image1438.wmf]4
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3) По свойству высоты, опущенной из вершины прямого угла, запишем [image: image1439.wmf],
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4) Зная сторону АС и высоту ВМ к ней, вычислим  [image: image1442.wmf]BM
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Ответ: 24,4.


По стереометрии задачи связаны с темами «Многогранники» и «Фигуры вращения». Контрольно-измерительные материалы ЕГЭ проверяют знания о взаимном расположении прямых и плоскостей в пространстве и умения вычислять углы (между прямой и плоскостью, между прямыми, между плоскостями, между скрещивающимися прямыми) и расстояния (от точки до прямой, между скрещивающимися прямыми, между параллельными плоскостями), проверяются знания свойств параллелепипеда пирамиды, правильных многогранников и фигур вращения.

Пример 10.  В правильной треугольной пирамиде SABC объемом 42 точка О – центр вписанной в треугольник SAB окружности, а боковое ребро в 7 раз больше ребра основания АВС. Вычислить объем пирамиды ОАВС.

Дано: SABC – правильная пирамида, [image: image1444.wmf]SABC

V

=42, О – центр вписанной в [image: image1445.wmf]ABC

D

.

           AS = 7АВ.

Найти: [image: image1446.wmf]OABC

V


Решение. (Один из вариантов)

1) Введем вспомогательный параметр 

х= АВ = ВС = АС. Тогда AS = 7х.

2) По формуле Герона [image: image1447.wmf]=
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×
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[image: image1448.wmf].
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3) ОМ = r = [image: image1449.wmf]30
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2
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4
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2
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S
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=

.

4) [image: image1450.wmf]AMS

D

:    [image: image1451.wmf]4

49
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x

x

SM

-

=

 = [image: image1452.wmf].
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4

x


5) [image: image1453.wmf]SMN

D

 подобен [image: image1454.wmf]MOK

D

:   [image: image1455.wmf]15

=

=

OM

SM

k

.

6)  [image: image1456.wmf]15
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V
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.     [image: image1457.wmf]5
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=
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V

. 
Ответ: 2,8.

Пример 11. Сторона основания правильной треугольной пирамиды равна а, и боковое ребро равно l. Найти радиус шара, касающегося всех ребер пирамиды.

Дано: SABC –правильная пирамида, SB=SA=SC=l,  AB=AC=CB=a, О – центр шара. 

Найти: ОК

Решение. 1) [image: image1458.wmf]r

ON

OK

SB

OK

=

=

^

,

 так как шар касается всех ребер.

2) [image: image1459.wmf]2

a

BN

BK

=

=

 по свойству касательных к шару, проведенных из точки В.

3) [image: image1460.wmf]SOK

D

 подобен [image: image1461.wmf]SB

O

1

D

 (по двум углам):  [image: image1462.wmf]1

1

SO

SK

B

O

OK

=

  или  [image: image1463.wmf]1

1

SO

SK

B

O

OK
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=

= [image: image1464.wmf]3
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 = [image: image1465.wmf]2
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 = [image: image1466.wmf]2
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.  Ответ: [image: image1467.wmf]2
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По теме «Числа и вычисления» задания связаны с основными задачами на проценты, пропорции и текстовые задачи.

Пример 12.  Цену на калькулятор сначала повысили на 25%, а потом ещё на 65%. Во сколько раз повысилась цена.

Решение. Пусть цена была х рублей, после первого повышения цена стала

х + 0,25х = 1,25х,

а после второго

1,25х + 0,65•1,25х = 2,0625х.

Отношение второй новой цены к первоначальной равно [image: image1468.wmf]х

х

0625

,

2

 = 2,0625[image: image1469.wmf]»

2.      Ответ: 2.

Пример 13. Если первый тракторист вспахивает поле на 2 часа быстрее второго, а вместе они вспахивают это же поле за [image: image1470.wmf]5

2

2

часа, то число часов, за которое один второй тракторист выполняет эту работу равно……

Решение. Пусть первый тракторист вспахивает поле за  х часов, тогда второй – за (х+2)часа и их производительность будет соответственно [image: image1471.wmf]х

1

 и [image: image1472.wmf]2

1

+

х

. Так как, работая вместе, они вспахивают это поле за [image: image1473.wmf]5

2

2

часа, то можно составить уравнение:

 [image: image1474.wmf]х

1

 + [image: image1475.wmf]2

1

+

х

 = [image: image1476.wmf]12

5

. Откуда получаем х = 4, тогда х + 2 = 6. 

Ответ: 6.

Пример 14.  Из треснувшей бочки за 5 часов вытекает 4 литра воды. Сколько воды было в бочке, если она опустела за 7,5 часов?

Решение. Запишем условие задачи схематически:    4 л [image: image1477.wmf]¾

®

¾

 5 ч

                                                                                         х л [image: image1478.wmf]¾

®

¾

 7,5 ч

Имеем прямую пропорциональную зависимость, следовательно, 5 : 7,5 = 4 : х  или

             [image: image1479.wmf]6

5

4

5

,

7

=

×

=

х

л. 

Ответ: 6.

Задачи для самостоятельного решения


Попробуйте выполнить представленную ниже работу за 1час 20 минут. Будьте внимательны. Читая задачу, подчеркивайте ключевые слова, это поможет вам правильно ответить на вопрос задачи.

ЧАСТЬ 1.

Укажите номер правильного ответа.

1. Найдите значение выражения  [image: image1480.wmf]5

2

1

32

5

5

5

-

×


       1) 23;            2) 3;            3) 1;             4) [image: image1481.wmf]5

3

.

2. Упростите выражение  [image: image1482.wmf]3

log

2

12
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4

2
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3

log

4

-

+

.

       1) 8;              2) 12;          3) 6;             4) 5.

3. Решить неравенство  [image: image1483.wmf]4
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ö

ç
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æ

+

x


    1) [image: image1484.wmf](

)

4

;

-

¥

-

;    2) [image: image1485.wmf](

)

¥

-

;

4

;  3) [image: image1486.wmf]]

4

;

(

-

-¥

     4)  [image: image1487.wmf])

;

4

[

¥

.

4. Найдите значение производной функции [image: image1488.wmf])

(

x

f

y

=

 в точке [image: image1489.wmf]0

x


        1) [image: image1490.wmf]3

4

-

;          2) [image: image1491.wmf]4

3

;          3) [image: image1492.wmf]4

3

-

;         4) [image: image1493.wmf]3

4

.

5. Укажите промежуток возрастания  функции [image: image1494.wmf])

(

x

f

y

=

, заданной графиком

        1) [image: image1495.wmf][

]

4

,

0

;        2) [image: image1496.wmf][

]

3

,

0

;       3) [image: image1497.wmf][

]

2

,

2

;       4) (-2; 2).

ЧАСТЬ 2.

Для каждого задания укажите ответ.

6. Решите уравнение  [image: image1498.wmf]3

9

2

-

=

-

+

x

x

.

7. Найдите число целых решений неравенства  [image: image1499.wmf]0

)
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.

8. Найдите значение выражения  [image: image1500.wmf]0
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9. Найдите произведение корней уравнения  [image: image1501.wmf]0
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10. Угол между высотой правильной треугольной пирамиды и апофемой равен 600. Найдите объём пирамиды, если апофема [image: image1502.wmf]3

2

.

ЧАСТЬ 3.

К каждому заданию приведите полное решение.

11. Решите неравенство  [image: image1503.wmf]0
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.

12. Решите неравенство  [image: image1504.wmf])
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 [image: image1505.wmf]£

 [image: image1506.wmf])
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13. Решите уравнение  [image: image1507.wmf]÷

÷
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 = [image: image1508.wmf](

)

1

1

6

5

lg

2

+

+

+

-

x

x

.
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9 класс

1. В прямоугольном треугольнике высота, опущенная на гипотенузу, делит ее на отрезки, разность которых равна одному из катетов треугольника. Найти углы треугольника.

Решение: Пусть [image: image1509.wmf]ABC

 прямоугольный треугольник с прямым углом [image: image1510.wmf]B

 и [image: image1511.wmf]BH

 высота. На отрезке [image: image1512.wmf]HC

 отметим точку [image: image1513.wmf]K

 с [image: image1514.wmf]HK

AH

=

. Из условия задачи следует, что [image: image1515.wmf]BK

AB

KC

=

=

. Поэтому [image: image1516.wmf]ACB

AKB

BAC

Ð
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Ð

2

. Отсюда находим, что [image: image1517.wmf]°
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.

2. Пусть [image: image1518.wmf]3
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a

a

 — произвольные вещественные числа, а [image: image1519.wmf]3

2
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,

,

b

b

b

 они же, но взятые в другом порядке. Доказать, что [image: image1520.wmf]2
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Решение: Заметим, что

[image: image1521.wmf]2
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Складывая почленно эти три неравенства, получим

[image: image1522.wmf]2
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3. В вершинах правильного восьмиугольника расставлены знаки + и -. Каждой вершине сопоставляется тройка знаков (типа (+, -, +)), на первом месте которой стоит знак из соседней вершины справа, на втором из самой вершины, а на третьем из соседней слева. Сколько имеется вариантов расстановки знаков при условии: все 8 возникающих троек (для каждой вершины) попарно различны?

Решение: Общее количество всех возможных троек знаков равно 8. Из условия задачи следует, что каждая из них соответствует некоторой вершине. Группа из трех подряд идущих плюсов должна соседствовать с минусами справа и слева. То же самое верно и в отношении трех подряд идущих минусов. Это возможно только в случае, если за группой из трех плюсов сразу же идет группа из трех минусов (справа или слева). Поэтому общее количество вариантов равно [image: image1523.wmf]16

8

2

=

´

.
4. Натуральные числа от 1 до 9 раскрашены в два цвета. Доказать, что найдутся три различных числа одного цвета, одно из которых равно сумме двух других.

Решение: Пусть цвета есть белый и черный. При этом 9 имеет черный цвет. Предположим, что утверждение неверно. Для пары (1,2) возможны четыре варианта раскрашивания: (Б,Б), (Б,Ч), (Ч,Б), (Ч,Ч). Рассматривая каждый из них легко приходим к противоречию. Например, для пары (Б,Ч) рассуждения выглядят так.

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	Б
	Ч
	
	
	
	
	
	
	Ч


1) Так как 2+7=9, то 7 ( Б и

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	Б
	Ч
	
	
	
	
	Б
	
	Ч


2) Так как 1+7=8, то 8 ( Ч и

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	Б
	Ч
	
	
	
	
	Б
	Ч
	Ч


3) Так как 1+6=7, то 6 ( Ч и

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	Б
	Ч
	
	
	
	Ч
	Б
	Ч
	Ч


Получено противоречие, поскольку 2+6=8!
5. Пусть [image: image1524.wmf]m

 и [image: image1525.wmf]n

 натуральные числа, для которых [image: image1526.wmf]m

n

>

. С их помощью построена последовательность натуральных чисел [image: image1527.wmf]k
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 по правилу: [image: image1528.wmf]2
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 есть остаток от деления [image: image1529.wmf]i

a

 на [image: image1530.wmf]1

+

i

a

. Доказать, что [image: image1531.wmf]n

k

<

2

.

Решение: Заметим, что для некоторого натурального [image: image1532.wmf]i

k

 (неполное частное) [image: image1533.wmf]2
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 с [image: image1534.wmf]1
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Отсюда находим, что

[image: image1536.wmf]k
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Следовательно,

[image: image1537.wmf]n

a
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2

.

10 класс

1. В круг радиуса 1 помещено два треугольника, площадь каждого из них больше 1. Доказать, что эти треугольники пересекаются.

Решение: Легко проверить, что если площадь треугольника больше 1, то центр круга лежит внутри треугольника. Значит, два треугольника имеют общую точку — центр.
2. Натуральные числа от 1 до 9 раскрасили в два цвета. Доказать, что найдутся среди них три различных числа одного цвета, составляющие арифметическую прогрессию.

Решение: Выберем для раскраски белый и черный цвета так, что 9 имеет белый цвет. Предположим, что наше утверждение неверно. Рассмотрим случай, когда 1 и 3 имеют белый цвет:

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	Б
	
	Б
	
	
	
	
	
	Б


1) Тогда 2, 5, 6 — черные:

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	Б
	Ч
	Б
	
	Ч
	Ч
	
	
	Б


2) Значит 4 и 7 — белые:

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	Б
	Ч
	Б
	Б
	Ч
	Ч
	Б
	
	Б


Мы пришли к противоречию, поскольку 8 не может быть ни черным, ни белым из-за прогрессий: 7, 8, 9; 2, 5, 8. Точно также приводят к противоречию оставшиеся три случая (1, 3): (Б, Ч), (Ч, Б), (Ч, Ч).

3. Доказать, что при любых положительных [image: image1538.wmf]a

 и [image: image1539.wmf]b

выполняется неравенство [image: image1540.wmf](
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+

.

Решение: Положим [image: image1541.wmf]2

x

a

=

 и [image: image1542.wmf]2

y

b

=

. Извлекая корень квадратный из обеих частей неравенства, получим

[image: image1543.wmf])
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.

После очевидных преобразований получаем эквивалентное неравенство

[image: image1544.wmf]0

)

(

4

³

-

y

x

,

справедливое при всех [image: image1545.wmf]x

 и [image: image1546.wmf]y

.
4. Доказать, что расстояние от одной из вершин (какой-то!) выпуклого четырехугольника до противоположной диагонали не превосходит половины этой диагонали.

Решение: Пусть [image: image1547.wmf]ABCD

 выпуклый четырехугольник и [image: image1548.wmf]BD

AC

£

. Опустим из вершин [image: image1549.wmf]A

 и [image: image1550.wmf]C

 перпендикуляры [image: image1551.wmf]1

AA

 и [image: image1552.wmf]1

CC

 на диагональ [image: image1553.wmf]BD

. Тогда [image: image1554.wmf]BD

AC

CC
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£

£

+

1

1

, а значит [image: image1555.wmf]2

/

1

BD
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£

 или [image: image1556.wmf]2

/

1

BD

CC

£

.

5. Из натуральных чисел от [image: image1557.wmf]1

 до [image: image1558.wmf]n

2

 выбрано [image: image1559.wmf]1

+

n

 число. Доказать, что среди них найдутся два, одно из которых делится на другое.
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Первое есть делитель второго. А это и требовалось доказать.

11 класс

1. Можно ли квадрат разрезать на три не равных, но подобных прямоугольника?

Решение. Разрежем единичный квадрат на три прямоугольника следующим способом. Если стороны большого прямоугольника [image: image1573.wmf]1
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3. Внутри правильного треугольника [image: image1590.wmf]ABC
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 бесконечная последовательность натуральных чисел. Доказать, что в ней существует либо бесконечная подпоследовательность, любые два члена которой не кратны друг другу, либо бесконечная подпоследовательность, каждый член которой кратен предыдущему.

Решение. Рассмотрим те члены заданной последовательности, которые не являются делителями других членов последовательности. Если их число бесконечно, то они образуют бесконечную подпоследовательность, любые два члена которой не кратны друг другу и утверждение задачи доказано. Если их число конечно, то вычеркнув их и все их делители из исходной последовательности, мы получим бесконечную последовательность, в которой каждый член является делителем по крайней мере еще одного члена последовательности. Из последней мы можем выбрать подпоследовательность, в которой каждый последующий член будет кратен предыдущему. А это и требовалось доказать.
5. Какое наибольшее количество  натуральных чисел от [image: image1612.wmf]1

 до [image: image1613.wmf]2002

 можно выбрать так, чтобы для любых различных трех из них сумма двух не равнялась третьему?

Решение. Пусть [image: image1614.wmf]M

 наибольшее из выбранных чисел. По условию, из любой пары чисел 
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Заметим, что последовательность натуральных от 1001 до 2002 из 1002 чисел удовлетворяет условию.

ТРЕНИРОВОЧНЫЕ ЗАДАЧИ ПО МАТЕМАТИКЕ

Дорогие ребята, вашему вниманию предлагаются тренировочные задачи, решение которых поможет вам лучше подготовиться к олимпиаде по математике. Для удобства задачи сгруппированы по темам и снабжены указаниями.

1. Арифметика
1.1. Нам обоим вместе 63 года. Сейчас мне вдвое больше лет, чем было Вам тогда, когда мне было столько лет, сколько Вам сейчас. Сколько сейчас лет мне и сколько Вам?

Указание: обозначить Ваш настоящий возраст через y, а прежний через х. Составить систему уравнений и решить её. Отв. 36 и 27.

1.2. Двое учащихся – высокий и маленький – вышли одновременно из одного и того же дома в одну школу. У одного из них шаг был на 20% короче, чем у другого, но зато он успевал за то же время делать на 20% больше шагов, чем другой. Кто из них раньше пришел в школу?

Указание: принять шаг высокого за одну часть, тогда шаг низкого составит 4/5 части. Отв. Низкий идет медленнее, значит придет в школу позднее.

1.3. Каково наибольшее число квартир в сто квартирном доме, у которых сумма цифр номера одинаковая?

Указание: номера квартир в доме принимают значения от 1 до 100, значит, сумма цифр номера квартиры изменяется от 1 до18. В каждом десятке номеров сумма цифр различна, значит одинаковые суммы цифр могут иметь лишь номера квартир с различными цифрами десятков. Отв. 10.

1.4. Написать число 100: а) шестью одинаковыми цифрами, б) десятью различными значащими цифрами.

1.5. Написать число 9 десятью различными цифрами.

1.6. Что больше: а) 5300 или 3500?   б) 2700 или 5300?  в) 2300 или 3200?

Указание: привести степени к степеням с одинаковыми показателями, например под а) 5300 = 125100;  3500= 243100, и сравнить.

2. Логические задачи
2.1. Можно ли выложить в цепь, следуя правилам игры все 28 костей домино так, чтобы а) на одном конце оказалась шестерка, а на другом пятёрка?  б) на обоих концах была шестерка?

2.2. Среди 12 монет имеется одна фальшивая. Найти её четырьмя взвешиваниями на весах с двумя чашками без гирь, если неизвестно, легче она или тяжелее остальных.

2.3. Найдите, какую цифру обозначает каждая буква в следующем равенстве: 

           а)   АХА = БАХ,   б) ПИП = ИЛИ,    в) ААН = АННА,   г) КАК = БК.

2.4. Доказать, что среди любых шести человек найдутся либо трое попарно знакомых, либо трое незнакомых друг с другом. (Задача Рамсея)

3. Принцип Дирихле

3.1. Доказать, что среди шести любых целых чисел найдутся два, разность которых делится на 5.

Указание: рассмотреть систему различных остатков от деления целого числа на 5. Таких остатков будет всего пять, а по условию рассматривается шесть чисел.

3.2. Имеется n целых чисел. Доказать, что среди них найдутся несколько (или, быть может, одно), сумма которых делится на n.

Указание: если а1, а2,…аn – данные числа,  рассмотреть n сумм: а1;  а1 +  а2;  а1 +  а2 + а3; …; а1 +  а2 + а3 … + аn. Либо одна из этих сумм делится на n, либо ни одна не делится, но тогда найдутся две суммы, имеющие одинаковый остаток при делении на n.

3.3. В классе 33 ученика, сумма их возрастов составляет 430 лет. Справедливо ли утверждение, что найдутся в классе 20 учащихся, сумма возрастов которых больше 260?

Указание: предположить противное.

3.4. Можно ли найти такие две (разные) степени числа 4, у которых а) последняя цифра одинакова? б) две последние цифры одинаковы?  в) три последние цифры одинаковы?

Указание: доказать существование двух разных степеней числа 4, которые дают одинаковые остатки при делении на 10, 100 или 1000.

4. Задачи на делимость

4.1. Доказать, что сумма квадратов трех целых чисел не может при делении на 8 дать в остатке 7.

Указание: по теореме о делении с остатком произвольное целое число m можно записать как m = 8q + r, где r = 0, 1, 2, …, 7. Выяснить какие остатки будет давать квадрат числа 8q + r, и рассмотреть сумму трех таких квадратов.

4.2. Найти все такие натуральные числа, которые увеличиваются в 9 раз, если между цифрой единиц и цифрой десятков вставить нуль.

Указание: записать исходное число в виде 10N + b, где b – цифра единиц. Тогда по условию девятикратное число равно 100N + b, поэтому   9(10N+b)= 100N + b.

4.3. Найти наибольший общий делитель чисел 2n + 3 и n + 7.

Указание: наибольший общий делитель двух чисел совпадает с НОД одного из этих чисел и их разности. НОД 2n + 3 и n + 7 равен НОД n + 7 и n – 4, равен НОД  n – 4 и 11.

4.4. Доказать, что дробь несократима  [image: image1618.wmf]2
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Указание: см. задачу 4.3.

4.5. Доказать, что произведение четырех последовательных натуральных чисел, сложенное с единицей, есть точный квадрат.

Указание: рассмотреть четыре последовательных натуральных числа n – 1, n, n + 1, n + 2. Найти чему равно их произведение, сложенное с единицей. 

4.6. Числа р и 2р + 1 простые и р>3. Доказать, что число 4р + 1 составное.

Указание: простое число р при делении на 3 может иметь остатки 1 или 2, т.е. p = 3p + 1 или p = 3p + 2. Найти чему будет равно число 2р + 1, учесть, что оно тоже простое. Найти чему будет равно число 4р + 1.

5. Геометрические задачи

5.1. В четырехугольнике три тупых угла. Доказать, что из двух его диагоналей большей является та, которая проведена из вершины острого угла.

Указание: построить диагональ из вершины острого угла и на ней, как на диаметре построить окружность.

5.2. Через середину гипотенузы прямоугольного треугольника проведен перпендикуляр. Отрезок этого перпендикуляра, заключенный внутри треугольника, равен 3 си, а вне треугольника (до пересечения с продолжением другого катета) 9 см. Найти длину гипотенузы.

Указание: использовать подобие треугольников. 

5.3. Доказать, что круги, построенные на сторонах выпуклого четырехугольника, как на диаметрах, покрывают весь четырехугольник.

Указание: предположить противное – пусть внутри четырехугольника существует точка, не покрытая ни одним кругом. Рассмотреть углы с вершиной в этой точке и опирающиеся на стороны четырехугольника.

5.4. В трапеции ABCD    AD  и ВС – основания, О – точка пересечения диагоналей. Даны площади [image: image1619.wmf]AOD
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Указание: учесть, что высота трапеции равна сумме высот треугольников, проведённых к сторонам AD  и ВС, тогда площадь трапеции есть полусумма оснований трапеции, умноженная на сумму высот треугольника. Далее воспользоваться подобием треугольников и свойством площадей подобных треугольников. Отв. [image: image1621.wmf](
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5.5. В треугольнике центр вписанной и описанной окружности совпадают. Доказать, что треугольник равносторонний.

Указание: рассмотреть стороны треугольника, как хорды описанной около него окружности.

6. Разные задачи

6.1. Доказать, что число 11…11 (восемьдесят одна единица) делится на 81.

Указание: представить число, как сумму девяти слагаемых, в каждом из которых первые девять цифр единицы, а остальные нули, вынести одинаковые сомножители 111111111 за скобки и доказать, что оба получившихся сомножителя делятся на 9.

6.2. Двое А и В играют в такую игру: поочерёдно называют целые положительные числа, причем игрок А называет число не большее 10, игрок В называет число, превышающее число, названное игроком А, но не более чем на 10 и т.д. Выигрывает тот, кто назовёт число 100. Как должен играть А, чтобы заведомо выиграть?

6.3. Докажите, что число 11…1122…22 (состоящее из 100 единиц и 100 двоек) есть произведение последовательных целых чисел.

Указание: см. указание к задаче 6.1.

6.4. a  и b целые положительные числа. Известно, что из следующих четырех утверждений:

1) а + 1 делится на b;

2) а равно 2b + 5;

3) а + b делится на 3;

4) а + 7b – простое число;

      три верных, а одно неверное. Найдите все возможные пары а , b.

      Указание: выяснить сначала, какие из перечисленных утверждений истины.

6.5. Найти натуральное число А, если из трёх следующих утверждений два верны, а одно – неверно:   

1) А + 51 есть точный квадрат;

2) Последняя цифра числа А есть единица;

3) А – 38 есть точный квадрат. 

6.6. Доказать, что из любых 5 целых чисел можно найти 3, сумма которых делится на 3.

6.7. Доказать, что если каждое из двух чисел есть сумма квадратов двух целых чисел, то их произведение также есть сумма двух квадратов.

Указание: если [image: image1622.wmf]2
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6.8. В турнире принимают участие 15 шахматистов. Может ли быть, чтобы в некоторый момент каждый из них сыграл ровно 7 партий?

Указание: предположить противное.
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КОМБИНАТОРИКА


Человеку часто приходится иметь дело с задачами, в которых нужно подсчитать число всех возможных способов расположения некоторых предметов или число всех возможных способов осуществления некоторого действия. Сколькими способами можно расположить 50 человек в очереди в кассу за билетами в кино? Сколькими способами могут быть распределены  золотая, серебряная и бронзовая медали на чемпионате Европы по футболу? Задачи такого типа называются комбинаторными.


С комбинаторными вычислениями приходится иметь дело представителям многих специальностей: ученому-химику при рассмотрении различных возможных типов связи атомов и молекулах, биологу при изучении различных возможных последовательностей чередования аминокислот в белковых соединениях, конструктору вычислительных машин, агроному, рассматривающему различные возможные способы посевов на нескольких участках, диспетчеру при составлении графика движения. Комбинаторные соображения лежат в основе решения многих задач теории вероятностей – важного раздела современной математики, посвященного изучению случайных явлений.

Основные комбинаторные принципы


Рассмотрим два основных комбинаторных принципа (правила), которые часто применяются при комбинаторных расчетах. Перед тем как формулировать первый принцип рассмотрим задачу.

Задача 1. Из города А в город В можно добраться поездом, автобусом, самолетом, теплоходом; из города В в город С можно добраться теплоходом и автобусом. Сколькими способами можно осуществить путешествие по маршруту город А – город В – город С?

Решение. Если вид транспорта от А до В уже выбран (один из четырёх) то от В до С можно добраться двумя вилами транспорта. Так как добраться из А в В можно на четырех видах транспорта, то очевидно, что из А в С можно добраться 4*2=8 способами. Наши рассуждения можно проиллюстрировать схемой: 

                                                                       А

                                                               1   2   3    4

                                                                       В 

       

                                              1         2       3  4  5  6     7       8                         

                                                                       С  


Соображения, которые были приведены при решении задачи 1, могут быть сформулированы в общем виде следующим образом:


Принцип произведения (Пр П) Если элемент х из множества Х может быть выбран m способами и после каждого такого выбора элемент y из множества Y может быть выбран n способами, то элементы x и y могут бать выбраны [image: image1624.wmf]n

m

×

способами.


Мы сформулировали принцип произведения для двух множеств, но он может быть обобщен на любое конечное число множеств:


Пр П: Если элемент [image: image1625.wmf]1

x

 из множества Х1 может быть выбран m1 способами, и после каждого такого выбора элемент [image: image1626.wmf]2

x

из множества Х2 может быть выбран m2 способами, и после каждого такого выбора элемент [image: image1627.wmf]3

x

из множества Х3 может быть выбран m3 способами,…, и после каждого такого выбора элемент [image: image1628.wmf]k
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из множества Хk может быть выбран mk способами, то элементы [image: image1629.wmf]1
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и [image: image1630.wmf]k
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 могут быть выбраны [image: image1631.wmf]k
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Таким образом, если в задаче происходит выбор нескольких элементов из нескольких множеств, причем выбор сначала одного элемента, затем ещё одного, после этого следующего элемента и т.д., то для подсчета числа выборов одновременно всех элементов, нужно применить принцип произведения.

Задача 2. Сколько четырёхзначных чисел можно составить из цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, если: а) цифры в числе не повторяются; б) цифры могут повторяться; в) цифры могут повторяться, но числа должны быть нечетными.

Решение. а) Первой цифрой числа может быть одна из пять цифр 1, 2, 3, 4, 5 (0 не может быть первой цифрой, потому что в таком случае число четырехзначным не будет). Если первая цифра уже выбрана, то вторая может быть выбрана 5 способами (та цифра, которую поставили на первое место, уже не может быть выбрана на второе место, т.к. по условию цифры в числе не должны повторяться). После того как первая и вторая цифра выбраны, третью можно выбрать 4 способами (из первоначального множества исключаем цифры, стоящие на первом и втором местах); четвертую – 3. Тогда согласно принципу произведения общее число способов равно: [image: image1632.wmf]300
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б) Рассуждаем аналогично: первой цифрой может быть одна из цифр 1, 2, 3, 4, 5 (5 возможностей); так как цифры в числе могут повторяться, то для каждой из следующих цифр имеем 6 возможностей (0, 1, 2, 3, 4, 5). Следовательно, число искомых чисел равно [image: image1633.wmf]1080
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в) Выбор первых трех цифр числа в данном случае происходит таким же образом, как и в пункте б). После того как первые три цифры выбраны, четвертую цифру можно выбрать только 3 способами (из цифр 1, 3, 5, так как число должно быть нечетным). Тогда общее число нечетных чисел, цифры в которых могут повторяться равно [image: image1634.wmf]540
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Ответ: а) можно составить 300 четырехзначных чисел, цифры в которых не повторяются; б) можно составить 1080 четырехзначных чисел, цифры в которых могут повторяться; в) можно составить 540 нечетных четырехзначных чисел, цифры в которых могут повторяться.

Сформулируем второй комбинаторный принцип сразу в общем виде.

Принцип суммы (Пр∑). Если элемент [image: image1635.wmf]1

x

из множества Х1 может быть выбран m1 способами, элемент [image: image1636.wmf]2

x

из множества Х2 может быть выбран m2 способами, элемент [image: image1637.wmf]3

x

из множества Х3 может быть выбран m3 способами,…, элемент [image: image1638.wmf]k
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из множества Хk может быть выбран mk способами, причем любой выбор какого-то элемента не зависит от выбора остальных, то элемент [image: image1639.wmf]1
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Таким образом, если происходит выбор одного элемента из нескольких, то для подсчета числа выборов этого элемента можно использовать принцип суммы.

Задача 3. Сколько не более чем трехзначных чисел можно составить из цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, если цифры в числе не повторяются.
Решение. 1) Так как составляются не более чем трехзначные числа, то это могут быть или однозначные или двузначные или трехзначные числа. 

2) Из цифр данного множества можно составить 5 однозначных чисел.  

3) Посчитаем, сколько двузначных чисел можно составить из данных цифр: на первое место двузначного числа можно поставит 5 цифр, после этого на второе место можно поставить 6 цифр, таким образом, по принципу произведения имеем [image: image1644.wmf]30
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4) Число трехзначных цифр, цифры в которых не повторяются, мы уже посчитали в задаче 2: их 300.

5) Так как мы составляем или однозначные или двузначные или трехзначные числа, то по принципу суммы может быть составлено 5 + 30 + 300 = 335 таких чисел.

Ответ: может быть составлено 335 не более чем трехзначных чисел.

Комбинаторные соединения


Прежде чем перейти к определению комбинаторных соединений, введем понятия, которые нам потребуются в дальнейшем.


Понятие множества является неопределяемым понятием математики. Под множеством понимают некоторую совокупность элементов, которые объединены в эту совокупность по некоторому признаку. В дальнейшем мы будем рассматривать только конечные множества, т.е. множества состоящие из конечного числа элементов, в частности, если множество состоит из n элементов, то будем называть его для краткости n- множеством.


Некоторая совокупность элементов данного n- множества называется выборкой. Число элементов в выборке называется длиной выборки.

Пример 1. Пусть дано множество Х – множество цифр, т.е.  [image: image1645.wmf]}
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Это множество состоит из 10 элементов. Любой набор цифр, состоящий, например, из 4 цифр будет являться выборкой длины 4.

Замечание. Некоторую совокупность элементов из данного конечного множества можно выбирать по-разному: 

1) если при составлении выборки учитывается порядок следования элементов в выборке, тогда выборка называется упорядоченной; если же при составлении выборки не учитывается порядок следования элементов в ней, то выборка называется неупорядоченной;

2) если при составлении выборки в нее может быть включен один и тот же элемент множества несколько раз, то выборка называется выборкой с повторениями; если же элементы множества входят в выборку только по одному разу, то выборка называется выборкой без повторений.

Пример 2. Пусть дано множество Х – множество цифр, т.е.  [image: image1646.wmf]}
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. Составить из цифр пятизначное число, цифры в котором не повторяются.

 Этим пятизначным числом может быть, например, число 54321. Переставим цифры в данном числе, например, так 45321, в результате получим другое число (другую выборку). Таким образом, при изменении порядка следования элементов в выборке, изменяется сама выборка, поэтому каждое пятизначное число является упорядоченной выборкой. Так как оба составленных числа не имеют в своем составе одинаковых цифр, то обе эти выборки являются выборками без повторений. Однако пятизначное число, например,  554331 является упорядоченной выборкой, но с повторениями.

Пример 3. Пусть имеются  открытки 6 видов. Составить из этих открыток набор, состоящий из 4 открыток.


Каждый набор из 4 открыток будет являться выборкой. Если мы поменяем в наборе местами две открытки, то от этого набор открыток не измениться, т.е. выборка останется прежней. Таким образом, при изменении порядка следования элементов в выборке выборка не меняется, следовательно, в данном случае выборка неупорядоченная. Если в составленном наборе будут одинаковые открытки, то он будет выборкой с повторениями, если же все открытки в наборе будут различными, то набор будет являться выборкой без повторений.

Замечание. Набор свойств, которыми обладает выборка (упорядоченность, неупорядоченность, с повторениями или без повторений) будем называть характером выборки. Установление характера выборки очень важно для решения комбинаторной задачи.


Рассмотрим три основных вида комбинаторных соединений: размещения, перестановки и сочетания.

Определение 1. Размещением с повторениями из m элементов данного n- множества называется упорядоченная выборка с повторениями длины m из элементов данного множества.


Таким образом, если характер выборки: 1) упорядоченная; 2) с повторениями, то выборка является размещением с повторениями.  Число размещений с повторениями из m элементов данного n- множества обозначается  [image: image1647.wmf]m
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Задача 4. Секретный замок сейфа состоит из 5 дисков, на каждом из которых написано по 12 букв. Сейф открывается, если на каждом из дисков выбрана определенная буква. Сколько неудачных попыток может быть сделано человеком, не знающим кода и подбирающим его наудачу?

Решение. 1) Человек должен выбирать из 12 букв, т.е. множество из которого производится выборка, состоит из  n = 12 элементов.

2) Так как на каждом диске нужно выбрать по одной букве, а дисков всего 5, то мы должны осуществить выборку длины m = 5.

3) Определим характер выборки. Так как на каждом из дисков выбирается определенная буква, то при таком выборе появляется некоторое слово, и если хотя бы две буквы этого слова переставить местами, мы получим другое слово, т.е. другую выборку, поэтому в данном случае мы имеем дело с упорядоченной выборкой. Так как  в условии ничего не говориться о том, что буквы должны быть различными, то имеем выборку с повторениями.

4) По характеру выборки делаем вывод что, каждое набранное слово является размещением с повторениями. По формуле (1) вычислим число таких слов: 

                                [image: image1650.wmf]5
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= 248832

5) Значит, неудачных попыток может быть 248832 – 1 =248831.

Ответ: 248831.

Определение 2. Размещением без повторений из m элементов данного n- множества называется упорядоченная выборка без повторений длины m из элементов данного множества.

Таким образом, если характер выборки: 1) упорядоченная; 2) без повторений, то выборка является размещением без повторений.  Число размещений без повторений из m элементов данного n- множества обозначается  [image: image1651.wmf]m
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Замечание. Символ [image: image1654.wmf]!
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 читается как n – факториал и означает произведение первых n натуральных чисел: [image: image1655.wmf]n
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Задача 5.  Сколько различных четырехбуквенных слов можно составить из букв слова  ученик, написанных на отдельных карточках?
Решение. 1) Множество из которого производится выборка – множество букв слова ученик, в котором n = 6 букв.

2) Составляют четырехбуквенные слова, поэтому каждое такое слово есть выборка длиной m = 4.

3) Определим характер выборки: 1) так как составляем слова, в которых порядок букв существенен, то выборка является упорядоченной; 2) так как все буквы данного слова различные, то выборка происходит без повторений.

3) По характеру выборки делаем вывод что, каждое составленное слово является размещением без повторений. По формуле (2) найдем число размещений без повторений из 6 элементов по 4: [image: image1656.wmf])!
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Ответ: из букв слова ученик можно составить 360 четырехбуквенных слов.

Определение 3. Перестановкой без повторений из n элементов данного n- множества называется упорядоченная выборка без повторений длины n из элементов данного множества.


Таким образом, если характер выборки: 1) упорядоченная; 2) без повторений, и выбирают все элементы n- множества, то выборка является перестановкой без повторений.  Число перестановок без повторений из n элементов обозначается  [image: image1659.wmf]n
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Задача 6. Сколькими способами очередей можно составить из 10 человек.

Решение. 1) Множество из которого выбирают, состоит из n = 10 элементов;

2)Выбирают все 10 человек, поэтому длина выборки m = 10, т.е. m = n. 

3) Определим характер выборки: выбираем упорядоченно и без повторений.

4) По характеру выборки делаем вывод, что каждая составленная очередь это перестановка без повторений. По формуле (3) вычислим число перестановок без повторений из n элементов:  [image: image1661.wmf]3628800
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Ответ: можно составить 3628800 очередей.


Используя формулу (3) можно вычислить, сколько четырехзначных цифр можно составить из цифр 1,2,3,4: [image: image1662.wmf]24
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. В слове мама тоже четыре буквы, поставим задачу: сколько различных четырёхбуквенных слов можно составить из букв слова мама. В отличие от предыдущего случая таких слов будет не 24, а всего 6 (мама, маам, ммаа, амам, аамм, амма). Дело в том, что в слове мама есть одинаковые буквы, т.е. при составлении слов происходит упорядоченная выборка с повторениями. Однако в отличие от размещения с повторениями, в этом случае элементы множества повторяются не произвольно, а в определенном составе: 2 раза буква м и 2 раза буква а.


Рассмотрим общий случай. Пусть составлена упорядоченная выборка длины m из элементов множества [image: image1663.wmf]}
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 называется составом выборки длины m. В соответствии с данным определением состав слова мама – (2, 2). 

Определение 4. Перестановкой с повторениями данного состава [image: image1672.wmf])
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 элементов данного множества.


Таким образом, если характер выборки: 1) упорядоченная; 2) с повторениями данного состава [image: image1674.wmf])
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, то выборка является перестановкой из m элементов с повторениями.  Число перестановок с повторений из m элементов данного состава[image: image1675.wmf])
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Задача 7. Сколько чисел можно составить из цифр числа 55121213?

Решение. 1) Из цифр данного числа составляем составлять выборку длины m=8;

2) Так как составляем числа, то выборка упорядоченная. В данном числе есть одинаковые цифры, поэтому выборка будет с повторениями, но не произвольными: цифра 5 повторяется 2 раза, цифра 1 повторяется 3 раза, цифра 2 – 2 раза, цифра 3 – 1 раз, т.е. выборка будет иметь состав (2, 3, 2. 1). Таким образом, каждое составленное число есть размещение длины 8 с повторениями данного состава. Используя формулу (4), получим: 
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Ответ: можно составить 1680 чисел.

Определение 5. Сочетанием без повторений из m элементов данного n- множества называется любое подмножество из m элементов данного n- множества.


Таким образом, если характер выборки: 1) неупорядоченная; 2) без повторений, то выборка является сочетанием без повторений.  Число сочетаний без повторений из m элементов данного n- множества обозначается  [image: image1679.wmf]m
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Задача 8.  Сколько различных хорд можно провести через 6 точек, лежащих на данной окружности?  

Решение. 1) Будем выбирать из множества, состоящего из n = 6 элементов.

2) Хорда определяется двумя точками, поэтому будем из 6 элементов составлять выборку длиной m = 2.

3) Определим характер выборки: порядок выбора точек для построения каждой хорды не имеет значения, поэтому имеем неупорядоченную выборку; так как одну и туже точку в выборку из двух точек брать нельзя (т.к. через одну прямую проходит множество прямых), то выборка  –  без повторений. Таким образом, имеем сочетание без повторений.

4) По формуле (5) находим: [image: image1682.wmf])!

2

6

(

!

2

!

6

2

6

-

×

=

С

= [image: image1683.wmf]!

4

!

2

!

6

×

=15.

Ответ: через 6 точек, лежащих на окружности можно провести 15 хорд.

Определение 6. Сочетанием с повторениями называется неупорядоченная выборка с повторениями из m элементов данного n- множества.

Таким образом, если характер выборки: 1) неупорядоченная; 2) с повторениями, то выборка является сочетанием с повторениями.  Число сочетаний с повторениями из m элементов данного n- множества обозначается  [image: image1684.wmf]m
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Задача 9. В кондитерском магазине продаются пирожные 4 сортов: наполеоны, песочные, эклеры и слоёные. Сколькими способами можно купить 7 пирожных?

Решение. 1) Множество из которого будем выбирать – это множество пирожных 4 видов, т.е. число элементов в множестве из которого выбираем n = 4.

2) Так как надо купить 7 пирожных , то длина выборки m = 7.

3) Определим характер выборки: при покупке пирожных неважно, в каком порядке мы их будем выбирать, т.е. выборка неупорядоченная; так как мы составляем всевозможные наборы пирожных, то среди таких наборов будут и наборы, где есть одинаковые пирожные, поэтому выборка с повторениями.

4) По характеру выборки определяем комбинаторное соединение, в данном случае это сочетания с повторениями. По формуле (6) вычисляем искомое число:
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Ответ: существует 120 способов, которыми можно купить 7 пирожных.

Как видно из определений (1) – (6) классификация комбинаторных соединений ведётся по характеру выборки, поэтому при решении конкретной задачи очень важно определить характер выборки. Задачи, которые были разобраны после каждого определения комбинаторного соединения решались по единому алгоритму, приведем этот алгоритм в общем виде:

1) Определить множество, из которого производится выборка и число элементов n в этом множестве.

2) Определить выборку и число элементов m в выборке.

3) Определить характер выборки.

4) По характеру выборки определить, с каким комбинаторным соединением мы имеем дело, и выбрать формулу для вычисления.

5) По выбранной формуле произвести вычисления.

Однако есть задачи, для которых этот алгоритм решения не подходит. Например:

Задача 10.  На прямой взято 5 точек, а на параллельной ей прямой взято 3 точки. Сколько существует различных треугольников, вершинами которых являются эти точки?


Прежде чем переходить к решению этой задачи попробуем составить алгоритм решения задач такого типа. Первое, что надо заметить это то, что выбирать нам придется из двух множеств: из множества точек первой прямой и из множества точек второй прямой. Таким образом, эту задачу можно разбить на более простые задачи, в каждой из которых выбор происходит из одного множества, причем каждую такую задачу можно решить по приведённому выше алгоритму. После решения этих задач мы будем знать, сколькими способами можно выбрать элемент из каждого множества. Далее, чтобы ответить на первоначальный вопрос задачи, нужно определить по какому принципу выбираются элементы этих множеств: сначала элемент из первого множества, и после каждого такого выбора элемент из второго множества, причем нужно выбрать оба элемента или нужно выбрать из двух элементов только один, т.е. нужно определить какой комбинаторный принцип (ПрΣ или ПрП) нужно применить, для ответа на вопрос задачи. 

Замечание. Если в комбинаторной задаче дано одно множество, из которого происходит выбор, на выборку, кроме характера не накладываются дополнительные условия, то такую задачу будем называть простой комбинаторной задачей и решать по приведенному выше алгоритму. Если же в задаче определяется несколько множеств, или на выборку, кроме характера накладываются дополнительные условия, то такую задачу будем называть сложной комбинаторной задачей и решать по следующему алгоритму.


Алгоритм решения сложной комбинаторной задачи.
1. По условию задачи определить сложную или простую задачу мы имеем.

2. Разбить сложную комбинаторную задачу на несколько простых задач.

3. Решить каждую простую задачу по приведенному выше алгоритму.

4. Определить какой комбинаторный принцип нужно применить в этой задаче: 

· если выбираем несколько элементов по принципу «сначала… потом…», то необходимо применить ПрП;

· если выбираем один элемент из нескольких по принципу или первый или второй или …, то применяем ПрΣ.

5. В соответствии с выбранным принципом проводим вычисления.

Теперь вернемся к решению задачи 10.

Решение (задача 10). 1) Так как в задаче дано два множества: первое – множество точек, лежащих на  первой прямой, второе – множество точек, лежащих на второй прямой, то мы имеем дело со сложной комбинаторной задачей.

2) Разобьем эту задачу на две простых. Для того чтобы составить треугольник необходимо взять три точки. На одной прямой все три точки взять нельзя, т.к. треугольника не получится, хотя бы одно точка должна лежать на другой прямой. Таким образом нужно решить две задачи:

1. Сколькими способами можно выбрать две точки из 5, лежащих на первой прямой и сколькими способами можно выбрать одну точку из 3, лежащих на второй прямой?


2. Сколькими способами можно выбрать одну точку из 5, лежащих на первой прямой и сколькими способами можно выбрать две точки из 3, лежащих на второй прямой?

3) Решим каждую сформулированную задачу:


1. 1) Так как в задаче опять речь идет о выборе из двух множеств, то это задача сложная. Разобьем её на две задачи и решим каждую из них:

1.1. Сколькими способами можно выбрать две точки из 5, лежащих на прямой?


1.2. Сколькими способами можно выбрать одну точку из 3, лежащих на прямой?

Каждая из этих задач является простой комбинаторной задачей, решим их по алгоритму.

1.1.     1) Число элементов в множестве, из которого выбираем n = 5.

2) Число элементов в выборке m = 2.

3) Характер выборки: 1) неупорядоченная (т.к. для составления треугольника неважно в каком порядке будут выбраны точки), 2) без повторений (т.к. одну и туже точку два раза выбирать нельзя)

4) Каждая пара точек является сочетанием без повторений.

5) [image: image1688.wmf]=
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1.2.      Так как из множества 3 точек выбираем одну, то это можно сделать 3 способами.

2) Определим принцип, который используется в задаче 1. Так как мы выбираем точки по принципу сначала 2, а потом ещё одну, то для решения этой задачи применим принцип произведения, т.е. перемножим результаты, полученные в задачах 1.1. и 1.2. Получим: 10*3=30.

2. Задачу 2 решим аналогичным образом, в результате получим: 3*5=15.

4) Теперь определим принцип, который нужно применить в первоначальной задаче. Так как вершины треугольников можно выбрать или способом, описанным в задаче 1, или способом, описанным в задача 2, то для того, чтобы посчитать число способов таких выборов воспользуемся принципом суммы. Применяя ПрΣ, получим:   30 + 15 = 45.

Ответ: существует 45 различных треугольников.

Контрольные задания


Представленные ниже задачи являются контрольным заданием для учащихся 9 классов. Решения необходимо оформить в отдельной тетради и выслать по адресу 680000, г. Хабаровск, ул. Дзержинского, 48, ХКЦТТ, ХКЗФМШ. Для зачета нужно набрать не менее 21 балла (каждая правильно решенная задача оценивается в 3 балла)

М 9.1.1. Сколькими способами можно разместить 5 человек за столом, на котором поставлено 5 приборов?

М 9.1.2. Некто забыл последние 4 цифры телефонного номера, помнит только, что все цифры разные и среди них есть 9. Какое максимальное число номеров ему придется набрать, если он попытается дозвониться до абонента?

М 9.1.3. В цветочном магазине продаются цветы 6 сортов. Сколько можно составить различных букетов из 7 цветов в каждом?

М 9.1.4. Имеется 25 российских и 15 зарубежных марок. Сколькими способами можно выбрать 3 российские и 2 зарубежные марки?

М 9.1.5. Сколько различных слов можно составить из букв слова колокол?

М 9.1.6. Сколько различных автомобильных номеров можно составить из 28 букв и 10 цифр, если каждый номер состоит из 3 букв и 3 цифр?

М 9.1.7. Из группы, состоящей из 7 юношей и 4 девушек надо выбрать 6 человек так, так, чтобы среди них было не менее 2 девушек. Сколькими способами это может быть сделано?

М 9.1.8. У Ивана 7 книг по математике, а у Дмитрия – 9 книг. Сколькими способами они могут обменять 3 книги одного на три книги другого?

М 9.1.9. Сколько словарей надо издать, чтобы можно было непосредственно выполнять переводы с любого из 5 языков: русского, английского, французского, немецкого и итальянского, на любой другой из этих 5 языков?

М 9.1.10. Сколькими способами могут выпасть три игральные кости? Во скольких случаях хотя бы одна кость откроется на 6 очках? Во скольких случаях ровно одна кость откроется на 6 очках? Во скольких случаях одна кость откроется на 6 очках, а одна – на 3 очках?

Математика, 10 класс

Мендель Виктор Васильевич, Тимошенко Тамара Андреевна,

Векторный и координатный методы решения задач

Векторный и координатный методы решения задач – очень популярный и эффективный метод в геометрии и не только. Однако его формальное применение может значительно затруднить решение даже самой простой задачи. Поэтому в данной статье мы рассмотрим  эффективные приемы использования указанных методов и примеры решения задач. Для удобства работы в статье приводятся важнейшие определения и формулы. Однако более детальное и подробное изложение материала читатель без труда найдет в школьном учебнике по геометрии
 для 8-9 класса.

Как обычно, в конце статьи приводятся задачи для самостоятельного решения, которые составляют первую контрольную работу по математике для слушателей ХКЗФМШ, обучающихся в 9 классе.

§1. Некоторые определения и вычислительные формулы

П.1 Координаты точки на плоскости

Существует два способа определять координаты точек. С первым вы познакомились еще в 5 классе, изучая координаты точки на числовой оси. Напомним, как тогда вводились координаты. 

На плоскости строили две координатные прямые (оси ОХ и ОУ). Произвольная точка М проектировалась на каждую ось (в точки Мх и Му).  Затем находились координаты проекций (х и у) на соответствующих числовых осях. Пара этих координат и называлась координатами точки на плоскости. Такой метод очень удобен в том случае, когда нужно найти координаты построенной точки, или наоборот, по известным координатам нужно построить точку. Однако он не позволяет
 получать уравнения различных фигур на плоскости, проводить общие исследования их свойств.

Здесь нам на помощь приходит второй подход к определению координат, основанный на понятии координат радиус-вектора точки. Он основан на том факте, что любой вектор на плоскости единственным образом раскладывается по двум неколлинеарным векторам. Точнее, если [image: image1689.wmf]a
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 - два неколлинеарных вектора, а [image: image1691.wmf]c
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 - произвольный вектор на плоскости, то всегда найдется единственная пара чисел (х,у), такая, что [image: image1692.wmf]cxayb
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Теперь для определения координат точки поступим следующим образом. Выберем два неколлинеарных вектора [image: image1693.wmf]12
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, (будем называть их базисными), и точку О – начало координат. Начало координат и базисные векторы определяют на плоскости некоторую систему координат. Пусть М – произвольная точка на плоскости. Вектор [image: image1694.wmf]OM
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 будем называть радиус – вектором точки М. По указанному выше свойству, найдутся такие два числа хМ и уМ, что [image: image1695.wmf]12
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. Эту пару (хМ, уМ) мы и будем называть координатами точки М в системе координат {O,[image: image1696.wmf]12
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На первый взгляд, такой подход может показаться не совсем удобным (Как координаты находить, как точку строить?), но он позволяет в дальнейших исследованиях применять векторную алгебру. Эффективность этого метода мы увидим уже в следующем пункте.

П.2. Деление отрезка в данном отношении


В учебнике предложена следующая задача. 

Задача 1. На прямой М1М2 лежит точка М, такая, что [image: image1697.wmf]12
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. О – произвольная точка плоскости. Докажите, что 
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(1)
Мы не будем решать здесь эту задачу, тем более, что ее решение приведено в учебнике. Нас будет интересовать формула (1).


Дадим определение. Будем говорить, что точка М, лежащая на прямой  М1М2  делит отрезок М1М2 в отношении (, если выполнено условие[image: image1699.wmf]12
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.

Задача 2. Пусть в некоторой системе координат известны координаты точек М1(х1,у1) и М2(х2,у2). Зная, чему равно число (, нужно вычислить координаты точки М(х,у).

Решение. Используем второе определение координат. Пусть О – начало координат. Тогда для радиус-векторов точек М1 , М2 и М выполнено соотношение (1) из предыдущей задачи. Заметим, что радиус-векторы точек имеют те же координаты, что и сами точки. Поэтому, переписав формулу (1) в координатной форме, получим следующие выражения:

[image: image1700.wmf]1212
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Замечание. Как видно, использование свойств векторов дало нам быстрое решение для данной задачи. Попробуйте получить аналогичную формулу, используя первое определение координат точки.

Мы вернемся к рассмотрению координат точек несколько позже, а в следующем пункте приведем сводку основных свойств и формул, относящихся к векторам.

П.3. Некоторые свойства векторов

3.1. Коллинеарность векторов

Два вектора называют коллинеарными, если они лежат на одной прямой или на параллельных прямых (обозначение: [image: image1701.wmf]ab

r
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). Есть два признака коллинеарности. 

Первый признак: [image: image1702.wmf]ab
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, тогда и только тогда, когда существует такое число (, что [image: image1703.wmf]ab

l

=

r

r

. Используют в общем случае.

Если  известны координаты векторов, то удобно использовать следующий признак.

Второй признак: [image: image1704.wmf]ab
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тогда и только тогда, когда их координаты пропорциональны:
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где (a1,a2) – координаты первого вектора, а (b1,b2) – координаты второго вектора.

3.2. Вычисление координат вектора по координатам его начала и конца.

Если известны координаты начала и конца вектора, то координаты самого вектора можно вычислить по формуле: 
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где [image: image1707.wmf](,)
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 - координаты точки А, а [image: image1708.wmf](,)
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Замечание. Вывод этой формулы легко получить, используя векторное определение координат точки. Вектор [image: image1709.wmf]AB
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 можно представить как разность радиус-векторов его конца и начала:
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3.3. Вычисление длины вектора и длины отрезка.

Длина вектора, координаты которого в прямоугольной системе координат равны [image: image1711.wmf]12
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aa

, вычисляется по формуле:
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Используя эту формулу и формулу (4), можно получить следующую формулу для вычисления длины отрезка:
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3.4. Скалярное произведение векторов в прямоугольной системе координат.

Скалярным произведением двух векторов называют число, которое равно произведению длин этих векторов на косинус угла между ними:
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Если известны координаты векторов [image: image1715.wmf]1212
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, то их скалярное произведение можно вычислить по формуле:
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(8)[image: image1717.wmf]
3.5. Признак перпендикулярности векторов.

Если два вектора перпендикулярны, то косинус угла между ними равен нулю. Поэтому скалярное произведение этих векторов равно нулю. Из этого рассуждения мы получаем следующий признак: два ненулевых вектора перпендикулярны тогда и только тогда, когда их скалярное произведение равно нулю.

Замечание. Если [image: image1718.wmf]12
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 - ненулевой вектор, то вектор [image: image1719.wmf]21
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 перпендикулярен ему и имеет такую же длину. (Проверьте это с помощью формул (8) и (5)).

3.6. Вычисление угла между векторами.

Пользуясь формулой скалярного произведения, мы можем выразить косинус угла между векторами:
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В координатной записи эта формула будет выглядеть так:
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3.7. Вычисление площади параллелограмма, построенного на двух векторах.

Если два вектора заданы своими координатами [image: image1722.wmf]1212
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, то площадь параллелограмма, построенного на этих векторах  можно найти по формуле:
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Получить ее можно, если вычислить скалярное произведение вектора [image: image1724.wmf]21
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 на синус угла между ними (так как вектор [image: image1728.wmf]a
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 повернут к вектору [image: image1729.wmf]a
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на 90 градусов), а с другой стороны – выражение, стоящее в формуле (11) под знаком модуля.

П.4. Уравнения прямой и отрезка

В этом пункте мы продемонстрируем преимущества векторного подхода к определению координат точки.

4.1. Параметрические уравнения прямой.

Пусть нам известны координаты точки М0(х0,у0), принадлежащей некоторой прямой а, и координаты вектора [image: image1730.wmf]12
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, который параллелен
 этой прямой. Необходимо составить уравнения, которым удовлетворяют координаты всех точек этой прямой.

Предположим, что точка М(х,у) принадлежит прямой а.  Очевидно, что тогда векторы [image: image1731.wmf]a
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с коллениарны. Применив к ним первый признак, получим векторное равенство:

[image: image1733.wmf]0
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Переписав его в координатном виде, и перенеся в правую часть координаты точки М0, получим следующие уравнения:
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которые принято называть параметрическими уравнениями прямой. Придавая в этих уравнениях параметру t любые действительные значения, мы можем получить координаты всех точек, лежащих на прямой.

4.2. Канонические уравнения прямой.

Если в уравнениях (12) исключить параметр t, то мы получим уравнение:

[image: image1735.wmf]00
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которое принято называть каноническим. Подставляя в это уравнение координаты произвольной точки, мы можем выяснить, принадлежит ли она данной прямой.

4.3. Общее уравнение прямой.

Избавляясь от знаменателей в уравнении (13), мы приведем его к виду:

[image: image1736.wmf]0
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где a и b не равны нулю одновременно, которое называют общим уравнением прямой. Любая прямая может быть задана таким уравнением.

4.4. График линейной функции –прямая на плоскости.

Из курса алгебры вам известна линейная функция. Она задается уравнением:

[image: image1737.wmf]ykxb

=×+

. 

(15)

Нетрудно заметить, что это частный случай общего уравнения (14) прямой. Для нас важное значение имеет коэффициент k в этом уравнении. Превратим уравнение (15) в параметрические уравнения прямой, положив x=t. Мы получим следующие выражения:
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Применив к ним пункт 4.1., найдем координаты направляющего вектора: [image: image1739.wmf]{1,}
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. Заметим, что в прямоугольной системе координат для любого вектора отношение второй его координаты к первой равно тангенсу угла, который данный вектор составляет с координатной осью ОХ. В нашем случае этот тангенс равен коэффициенту k.

4.5. Условие перпендикулярности двух прямых, заданных как графики линейных функций.

Пусть прямая l задана уравнением [image: image1740.wmf]11
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, а прямая m задана уравнением [image: image1741.wmf]22
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П.6. Уравнение окружности

По определению, окружность представляет из себя множество точек плоскости, удаленных от данной точки О (центра окружности) на одинаковое расстояние R (радиус окружности). Получим уравнение окружности, считая, что ее центр – точка О(х0,у0), а радиус равен R.

Пусть М(х,у) – произвольная точка окружности. По формуле (6) выразим расстояние от М до центра окружности:
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Возведем теперь левую и правую части в квадрат, и, учитывая, что МО=R, получим уравнение окружности:

[image: image1747.wmf]222
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Замечание. В некоторых задачах мы можем получить уравнение второй степени с двумя неизвестными, имеющее вид:
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Выделив в нем полные квадраты относительно x и y, мы получим уравнение:

[image: image1749.wmf](
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Если правая часть этого уравнения положительна, то это есть уравнение окружности с центром [image: image1750.wmf],
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§ 2. Примеры решения задач

Задача 1. Дана прямоугольная трапеция с основаниями a и b. Найдите расстояние между серединами ее диагоналей.
Решение. 1. Введем систему координат как указано на рисунке 3. Тогда вершины трапеции будут иметь координаты: A(0,0), B(0,y), C(b,y) и D(a,0). (Здесь y – высота трапеции).

2. Найдем координаты середин диагоналей, используя формулу (2), и учитывая, что середина делит отрезок в отношении (=1. Для точки О: [image: image1753.wmf]00
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. По формуле (6) найдем расстояние между точками О и О1:
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Ответ: [image: image1756.wmf]1
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Замечание. Мы вводили в рассмотрение неизвестную нам высоту трапеции  y. Но на этапе вычислений она сократилась.


Задача 2. Медиана, проведенная к основанию равнобедренного треугольника, равна 160 см, а основание треугольника равно 80 см. Найдите две другие медианы этого треугольника.

Решение.  1. Введем прямоугольную систему координат так, как показано на рисунке 4. В этой системе вершины треугольника будут иметь координаты: А(-40,0), В(0, 160), С(40,0), а точка М2(0,0). Используя, как и в предыдущей задаче, формулы(2), найдем координаты середин двух других сторон. Для М3 получим:[image: image1757.wmf]33
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2. Вычислим длины отрезков АМ1 и СМ3, используя формулу (6). Для АМ1 получим:

[image: image1759.wmf]22
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Длина второй медианы вычисляется аналогично.

Ответ: [image: image1760.wmf]13
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Задача 3. В прямоугольном равнобедренном треугольнике проведены медианы острых углов. Вычислите косинус угла между ними.

Решение. 1. Введем систему координат так, как показано на рисунке 5. В этом случае Вершины треугольника будут иметь координаты: С(0,0), А(а,0), В(0,а), а середины катетов: [image: image1761.wmf]11
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2. По формуле (4) вычислим координаты векторов [image: image1762.wmf]1
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3. Теперь используем формулу (10) для вычисления косинуса угла между векторами. (Этот угол совпадает с углом между медианами.)
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Ответ: [image: image1765.wmf]4
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Задача 4. Дан ромб АВСD, диагонали которого равны 2а и 2b. Найдите множество всех точек М, для каждой из которых выполняется условие:  AM2+DM2=BM2+CM2.

Решение. 1. Введем систему координат, взяв за ее начало центр ромба, а за оси – его диагонали. В этой системе вершины имеют координаты: A(-a;0), B(0;b), C(a;0) и D(0;-b).

2. Считая, что точка М имеет координаты (х;у), запишем условие AM2+DM2=BM2+CM2 в координатной форме. Для этого используем формулу (6) при вычислении длин отрезков. Получим следующее выражение:

[image: image1766.wmf]22222222
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Раскрывая скобки и приводя подобные, получим следующее уравнение:

[image: image1767.wmf]22220
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В пункте 4.3 первого параграфа мы уже встречали такое уравнение – это общее уравнение прямой. И так, мы установили, что интересующее нас множество точек – это прямая линия. Попробуем теперь определить ее расположение относительно ромба.

3. Нетрудно заметить, что сторона АВ ромба может быть задана уравнением
 [image: image1769.wmf]xay
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. Перепишем его в виде [image: image1770.wmf]b
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, а уравнение (*) в виде [image: image1771.wmf]a
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. Угловые коэффициенты в этих уравнениях в произведении дают -1. Это значит, что для данных прямых выполняется признак (16)  перпендикулярности. Кроме того, очевидно, что полученная выше прямая проходит через начало координат – оно же – центр ромба. Таким образом, условию задачи удовлетворяют все точки, лежащие на прямой, проходящей через центр ромба и перпендикулярной прямой АВ.

Задача 5. Найти геометрическое место точек, сумма квадратов расстояний от которых до двух данных точек есть величина постоянная.

Решение. 1. Введем прямоугольную систему координат  как показано на чертеже. Тогда, считая, что длина отрезка равна b, получим следующие координаты точек А и В: А(0;0), В(b;0). 

2. Пусть М(х;у) – произвольная точка плоскости, удовлетворяющая условию задачи: |AM|2+|BM|2=с2. Тогда: 
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В случае, когда правая часть последнего равенства положительна, мы получаем окружность, центр которой лежит на середине отрезка АВ. Если правая часть равна нулю, то решением будет единственная точка – середина АВ. Если правая часть отрицательна, то задача не имеет решений.

Задача 6. Дана окружность радиуса r. Через одну из ее точек (точку А) проведены всевозможные хорды. Найти геометрическое место точек, делящих эти хорды пополам.

Решение. 1. Введем прямоугольную систему координат так, чтобы ее центр совпал с центром окружности, а ось ОУ прошла через точку А. Уравнение окружности будет иметь вид:      [image: image1773.wmf]222

xyr

+=

 (**).

 У точки А координаты (0;r). 

2. Далее, пусть [image: image1774.wmf]11
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Bxy

– второй конец хорды. Координаты середины хорды (точки М(х;у))  найдем по известной формуле (см., например, задачу 2):
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Выразим из них координаты точки В: [image: image1776.wmf]11
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. Эти координаты должны удовлетворять уравнению окружности. Подставим их в это уравнение. Получаем:

[image: image1777.wmf]222
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Раскрыв скобки, сократив уравнение на 4 и проведя группировку, получим следующее выражение: [image: image1778.wmf]2
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. Это уравнение окружности, центр которой лежит на середине радиуса, проведенного в точку А, а радиус полученной окружности в два раза меньше радиуса данной.

Контрольные задания


Представленные ниже задачи являются контрольным заданием для учащихся 10 класса. Решения необходимо оформить в отдельной тетради и выслать по адресу 680000, г. Хабаровск, ул. Дзержинского, 48, ХКЦТТ, ХКЗФМШ. Для зачета нужно набрать не менее 30 баллов, каждая задача оценивается максимум в 10 баллов.

М 10.1.1. Даны координаты вершин четырехугольника ABCD: A(-6;1), B(0;5), C(6;-4),D(0,-8). Докажите, что это прямоугольник и найдите координаты точки пересечения его диагоналей.

М 10.1.2. Окружность задана уравнением [image: image1779.wmf](
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. Составьте уравнения прямых, проходящих через центр этой окружности и параллельных координатным осям. Найдите также уравнение касательной к окружности, параллельной оси ОХ, и наиболее близко расположенной к началу координат. Обоснуйте свои действия.

М 10.1.3. Найдите длину средней линии треугольника, параллельной стороне АВ, если координаты вершин таковы: A(-3;-6), B(-8;6), C(4;-10).

М 10.1.4. Высота AD треугольника АВС делит сторону ВС на отрезки BD=10 см и CD=4 см. Введите удобную систему координат и определите координаты вершин этого треугольника, если угол при вершине В равен 45 градусов. Объясните, почему выбранная система – наиболее удобная.

М 10.1.5. Определите геометрическое место точек плоскости, удовлетворяющих следующему условию: расстояния от каждой из этих точек до концов данного отрезка относятся как 2:3.

М 10.1.6. найдите уравнение прямой, проходящей через точку А(2;4) и перпендикулярной прямой, заданной уравнением [image: image1780.wmf]490

xy
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. Определите, в каких точках эта прямая пересекает координатные оси.

М 10.1.7. Составьте параметрические, каноническое и общее уравнения прямой, проходящей через середину отрезка АВ, и пересекающей отрезок АС в точке М, так, что АМ=3МС. Если А(8;0), В(-4; 8) и С(12;16).

Математика, 11 класс

Кармакова Тамара Сергеевна

СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ


В перечень вопросов содержания школьного курса математики, усвоение которых будет проверяться при сдаче единого государственного экзамена в 2004 г., будут входить и системы уравнений с двумя переменными:

· системы,  содержащие одно или два рациональных уравнения;

· системы,  содержащие одно или два иррациональных уравнения;

· системы,  содержащие одно или два тригонометрических уравнения;

· системы,  содержащие одно или два показательных уравнения;

· системы,  содержащие одно или два логарифмических  уравнения;

· системы, решаемые использованием графиков;

· системы, содержащие уравнения разного вида (иррациональные, тригонометрические, показательные, логарифмические);

· системы уравнений с параметром.

Рассмотрим теоретические и практические основы темы «Системы уравнений».

Пусть дано два уравнения с двумя неизвестными [image: image1781.wmf])
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, и ставится задача найти все пары чисел [image: image1783.wmf])
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, таких, что при подстановке их в эти уравнения получаются верные числовые равенства, то говорят, что задана система уравнений и записывают её в виде  [image: image1784.wmf]î
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Решить систему уравнений – значит найти множество всех пар чисел [image: image1785.wmf])
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, таких, что при подстановке числа [image: image1786.wmf]0
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 вместо х и числа [image: image1787.wmf]0
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 вместо y получаются верные числовые равенства. Это множество будем называть решением системы  уравнений.

Две системы уравнений называются равносильными, если их решения совпадают.

Если даны два уравнения [image: image1788.wmf])
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 и [image: image1789.wmf])
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, и ставится задача найти все пары чисел [image: image1790.wmf])
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, которые удовлетворяют хотя бы одному из заданных уравнений, то говорят, что задана совокупность уравнений и записывают её в виде:

                      [image: image1791.wmf]ê
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Решить совокупность уравнений – значит найти пары чисел [image: image1792.wmf])

;

(

0

0

y

x

, которые удовлетворяют хотя бы одному из заданных уравнений.

При решении систем уравнений их заменяют более простыми, равносильными им системами. Так же как и при решении уравнений, при решении систем уравнений важно знать при каких преобразованиях система переходит в равносильную ей систему. Очевидно, что при замене одного уравнения системы равносильным ему уравнением, система переходит в равносильную ей систему уравнений (в частности, можно переносить члены уравнения из одной части уравнения в другую с изменением знака, и умножать обе части уравнения на одно и тоже отличное от нуля число).

Рассмотрим основные метода решения систем уравнений.

1. Метод подстановки. Этот метод основан на том, что данную систему

                                           [image: image1793.wmf]î
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 …………………………(1) сводят к равносильной системе вида:            [image: image1794.wmf]î
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или к совокупности аналогичных систем. Чтобы свести данную систему к виду (2), надо решить какое-либо уравнение системы (1) относительно одного из переменных, т.е. выразить его через другую переменную.

Пример 1. Решите систему уравнений [image: image1795.wmf]ï
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Решение. Из второго уравнения находим:  [image: image1796.wmf]11
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. Таким образом, получаем совокупность двух систем уравнений:           [image: image1801.wmf]î
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Первая система имеет решения [image: image1803.wmf]{
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. Значит, данная система имеет решения: [image: image1805.wmf])}
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2. Метод алгебраического сложения уравнений. 

Это второй очень эффективный метод решения систем уравнений. Сущность его в том, что к обеим частям одного из уравнений системы прибавляют соответствующие части другого уравнения, умноженные на одно и то же число, а другое уравнение оставляют без изменения. В результате, как правило, получается система, к которой применим метод подстановки.

Пример 2. Решите систему уравнений:  [image: image1806.wmf]ï
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Решение. Метод подстановки в данном случае приводит к сложным выкладкам. Поэтому будем рассуждать иначе: прибавим к первому уравнению системы второе уравнение, тогда получаем систему:  [image: image1807.wmf]ï
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Равносильную заданной. А теперь воспользуемся методом подстановки:
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Полученная система уравнений равносильна совокупности двух систем уравнений:

                          [image: image1811.wmf]î
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Первая система име6т решение [image: image1813.wmf])}
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3. Метод замены переменных. Сущность его в том, некоторые выражения от исходных переменных принимаются за новые переменные, в результате чего получается более простая система уравнений, относительно новых переменных. После того как эта система буде решена, необходимо найти значения исходных переменных.

Пример 3. Решите систему уравнений: [image: image1817.wmf]ç
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Решение. Обозначим [image: image1818.wmf]y
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 равносильную исходной. Решив полученную систему, будем иметь: [image: image1821.wmf]1
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. Перейдем к переменным х и y, и решим совокупность двух систем уравнений:
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   или            [image: image1823.wmf]ï
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4. Метод разложения на множители основан на следующей теореме:


Если функции [image: image1828.wmf])
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определены на некотором множестве А, то на этом множестве система уравнений  [image: image1829.wmf]î
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, равносильна совокупности систем уравнений:
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Пример 4.   Решите систему уравнений: [image: image1833.wmf]ï
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Решение. Второе уравнение системы представим в виде: [image: image1834.wmf]0
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. Тогда данная система будет равносильна совокупности двух систем, решаемых методом подстановки.

1) [image: image1835.wmf]î

í

ì

-

+

=

-

;

17

2

,

0

3

2

2

2

y

x

y

x

  или [image: image1836.wmf]î

í

ì

=

=

=

17

2

25

,

2

5

,

1

2

2

y

y

y

x

, значит [image: image1837.wmf]î

í

ì

±

=

±

=

2

,

3

y

x
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5. Графическое решение систем уравнений.
Этим методом можно пользоваться для приближенного решения систем уравнений. Он основан на геометрическом смысле уравнений с двумя переменными. Известно, каждому уравнению соответствует линия или множество точек плоскости, а решить систему уравнений, значит найти координаты течек пересечения этих линий.
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Пример 5. Решите графически систему уравнений:  [image: image1852.wmf]22
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Решение. Уравнение [image: image1853.wmf]36
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задает окружность с центром в начале координат и радиусом 6. Уравнение [image: image1854.wmf]36

6

2

=

+

y

x

 - парабола, это уравнение можно переписать в виде: [image: image1855.wmf]6
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. Вершиной этой параболы является точка (0; 6), ветви параболы направлены вниз, она пересекает ось Ох в точках (6; 0); (-6; 0). Построим графики указанных линий и найдем их точки пересечения. 

Из чертежа видно, что линии пересекаются трижды и точками пересечения являются А(-6; 0); В(0; 6); С(6; 0).

Рассмотрим примеры решения систем уравнений, содержащих тригонометрические, показательные, логарифмические уравнения, перечисленных в начале статьи видов.

Пример 6. Решить систему уравнений: [image: image1856.wmf]ï
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Решение. Преобразуем первое уравнение данной системы с помощью соответствующих формул к виду [image: image1857.wmf]4
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, складывая и вычитая уравнения полученной системы перейдем к системе тригонометрических уравнений вида
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Ответ: [image: image1862.wmf](
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Замечание. Параметры появляющиеся при записи разных уравнений системы, являются независимыми друг от друга, поэтому они должны обозначаться разными буквами. Обозначение одним символом ведет к потере корней.

Пример 7. Решить систему уравнений: [image: image1863.wmf]ï
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Решение. Заменим данную систему на равносильную ей, воспользовавшись свойствами степеней: [image: image1864.wmf]ï
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  Решив её методом подстановки, получим и = 1, v = 2, т.к. полученные значения удовлетворяют условиям [image: image1868.wmf]0
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Пример 8.  Решить систему уравнений: [image: image1872.wmf]ï
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Решение. ООС: [image: image1873.wmf]î
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Переходя к логарифмам по основанию 3, получаем систему, равносильную исходной:
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Так как уравнение [image: image1877.wmf]4
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 равносильно совокупности двух систем, то и полученная система (*) равносильна совокупности двух систем:
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  Так как х = -6 не входит в ООС, то решение первой системы является только пара (1; 1).

2) [image: image1881.wmf]î

í

ì

-

=

+

-

=

);

3

(

2

3

,

2

x

x

y

x

y

     [image: image1882.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

-

-

=

;

0

6

5

,

2

2

x

x

x

y

    [image: image1883.wmf]î

í

ì

=

=

-

=

.

3

;

2

,

2

x

x

x

y

   Так как х = 3 не входит в ООС, то решением является пара (2; 4).                  Ответ: {(1; 1); (2; 4)}.
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Решение. При х >0 данная система уравнений равносильна системе  [image: image1885.wmf](

)

(

)

î

í

ì

-

+

=

=

2

5

1

,

2

x

x

a

y

x

y

 . Полученная система уравнений имеет 2 решения тогда и только тогда, когда уравнений (2) системы имеет два положительных корня. Исследуем уравнение (2)
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Решение. Из условия задачи следует, [image: image1896.wmf]0
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так как второе уравнение полученной системы равносильно совокупности двух уравнений, то и полученная система равносильна совокупности двух систем уравнений
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   так как y = -1 не удовлетворяет условию [image: image1905.wmf]0
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, то вторая пара чисел не является решением.

Ответ: 3.


Рассмотрим пример системы с неизвестным под знаком модуля.

Пример 11.  Решить систему уравнений: [image: image1906.wmf]ï
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Решение. Множество допустимых значений х, y можно определить из условий
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Решая методом подстановки каждую из систем, получаем, что первая не имеет действительных корней, а решением второй системы является множество двух пар чисел 

(2; -3) и (-6; 1).

Ответ: {(2; -3); (-6; 1)}.

Контрольное задание

Представленные ниже задачи являются контрольным заданием для учащихся 11 классов.
М 11.1.1. Решить системы уравнений:
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М 11.1.2. Найти все а, при которых система уравнений  
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имеет действительные решения при любом значении b. 

МИФ-2, №4, 2003 год

Математика, 8 класс

Карпова Ирина Викторовна,  Монина Мария

О делимости целых чисел

Понятие делимости

Сумма, разность и произведение целых чисел всегда является целым числом, то есть, во множестве целых чисел всегда выполнимы действия сложения, вычитания и умножения. Иначе обстоит дело с делением. Действие деления во множестве целых чисел выполнимо не всегда.

Напомним, что разделить целое число a на целое число b – это значит найти такое k, при умножении которого на b получается a, то есть bk=a. Если для целых чисел a и b такое целое число  k существует, то говорят, что a делится на b.

Определение. Целое число a делится на целое число b, не равное нулю, если существует целое число k такое, что a= bk.
Если a делится на b, то b называется делителем числа a.

Например, -48 делится на 8, так как существует такое  целое число k, что -48=8k, а именно k=-6; число 35 не делится на 4, так как не существует такого целого числа k, при котором верно равенство 35=4 k.
Вместо «a делится на b» говорят также: «a кратно b», «число b – делитель числа a», «число b делит a».

Обозначают: a(b (b делит a), a(b (a делится на b).

Отметим, что предложение «a делится на b» представляет собой некоторое высказывание о соотношении между этими числами.

Замечание: Понятие делимости относится только к целым числам. Для рациональных чисел аналогичное понятие было бы бессодержательным, так как для любых двух рациональных чисел a и b, где b(0, всегда существует рациональное число, являющееся их частным. Поэтому в дальнейшем, говоря о делимости, под «числом» будет подразумеваться целое число.

Рассмотрим простейшие свойства делимости. Для любых целых чисел a, b, c справедливы следующие теоремы.

Теорема. Если [image: image1919.wmf]b
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 и с – частное от деления, то с – единственное.
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Теорема. Для того чтобы [image: image1930.wmf]b
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 необходимо и достаточно  чтобы[image: image1931.wmf]b
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Теорема. Если [image: image1932.wmf]b
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Теорема. Если сумма чисел и к-1 слагаемое этой суммы делится на некоторое число с, то и к-ое слагаемое делится на с.
Свойства делимости находят применение при решении задач.

Примеры:

1. Пусть a делится на b и с делится на d. Выясним, делится ли произведение ac на bd. 

Решение: Из определения делимости следует, что a= bk, с= dm, где  k и

m – целые числа. Отсюда aс=(bk)( dm)=(bd)( km). Так как k и

m – целые числа, то km является целым числом. Значит, существует такое целое число, при умножении которого на bd в произведении получается aс, то есть по определению, aс делится на bd.
2. Докажем, что при любом натуральном n, большем 1, число n[image: image1934.wmf]4

+4 является составным.

Решение: Разложим сумму n[image: image1935.wmf]4

+4 на множители:

n[image: image1936.wmf]4

+4= n[image: image1937.wmf]4

+4+4n[image: image1938.wmf]2

-4 n[image: image1939.wmf]2

=( n[image: image1940.wmf]2

+2)[image: image1941.wmf]2

-(2n)[image: image1942.wmf]2

=( n[image: image1943.wmf]2

+2+2n)( n[image: image1944.wmf]2

+2-2n).

При n(N и n>1 каждый из множителей является натуральным числом, большим 1. Для первого множителя это очевидно, для второго это модно доказать, выделив из него квадрат двучлена: n[image: image1945.wmf]2

+2-2n= n[image: image1946.wmf]2

-2n+1+1=(n-1)[image: image1947.wmf]2

+1. Значит, при n(N и n>1 число n[image: image1948.wmf]4

+4 емеет два натуральных делителя, больших 1, то есть является составным числом.

3. Докажем, что:

а) разность 2[image: image1949.wmf]80

-4[image: image1950.wmf]38

делится на 15.

Решение: 2[image: image1951.wmf]80

-4[image: image1952.wmf]38

=4[image: image1953.wmf]40

-4[image: image1954.wmf]38

=4[image: image1955.wmf]38

(4[image: image1956.wmf]2

-1)= 4[image: image1957.wmf]38

((16-1)= 4[image: image1958.wmf]38

(15 Отсюда видим что это число действительно делится на 15.

б) сумма 333[image: image1959.wmf]555

+555[image: image1960.wmf]333

делится на 37.

Решение: 333[image: image1961.wmf]555

+555[image: image1962.wmf]333

=(3(111)[image: image1963.wmf]555

+(5(111)[image: image1964.wmf]333

=111(3[image: image1965.wmf]555

(111[image: image1966.wmf]554

+5[image: image1967.wmf]333

(111[image: image1968.wmf]332

). Так как 111 делится на 37, то данное выражение делится на 37.

Деление с остатком

Выше был описан случай, когда говорят о так называемом делении числа нацело, но так бывает далеко не всегда, в этом случае рассматривают деление с остатком.

Определение. Разделить целое число a на целое число b с остатком  – это значит представить его в виде a=bq + r, где q и r целые числа, 0(r<(b(.

Основную роль во всей арифметике целых чисел играет теорема о делении с остатком.

Теорема. Для любых целых a и b существует единственная пара чисел q и r, удовлетворяющих условиям, a=bq + r,  0(r<(b(.

Замечание. В частности, если  [image: image1969.wmf]0
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, то [image: image1970.wmf]q

b

a

×

=
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 делится на [image: image1972.wmf]b

.

 Замечание. Если  [image: image1973.wmf]b
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,

 то q называется неполным частным, а  r – остатком от деления a на  b.
Из теоремы о делении с остатком следует, что при фиксированном целом  m>0 любое целое число а можно представить в одном из следующих видов:
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При этом если [image: image1975.wmf],
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Например, любое целое число можно представить в виде [image: image1980.wmf]k

a

×

=

2

или [image: image1981.wmf]1

2

+

×

=

k

a

.

Любое целое число можно представить в виде [image: image1982.wmf]k

a

×

=

3

, [image: image1983.wmf]1

3

+

×

=

k

a

 или [image: image1984.wmf]2

3

+

×

=

k

a

.

Примеры:

1. Какой цифрой заканчивается число 3[image: image1985.wmf]1995

?

Решение: Так как число 3[image: image1986.wmf]4

оканчивается цифрой 1, то и любая его степень вида (3[image: image1987.wmf]4

)[image: image1988.wmf]k

оканчивается цифрой 1. Найдём остаток от деления числа 1995 на 4. Имеем 1995=4(498+3. Значит, 3[image: image1989.wmf]1995

=(3[image: image1990.wmf]4

)[image: image1991.wmf]498

(3[image: image1992.wmf]3

. Первый множитель оканчивается цифрой 1, а второй – цифрой 7. Значит, произведение оканчивается цифрой 7, то есть число 3[image: image1993.wmf]1995

 оканчивается цифрой 7.

2. Какие остатки могут получиться при делении квадрата целого числа на 3?

Решение: Всякое число a в соответствии с остатками от деления его на 3 может быть представлено в одном из видов: a=3k, a=3k+1, a=3k+2 (k–целое число).

Соответственно получаем a[image: image1994.wmf]2

=9k[image: image1995.wmf]2

=3(3k[image: image1996.wmf]2

), a[image: image1997.wmf]2

=(3k+1) [image: image1998.wmf]2

=9k[image: image1999.wmf]2

+6k+1=3(3k[image: image2000.wmf]2

+2k)+1, a[image: image2001.wmf]2

=(3k+2) [image: image2002.wmf]2

=9k[image: image2003.wmf]2

+12k+4=3(3k[image: image2004.wmf]2

+4k+1)+1.

Мы видим, что число a[image: image2005.wmf]2

либо делится на 3, либо при делении на 3 даёт остаток 1. Тем самым мы показали, что квадрат целого числа при делении на 3 не может дать остаток 2.

3. Докажем, что, если остаток от деления числа на 9 есть 2, 3, 5, 6, 8, то это число не может быть квадратом целого числа.
Решение: Рассмотрим классы чисел, на которые разбивается множество целых чисел при  делении на 9.

9k±1 (9k±1) [image: image2006.wmf]2

=81 k [image: image2007.wmf]2

±2(9k+1=9(9k[image: image2008.wmf]2

±2k)+1

9k±2 (9k±2) [image: image2009.wmf]2

=81 k [image: image2010.wmf]2

±4(9k+4=9(9k[image: image2011.wmf]2

±4k)+4

9k±3 (9k±3) [image: image2012.wmf]2

=81 k [image: image2013.wmf]2

±3(9k+9=9(9k[image: image2014.wmf]2

±2k)+1

9k±4 (9k±4) [image: image2015.wmf]2

=81 k [image: image2016.wmf]2

±4(9k+16=9(9k[image: image2017.wmf]2

±4k+1)+7

9k (9k) [image: image2018.wmf]2

=9(9k
При делении на 9 целые числа, являющиеся полными квадратами дают в остатке числа 0, 1, 4, 7. Следовательно, числа, дающие в остатке 2, 3, 5, 6, 8 не могут являться квадратами целых чисел.

Признаки делимости

Иногда возникает ситуация, когда нужно быстро определить, делится одно число на другое или нет. Поэтому удобно иметь некоторые легко запоминающиеся признаки, позволяющие это определить без выполнения деления. Так как деление целых чисел сводится к делению их модулей, то признаки делимости формулируются для натуральных чисел.

Обычно эти признаки доказываются, используя следующий приём: число представляют в виде суммы, в которой одно слагаемое наверняка делится на заданное число, и применяют свойства делимости суммы и произведения.

Признак делимости на 2. Число n делится на  2 в том и только в том случае, если его последняя цифра делится на 2.

Признак делимости на 4. Число n делится на 4 в том и только в том случае, если на 4 делится число, образованное из двух последних цифр числа n.

Признак делимости на 8. Число n делится на 8 в том и только в том случае, если на 8 делится трёхзначное число, образованное из трёх последних цифр числа n.

Если внимательно рассмотреть признаки делимости на 2,4,8, то можно найти признак делимости на 2m(m=1,2,3,…): число n делится на 2m в том и только в том случае, если на 2m делится m-значное число, которое образуют m последних  цифр числа n.

Признак делимости на 5.  Число n делится на 5 в том и только в том случае, если его последняя цифра 0 или 5.

Признак делимости на 5m  схож с признаком делимости числа n на 2m.
Признак делимости на 3. Число n делится на  3 в том и только в том случае, если сумма его цифр делится на 3.

Признак делимости на 9. Число n делится на  9 в том и только в том случае, если сумма его цифр делится на 9.

Признак делимости на 7. Число n делится на 7 в том и только в том случае, если на 7 делится число p=n[image: image2019.wmf]0

+3n[image: image2020.wmf]1

+2n[image: image2021.wmf]2

-(n[image: image2022.wmf]3

+3n[image: image2023.wmf]4

+n[image: image2024.wmf]5

)+…,где n[image: image2025.wmf]0

–последняя цифра числа n, n[image: image2026.wmf]1

–предпоследняя цифра числа и так далее.

Признак делимости на 11. Число n делится на  11 в том и только в том случае, если сумма его цифр, стоящих на нечётных местах, отличается от суммы его цифр, стоящих на чётных местах, на величину кратную 11.

(n[image: image2027.wmf]0

+ n[image: image2028.wmf]2

+ n[image: image2029.wmf]4

+…)-( n[image: image2030.wmf]1

+n[image: image2031.wmf]3

+ n[image: image2032.wmf]5

+…) делится на 11, то число n делится на 11.
Признак делимости на 13. Число n делится на  13 в том и только в том случае, если на 13 делится число l, полученное из n зачёркиванием последней цифры и прибавлением к получённому числу учетверённое значения зачеркнутой цифры.

Комбинируя уже известные признаки делимости, можно узнать, делится ли данное число на 6, 10, 12, 14, 15 и так далее.

Признак Паскаля

Французский математик, физик и философ 18 века Блез Паскаль однажды задался вопросом: что будет, если в десятичном разложении натурального числа 

n=10[image: image2033.wmf]k

n[image: image2034.wmf]k

+…+10n[image: image2035.wmf]1

 +n[image: image2036.wmf]0

 все степени десятки взять и заменить на остатки m[image: image2037.wmf]1

,…,m[image: image2038.wmf]k

, получающиеся при делении этих степеней на некоторое фиксированное число m. Оказывается, в результате такой замены образуется число p= m[image: image2039.wmf]k

 n[image: image2040.wmf]k

+…+ m[image: image2041.wmf]1

 n[image: image2042.wmf]1

+ n[image: image2043.wmf]0

 которое даёт тот же остаток при делении на m, что и число n. В этом и состоит суть признака, описанного Паскалем в работе ”Особенности делимости чисел”. Таким образом, n делится на m, если p делится на m.

С помощью этого признака можно вывести конкретные признаки, перечисленные выше.

Примеры. 

Прежде чем приступить к решению задач отметим тот факт, что произведение n последовательных натуральных чисел делится на n!

1. Докажем, что (m[image: image2044.wmf]5

- m) делится на 30, m(N .

Решение: (m[image: image2045.wmf]5

- m)=m(m[image: image2046.wmf]4

-1)=m(m-1)(m+1)(m[image: image2047.wmf]2

+1) Произведение трёх последовательных чисел m(m-1)(m+1) делится на 3!=6

m[image: image2048.wmf]2

+1=m[image: image2049.wmf]2

-4+5=(m-2)(m+2)+5.

Тогда m[image: image2050.wmf]5

- m=(m-2)(m+2)m(m-1)(m+1)+5m(m-1)(m+1) Первое слагаемое представляет собой произведение пяти последовательных чисел, а второе, что очевидно, делится на 5. Следовательно, m[image: image2051.wmf]5

- m делится на 5 и на 6, а значит и на 30.

2. Докажем, что 50358 делится на 11.

Решение: Сумма его цифр, стоящих на нечётных местах – это 16, сумма его цифр, стоящих на нечётных местах–5, их разность составляет 11, следовательно, так как число 11 делится на 11, то и 50358 делится на 11.

3. Докажем, что 169 делится на 13. 

Решение: Число, полученное зачёркиванием последней цифры–это 16, учетверённое значение 9–36, сумма 36 и 16–52, 5+2(4=13, так как 52 делится на 13, следовательно, и 169 делится на 13.

4. Докажем, что если в трёхзначном числе две последние цифры одинаковы, а сумма его цифр делится на 7, то и само число делится на 7.

Решение: Заметим, что любое число можно записать в виде [image: image2052.wmf]0
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(10+a[image: image2056.wmf]0

 Соответственно трёхзначное–[image: image2057.wmf]abc

.

По условию имеем трехзначное число вида [image: image2058.wmf]abb

= [image: image2059.wmf]b
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. Первое слагаемое полученной разности делится на 7, т.к. имеет место соотношение (2); второе слагаемое разности также делится на 7, т.к. 189[image: image2064.wmf]M

7, поэтому по свойствам делимости и вся разность делится на 7, т.е. [image: image2065.wmf]abb

[image: image2066.wmf]M

7.

Контрольные задания


Представленные ниже задачи являются контрольным заданием для учащихся 8 классов. Решения необходимо оформить в отдельной тетради и выслать по адресу 680000, г. Хабаровск, ул. Дзержинского, 48, ХКЦТТ, ХКЗФМШ. Для зачета нужно набрать не менее 20 баллов (каждая правильно решенная задача оценивается в 5 баллов).

М.8.4.1. Докажите, что при любом натуральном n  является целым числом значение выражения: а)[image: image2067.wmf]9
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Указание: Воспользоваться тем, что [image: image2069.wmf]1
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М.8.4.2. Докажите, что 3[image: image2072.wmf]70

+9[image: image2073.wmf]33

+27[image: image2074.wmf]23

 делится на 109.

М.8.4.3. Доказать, что если из трёхзначного числа вычесть трёхзначное число, записанное теми же цифрами, что и первое, но в обратном порядке, то модуль полученной разности будет делиться на 9 и 11.

М.8.4.4. При делении натурального числа a на натуральное число b в частном получается c и в остатке d. Могут ли все числа a, b, c, d оказаться нечётными?

Указание: Напомним, что нечётное число представляется в виде 2k+1.

М.8.4.5. Доказать, что при любом нечётном n число n[image: image2075.wmf]3

-n делится на 24.

М.8.4.6.Доказать, что числа вида 7n-1, где n –целое, не могут быть квадратами целых чисел.
Математика, 9 – 10 класс

Карпова Ирина Викторовна

Элементы теории вероятностей


Математику многие любят за её вечные истины: дважды два всегда четыре, сумма четных чисел четна, а площадь прямоугольника равна произведению его смежных сторон. В любой задаче, которую вы решали на уроках математики, у всех получался один и тот же ответ – нужно было только не делать ошибок в решении.


Реальная жизнь не так проста и однозначна. Исходы многих явлений заранее предсказать невозможно, какой бы полной информацией мы о них не располагали. Нельзя, например, сказать наверняка, какой стороной упадет подброшенная вверх монета, когда в следующем году выпадет первый снег или сколько человек в городе захотят в течение ближайшего часа позвонить по телефону. Такие непредсказуемые явления называются случайными.


Однако случай тоже имеет свои законы, которые начинают проявляться при многократном повторении случайных явлений. Если подбросить монету 1000 раз, то «орёл» выпадет приблизительно в половине случаев, чего никак нельзя сказать о двух или даже десяти бросаниях. Обратите внимание на слово «приблизительно» – закон не утверждает, что число «орлов» будет в точности 500 или окажется в промежутке от 490 до 510. Он вообще ничего не утверждает наверняка, но дает определенную степень уверенности в том, что некоторое случайное событие произойдет. Такие закономерности изучает специальный раздел математики – теория вероятностей.

Теория вероятностей неразрывно связана с нашей повседневной жизнью. Это дает замечательную возможность установить многие вероятностные законы опытным путем, многократно повторяя случайные эксперименты. Материалами для этих экспериментов чаще всего будут обыкновенная монета, игральный кубик, набор домино, рулетка и даже колода карт. Каждый из этих предметов, так или иначе, связан с играми. Дело в том, что случай здесь предстает в наиболее чистом виде, и первые вероятностные задачи были связаны с оценкой шансов игроков на выигрыш.


Современная теория вероятностей ушла от азартных игр так же далеко, как геометрия от задач землеустройства, но их реквизит по-прежнему остается наиболее простым и надежным источником случая. Поупражнявшись с рулеткой и кубиком, вы научитесь вычислять вероятность случайных событий в реальных жизненных ситуациях, что позволит вам оценивать свои шансы на успех, проверять гипотезы, принимать решения не только в играх и лотереях.

Основные понятия теории вероятностей


Как любой другой раздел математики, теория вероятностей имеет свой понятийный аппарат, который используется при формулировке определений, доказательстве теорем и выводе формул. Рассмотрим понятия, которые будем использовать при дальнейшем изложении теории.


Испытание – осуществление комплекса условий.

Исход испытания (элементарное событие) – любой результат который может произойти при проведении испытания.

Примеры.

1) Испытание: подбрасывается игральный кубик.

    Исходы испытания: ω1 – на верхней грани кубика появилось одно очко;

                                        ω2 – на верхней грани кубика появилось два  очка;

                                        ω3 – на верхней грани кубика появилось три  очка;

                                        ω4 – на верхней грани кубика появилось четыре очка;

                                        ω5 – на верхней грани кубика появилось пять  очков;

                                        ω6 – на верхней грани кубика появилось шесть  очков.

      Всего возможно 6 исходов испытания (или 6 элементарных события).

2) Испытание: ученик сдает экзамен.

     Исходы испытания: ω1 – ученик получил двойку;

                                         ω2 – ученик получил тройку;

                                         ω3 – ученик получил четверку;

                                         ω4– ученик получил пятерку.

      Всего возможно 4 исхода испытания (или 4 элементарных события).

3) Испытание: покупается лотерейный билет.

    Исходы испытания: ω1 – появился выигрышный билет;

                                        ω2 – появился невыигрышный билет.

    Всего возможно 2 исхода испытания (или 2 элементарных события).

4) Испытание: производится выстрел по мишени.

    Исходы испытания: ω1 – мишень поражена;

                                        ω2 – мишень осталась целой.

    Всего возможно 2 исхода испытания (или 2 элементарных события).


Замечание. Обозначение ω – является стандартным обозначением для элементарного события, в дальнейшем мы будем пользоваться этим обозначением.


Будем называть исходы данного испытания равновозможными, если исходы испытания имеют одинаковые шансы на появление (примеры 1, 3, 4)


Пространство элементарных событий – множество всех элементарных событий (исходов испытания), которые могут появиться при проведении испытания.


В примерах, которые мы рассмотрели выше, фактически были описаны пространства элементарных событий данных испытаний.


Замечание. Число точек в пространстве элементарных событий (ПЭС), т.е. число элементарных событий в дальнейшем будем обозначать буквой n.


Массовые однородные испытания – многократное повторение испытания в одинаковых условиях.


Теперь можно более точно определить круг вопросов, которыми занимается теория вероятностей.


Теория вероятностей изучает закономерности имеющие место при проведении массовых однородных испытаний.

 
Рассмотрим основные определения, которыми мы будем пользоваться в дальнейшем.

Определение 1. Событием называется совокупность некоторого числа точек ПЭС.

События в дальнейшем мы будем обозначать большими латинскими буквами: А, В, С.

Определение 2. Событие, которое может произойти, а может и не произойти при проведении испытания, называется случайным событием.

Замечание. Любое элементарное событие так же является случайным событием.

Определение 3. Событие, которое происходит при любом исходе испытания, называется достоверным событием.

Определение 4. Событие, которое не может произойти ни при каком исходе испытания, называется невозможным событием.

Примеры. 

1) Испытание: подбрасывается игральный кубик.

    Событие А: на верхней грани кубика выпало четное число очков;

    Событие В: на верхней грани кубика выпало число очков, кратное 3;

    Событие С: на верхней грани кубика выпало 7 очков;

    Событие D: не верхней грани кубика выпало число очков меньшее 7.

События А и В могут произойти, а могут и не произойти при проведении испытания, поэтому это случайные события.

Событие С не может произойти никогда, поэтому оно является  невозможным событием.

Событие D происходит при любом исходе испытания, значит это достоверное событие.

2) Испытание: из коробки, содержащей 3 красных, 3 желтых, 3 зеленых шара, наудачу вынимают 4 шара.

    Событие А: все вынутые шары одного цвета;

    Событие В: все вынутые шары разных цветов;

    Событие С: среди вынутых шаров есть шары разных цветов;

    Событие D: среди вынутых есть шары всех трех цветов.

Событие А – невозможное: нельзя вытащить из коробки четыре шара одного цвета, так как в ней только по три шара каждого цвета.

Событие В – тоже невозможное: шары в коробке трех цветов, а вынимаем мы четыре шара.

Событие С – достоверное: все четыре шара не могут быть одного цвета (об этом мы уже говорили), поэтому среди них обязательно есть шары хотя бы двух цветов.

Событие D – случайное: может произойти (например, когда появятся красный, красный, желтый, зеленый шары), а может и не произойти (например, когда появятся красный, красный, зеленый, зеленый шары).

Определение 5. Элементарное событие ω называется благоприятствующим для события А, если когда происходит элементарное событие ω, происходит и событие А.

Замечание. Число элементарных событий, благоприятствующих для данного события А, в дальнейшем будем обозначать буквой m.

Пример.

Испытание: подбрасывается игральный кубик.

Событие А: на верхней грани кубика выпало четное число очков;

Событие В: на верхней грани кубика выпало число очков, кратное 3.

Благоприятствующими для А событиями являются: ω2 – на верхней грани кубика появилось два  очка; ω4 – на верхней грани кубика появилось четыре очка; ω6 – на верхней грани кубика появилось шесть  очков; m = 3.

    Благоприятствующими для В событиями являются: ω3 – на верхней грани кубика появилось три  очка; ω6 – на верхней грани кубика появилось шесть  очков; m = 2

Определение 6. Два события А и В называются несовместными, если они не могут произойти при одном исходе испытания. Другими словами, если появление одного события исключает появление другого.

Определение 7. Два события А и В называются совместными, если они могут произойти при одном исходе испытания, или появление одного из них не исключает появление другого.

Примеры.

1) Испытание: подбрасывается игральный кубик.

   Событие А: на верхней грани кубика выпало четное число очков;

   Событие В: на верхней грани кубика выпало число очков, кратное 3;

   Событие С: на верхней грани кубика выпало нечётное число очков;

   Событие D: на верхней грани кубика выпало число очков меньшее трех:

   Событие Е: на верхней грани кубика выпало простое число очков.


События А и В являются совместными, так как если на верхней грани кубика появится 6, то произойдет и событие А и событие В.


События А и С являются несовместными, так как не могут произойти одновременно при одном подбрасывании кубика.


События А, D, Е являются совместными, так как число 2 одновременно является четным, меньшим чем 3 и простым.


События С, D  то же являются совместными, так как 1 является одновременно нечетным и меньшим 3.

Классическое определение вероятности


Мы говорили, что случайные события при одних и тех же условиях могут произойти, а могут и не произойти. При этом у одних случайных событий шансов произойти больше (значит, они более вероятные – ближе к достоверным), а у других меньше (они менее вероятные – ближе к невозможным). Поэтому в первом приближении можно определить вероятность, как степень возможности наступления того или иного события.


Понятно, что более вероятные события будут происходить чаще, чем менее вероятные. Так что сравнивать вероятности можно по частоте, с которой события происходят.


Попытаемся расположить на специальной вероятностной шкале следующие события в порядке возрастания вероятности их появления.

Событие А: в следующем году первый снег в Хабаровске выпадет в воскресенье;

Событие В: свалившийся со стола бутерброд упал маслом вниз;

Событие С: при подбрасывании игрального кубика выпадет 6 очков;

Событие D: при подбрасывании игрального кубика выпадет четное число очков;

Событие Е: при подбрасывании игрального кубика выпало 7 очков;

Событие F: при подбрасывании игрального кубика выпадет число очков, меньшее 7.


Итак, в начальной точке нашей шкалы расположим невозможные события, так как степень возможности их наступления (вероятность) практически равна 0. Таким образом, это будет событие Е. В конечной точке нашей шкалы расположим достоверное событие – F. Все остальные события являются случайными, попробуем расположить их на шкале в порядке возрастания степени возможности их появления. Для этого мы должны выяснить какие из них менее вероятные, а какие более вероятные. Начнем с события D: когда мы подбрасываем игральный кубик, каждая из 6 граней имеет равные шансы оказаться верхней. Четное число очков – на трёх гранях кубика, на трёх других – нечетное. Значит, ровно половина шансов (3 из 6) за то, что событие D произойдет. Поэтому расположим событие D в середине нашей шкалы.


У события С только один шанс из 6, в то время как у события D – три шанса из 6 (как мы выяснили). Поэтому С менее вероятно и будет расположено на шкале левее события D.


Событие А еще менее вероятно, чем С, ведь в неделе 7 дней и в любой из них с равной вероятностью может выпасть первый снег, поэтому у события А один шанс из 7. Событие А, таким образом, будет расположено еще левее, чем событие С.


Труднее всего расположить на шкале событие В. Здесь нельзя точно подсчитать шансы, но можно призвать на помощь жизненный опыт: бутерброд гораздо чаще падает на пол именно маслом вниз (есть даже «закон бутерброда»), поэтому событие В гораздо вероятнее, чем D, поэтому на шкале расположим его правее, чем D. Таким образом, получим шкалу:

                               Е      А  С                      D     В                            F
                                

            невозможное                         случайные                           достоверное

Построенная вероятностная шкала не совсем настоящая – на ней нет числовых меток, делений. Перед нами встает задача научиться вычислять степень возможности наступления (вероятность) того или иного события.

В теории вероятностей в зависимости от того, каким условиям удовлетворяют испытания, существует несколько определений вероятности. Мы рассмотрим только одно из них и научимся решать задачи на вычисление такой вероятности.

Пусть проводится одно испытание, удовлетворяющее следующим условиям:

1) число исходов испытания конечно (равно n);

2) исходы испытания являются несовместными;

3) исходы испытания являются равновозможными.

Перечисленные условия составляют так называемую классическую схему испытаний (КСИ).

Определение 8. Вероятностью события в классической схеме испытаний называется число, равное отношению числа исходов испытания, благоприятствующих для данного события, к числу всех исходов испытания. 

Обычно вероятность  события А обозначают Р(А). Таким образом, 
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где  m – число исходов испытания, благоприятствующих для события А;

       n  – число всех исходов данного испытания.


Решение задач на вычисление вероятности в классической схеме испытаний обычно осуществляется по следующему алгоритму.


Алгоритм вычисления вероятности в КСИ
1) Формулируется испытание.

2) Определяется ПЭС данного испытания и число n  - число точек в нём.

3) Проверяется, удовлетворяет ли испытание (КСИ).

4) Формулируется событие А, вероятность которого нужно найти.

5) Определяется число m – число элементарных событий, благоприятствующих событию А.

6) Вычисляется вероятность события А по формуле (1).

Задача 1. Абонент забыл последнюю цифру телефонного номера и набрал её наудачу, помня только, что эта цифра нечетная, найдите вероятность того что, номер набран правильно.

Решение. Воспользуемся предложенным алгоритмом.

1) Исп. Наудачу выбирают одну из нечетных цифр.

2) ПЭС: каждое элементарное событие ω – появление какой-то из нечетных цифр. Так как нечетных цифр всего 5, то n = 5.

3) Проверим условия КСИ: 1) число исходов испытания конечно n = 5;

     2) так как при выборе одной цифры не может появиться одновременно две различных цифры, то исходы испытания несовместны;

     3) так как выбор происходит наудачу, то шанс выбора конкретной цифры одинаков для каждой цифры, т.е. исходы испытания равновозможные. Таким образом, все условия КСИ выполнены.

4) Соб. А: выбрали правильную цифру.

5) Среди пяти нечетных цифр только одна правильная, поэтому число исходов благоприятствующих Соб. А  m = 1.
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Ответ: Р(А) = 0,2.


Замечание. Из определения 8 ясно, что вероятность это число всегда не меньшее нуля и не большее 1.

Задача 2. В классе учится 10 мальчиков и 20 девочек.

а) На класс дали один билет в цирк, который решено разыграть по жребию. Какова вероятность того, что в цирк пойдет девочка?

б) Учитель истории знает, что 3 мальчика и 5 девочек из класса были накануне в кино, поэтому не выучили домашнее задание. К сожалению, он не знает их фамилий, но очень хочет поставить кому-нибудь двойку. Кого ему лучше вызвать к доске – мальчика или девочку?

Решение. а) Непосредственно воспользуемся алгоритмом.

1) Исп. По жребию разыгрывается один билет среди 30 учеников.

2) ПЭС: каждое элементарное событие ω – билет достался одному из 30 учеников, поэтому число точек в ПЭС n = 30.

3) Проверяем условия КСИ: 1) число точек в ПЭС конечно n = 30;

     2) исходы испытания несовместны, т.к. жребий выпадает только одному ученику;

     3) т.к. выбор происходит по жребию, все ученики имеют равные шансы пойти в цирк, т.е. исходы испытания равновозможные.

4) Соб А. Билет достался девочке.

5) Так как в классе 20 девочек, то число исходов испытания, благоприятствующих Соб А  m = 20.
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б) Для ответа на вопрос задачи вычислим вероятность того, что вызванная к доске девочка не выучила урок; и вероятность того, что вызванный к доске мальчик не выучил урок. Вычислять эти вероятности будем по алгоритму.

1) Исп. Наудачу к доске вызывается девочка.

2) ПЭС: каждое элементарное событие ω – появление у доски какой-то девочки из 20, поэтому число точек в ПЭС n = 20.

3) Проверим условия КСИ: 1) число точек в ПЭС конечно n = 20.

     2) исходы испытания несовместны;

     3) так как выбор происходит наудачу, то исходы испытания равновозможные. 

4) Соб. А. Вызванная девочка не выучила домашнего задания.

5) Т.к. домашнее задание не выучили 5 девочек, то число исходов, благоприятствующих для Соб. А  m = 5.

6) [image: image2083.wmf]n
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 = [image: image2084.wmf]20

5

=0,25.

Таким образом, вероятность того, что вызванная к доске девочка, оказалась той самой, которая ходила в кино, равна 0,26. Найдем вероятность того, что вызванный к доске мальчик не выучил урок.

1) Исп. Наудачу к доске вызывается мальчик.

2) ПЭС: n = 10.

3) КСИ выполняется.

4) Соб.А: Вызванный мальчик не выучил домашнего задания.

5) m = 3.

6) [image: image2085.wmf]n
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Сравним полученные вероятности [image: image2087.wmf]10
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, поэтому обиженный тем, что в кино ходили без него учитель должен вызвать к доске мальчика, так как в этом случае у него больше шансов поставить двойку. Вывод: не забывайте приглашать в кино учителей!

Задача 3. Одновременно подбрасывают три монеты.  А) Найти вероятность того, что все монеты упадут на одну сторону. Б) Найти вероятность того, что выпадет хотя бы один «герб».

Решение. А)

1) Исп. Подбрасывается 3 монеты одновременно.

2) ПЭС: выпишем все возможные исходы испытания, обозначив буквой Г – появление «герба», а буквой Ц – появление «цифры»: 

             {ГГГ; ГГЦ; ГЦГ; ЦГГ; ЦЦГ; ЦГЦ; ГЦЦ; ЦЦЦ}, n = 8.

3) Проверим условия КСИ: 1) число исходов испытания n = 8 конечно;

     2) так как при однократном подбрасывании трех монет может появиться только один из перечисленных исходов, то исходы испытания несовместны;

     3) так как шансы на выпадение «герба» или цифры» на каждой из монет одинаковые, то исходы испытания равновозможные.

4) Соб. А: все три монеты упали на одну сторону.

5) Среди перечисленных исходов испытания только два – ГГГ; ЦЦЦ – благоприятствуют Соб. А, поэтому m = 2.

6) [image: image2088.wmf]n
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= [image: image2089.wmf]8
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Решим задача под буквой Б).

1) Исп. Подбрасывается 3 монеты одновременно.

2) ПЭС: выпишем все возможные исходы испытания, обозначив буквой Г – появление «герба», а буквой Ц – появление «цифры»: 

             {ГГГ; ГГЦ; ГЦГ; ЦГГ; ЦЦГ; ЦГЦ; ГЦЦ; ЦЦЦ}, n = 8.

3) Проверим условия КСИ: 1) число исходов испытания n = 8 конечно;

     2) так как при однократном подбрасывании трех монет может появиться только один из перечисленных исходов, то исходы испытания несовместны;

     3) так как шансы на выпадение «герба» или «цифры» на каждой из монет одинаковые, то исходы испытания равновозможные.

4) Соб. А: при однократном подбрасывании трех монет появился хотя бы один «герб».

5) Соб. А среди перечисленных исходов благоприятствуют следующие: ГГГ; ГГЦ; ГЦГ; ЦГГ; ЦЦГ; ЦГЦ; ГЦЦ, поэтому m = 7.
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Ответ: А) Р(А) = 0,25; Б) Р(А) = [image: image2092.wmf]8
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Замечание. Эта задача имеет и другое решение. Если иметь ввиду, что проводится не одно испытание, а три, то эти испытания удовлетворяют так называемой схеме Бернулли, решение задач в которой осуществляется по другому алгоритму.


Как мы выяснили, для вычисления вероятности в КСИ необходимо знать два числа:  m  - число исходов, благоприятствующих событию и n – число всех исходов данного испытания. В рассмотренных задачах мы эти числа находили непосредственным подсчетом. Однако, при решении многих вероятностных задач для вычисления этих чисел рационально применять комбинаторные формулы (См. МИФ №3, 2003г.).

Рассмотрим решение таких задач.

Задача 4.  Какова вероятность того, что при случайном расположении в ряд кубиков, на которых нанесены буквы а, г, и, л, м, о, р, т, получится слово алгоритм?
Решение. Проводим по алгоритму.

1) Исп. Случайным образом располагают 8 кубиков в ряд.

2) ПЭС: каждое элементарное событие ω – слово из восьми букв, поэтому, чтобы подсчитать число элементарных событий нужно решить комбинаторную задачу: Скольким числом способов можно переставить 8 кубиков, на которых написаны буквы а, г, и, л, м, о, р, т. (комбинаторную задачу будем решать по алгоритму, приведенному в предыдущем номере журнала, см. ст. «Комбинаторика»)

1) Определим число элементов в множестве из которого выбираем n = 8.

2) Определим число элементов в выборке m = 8.

3) Определим характер выборки: 1) упорядоченная; 2) без повторений.

4) Каждое расположение кубиков, т.е. каждое слово, есть перестановка без повторений, поэтому [image: image2093.wmf]=

=
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      Таким образом, решив сформулированную комбинаторную задачу, мы нашли, что ПЭС данного испытания содержит n = 40320 точек. (Не путайте, пожалуйста, при решении комбинаторной задачи n – число элементов в множестве из которого идет выборка; при решении первоначальной теоретико-вероятностной задачи n – число точек в ПЭС).

3) Проверим условия КСИ: 1) число точек в ПЭС конечно n = 40320;

2) одновременно два разных слова при однократном расположении в ряд кубиков появиться не могут, поэтому исходы испытания несовместны;

3) так как располагаем кубики случайным образом, то исходы испытания равновозможные. Условия КСИ выполняются.

4) Соб. А: появилось слово алгоритм.

5) Этому событию благоприятствует только один исход испытания, т.е. m = 1.
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Задача 5. Имеется 25 российских и 15 зарубежных марок. Какова вероятность того, что из пяти выбранных наугад марок окажется  3 российские и 2 зарубежные марки?

Решение.

1) Исп. Из 40 марок наудачу извлекают 5.

2) ПЭС: каждое элементарное событие ω – появление определенной пятерки марок, поэтому чтобы определить число точек в ПЭС, нужно решить комбинаторную задачу:   скольким числом способов из 40 марок можно выбрать 5? Эту задачу решим по известному алгоритму:

1) Число элементов в множестве из которого выбираем n = 40.

2) Длина выборки m = 5.

3) Характер выборки: 1) неупорядоченная; 2) без повторений.

4) Каждый набор из 5 марок есть сочетание без повторений, поэтому имеем [image: image2097.wmf]!
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      Таким образом, число точек в ПЭС равно n = 658008.

3) КСИ выполняется.

4) Соб. А: появились 3 российские и 2 зарубежные марки.

5) Чтобы определить число исходов, благоприятствующих данному событию нужно решить комбинаторную задачу: скольким числом способов можно выбрать 3 российские марки из 25 и 2 зарубежные марки из 15? (см. задачу М9.3.4 из МИФ №3 за 2003г.). В результате решения получаем, что число исходов, благоприятствующих для Соб. А  m = [image: image2098.wmf]2
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Ответ: Р(А) = 0,367.


Замечание. Может показаться, что совсем не нужно каждый раз останавливаться на проверке условий КСИ, так как они все равно выполняются. Но это очень важный момент при решении вероятностной задачи. Здесь мы рассматривали только задачи, в которых испытание удовлетворяет КСИ, но на  практике огромное число испытаний не удовлетворяет КСИ, поэтому находить вероятности событий в таких задачах нужно по другим формулам. Проверка условий КСИ поможет избежать ошибок при выборе алгоритма.

Контрольные задания


Представленные ниже задачи являются контрольным заданием для учащихся 9 и 10 классов. Решения необходимо оформить в отдельной тетради и выслать по адресу 680000, г. Хабаровск, ул. Дзержинского, 48, ХКЦТТ, ХКЗФМШ. Для зачета нужно набрать не менее 21 балла (каждая правильно решенная задача оценивается в 3 балла)
М. 9.4.1. Укажите пространство элементарных событий для следующих испытаний:

1) монета подбрасывается один раз;

2) монета подбрасывается 2 раза;

3) наудачу вырывается листок из нового календаря;

4) производится выстрел по мишени, представляющей собой 10 концентрических кругов;

5) из коробки, содержащей 5 черных и 2 белых шара, вынимают одновременно 3 шара.

М 9.4.2. Укажите, какие из следующих событий невозможные, какие – достоверные, какие – случайные  (объясните почему):

1) футбольный матч «Спартак» – «Динамо» закончился вничью;

2) вы выиграете, участвуя в беспроигрышной лотерее;

3) в полночь выпадет снег, а через 24 часа будет светить солнце;

4) завтра будет контрольная по математике;

5) 30 февраля будет дождь;

6) вас изберут президентом США;

7) вас изберут президентом России.

М.9.4.3.  В коробке лежит 10 красных, 1 зеленая и 2 синие ручки. Из коробки наугад вынимают два предмета. Какие из следующих событий невозможные, какие – случайные, какие – достоверные (объяснить почему):

1) вынуты две красные ручки; 2) вынуты две зеленые ручки;

              3) вынуты две синие ручки;      4) вынуты ручки двух разных цветов;

              5) вынуты две ручки;                 6) вынуты два карандаша.

М.9.5.4.  Для данного события сформулировать испытание, определить пространство элементарных событий этого испытания и указать, сколько точек пространства элементарных событий благоприятствует этому событию:

1) наудачу вырванный листок из нового календаря соответствует 30 числу;

2) наудачу взятое трехзначное число кратно 3;

3) при одновременном подбрасывании двух игральных кубиков сумма очков на них равна 10.

М.9.4.5.  Все буквы русского алфавита написаны на 33 одинаковых карточках. Какова вероятность того, что на наудачу извлеченной карточке написанная буква окажется гласной?

М.9.4.6. Из 35 учеников контрольную работу на оценку «5» написали шесть учеников, не «4» – 11 учеников и остальные – на «3». Какова вероятность того, что наудачу взятая контрольная работа оценена на «3»?

М.9.4.7. Одновременно подбрасывается 2 игральных кубика.

А) Какова вероятность того, что на кубиках выпадет равное количество очков?

Б) Какова вероятность того, что число, выпавшее на первом кубике, больше числа, выпавшего на втором кубике?

М.9.4.8.  Из 33 букв русского алфавита составляются слова, каждое из которых состоит из трех различных букв. Какова вероятность того, что наудачу выбранное слово составлено из букв, входящих в первый десяток?

М.9.4.9.  В классе, где учится 10 мальчиков и 10 девочек, разыгрывают по жребию 10 билетов на концерт. Какова вероятность того, что на концерт пойдет поровну мальчиков и девочек?
Математика, 11 класс

Пишкова Наталья Евгеньевна

Решение тригонометрических уравнений

       К определению тригонометрического уравнения различные авторы учебных пособий подходят по-разному. Мы назовём тригонометрическим уравнением равенство тригонометрических выражений, содержащих неизвестное (переменную) только под знаком тригонометрических функций. Уравнения вида [image: image2102.wmf]x
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 и т.д. – тригонометрические   уравнения. Уравнения вида [image: image2105.wmf]x

x

2

1

sin

=

; [image: image2106.wmf]3

1

2

1

2

cos

+

=

x

x

; [image: image2107.wmf]x

x

tg

=

2

  и т.д. не являются тригонометрическими, они относятся к типу трансцендентных уравнений и, как правило, решаются приближенно или графически. 

       Может случиться так, что уравнение не является тригонометрическим согласно определению, однако оно может быть сведено к тригонометрическому.

      Например, [image: image2108.wmf]6
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      Видим, что [image: image2109.wmf]6
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 не содержится под знаком тригонометрических функций, однако оно решается аналитически:

        [image: image2110.wmf]
[image: image2111.wmf]0

)

1

2

cos

2

)(

6

(

=

-

-

x

x

, откуда [image: image2112.wmf]6

=

x

 или 

[image: image2113.wmf]             [image: image2114.wmf]2

1

2

cos

=

x

, [image: image2115.wmf]n

x

p

p

+

±

=

6

, где [image: image2116.wmf]Z

Î

n


[image: image2117.wmf]Решить тригонометрическое уравнение – значит,  найти все его корни – все значения неизвестного, удовлетворяющие уравнению.

[image: image2118.wmf]При решении тригонометрических уравнений будем пользоваться известными тригонометрическими формулами.

[image: image2119.wmf]Простейшими тригонометрическими уравнениями являются:

           [image: image2120.wmf]a

x

=

sin

 и [image: image2121.wmf]a

x

=

cos

, где [image: image2122.wmf]1

£

a

;

        [image: image2123.wmf][image: image2124.wmf]a

tgx

=

 и [image: image2125.wmf]a

ctgx

=

, где [image: image2126.wmf]R

a

Î


[image: image2127.wmf]Для решения различных видов тригонометрических уравнений необходимо уметь решать простейшие тригонометрические уравнения. Перейдем к рассмотрению решения тригонометрических уравнений различных типов.

1) Уравнение вида  sinx=a 

      Уравнение [image: image2128.wmf]a

x

=

sin
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      Известно, что решение этого уравнения находят по обобщенной формуле:
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       Примеры. Решить уравнение:
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       Пример.   Решить уравнение:
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      Решение:
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[image: image2155.wmf]Частные случаи:
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2) Уравнения вида cosx=a
     Уравнение [image: image2165.wmf]a
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 может иметь решение только при [image: image2166.wmf]1
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     Примеры. Решить уравнения:
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       Частные случаи:
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3) Уравнения вида tgx=a, где  a[image: image2202.wmf]Î
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     Известно, что решение заданного уравнения находят по обобщенной формуле:

    [image: image2203.wmf]n
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        Решение:
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4) Уравнения вида ctgx=a, где  a[image: image2216.wmf]Î
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      Известно, что решение данного уравнения находят по формуле                                                                                                                                                                                                                                 [image: image2217.wmf]n
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      Примеры. Решить уравнение:         [image: image2221.wmf]3
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      Решение:
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5) Уравнения, сводимые к алгебраическим

 Это уравнения, сводимые к одной и той же функции относительно одного и того же неизвестного выражения, входящего только под знак функции.

       Тригонометрические уравнения:

  [image: image2231.wmf]0
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  уже сведены к алгебраическим.

       Действительно, положив в них соответственно [image: image2232.wmf]z
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         Решив каждое из них, найдем [image: image2238.wmf]x
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         Уравнения   
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 не являются по виду алгебраическими, но их можно свести к алгебраическим:

   т.к. [image: image2243.wmf]x

x

2

2

cos

1

sin

-

=

, получаем [image: image2244.wmf]0

)

(

cos

cos

2

=

+

-

-

c

a

x

b

x

a

, аналогично

    [image: image2245.wmf]0

)

(

sin

cos

2

=

+

-

-

c

a

x

b

x

a

 и [image: image2246.wmf]0

=

+

×

tgx

b

tgx

a


      Пример. Решить уравнение:        [image: image2247.wmf]0
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      Решение:
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      При решении подобного типа уравнений, необходимо помнить формулы: 
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 а  также формулы из п. 1 – 4.

6) Однородные уравнения

          Уравнения [image: image2274.wmf];
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 и т.д. называют однородными относительно [image: image2277.wmf]x
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 и[image: image2278.wmf]x

cos

. Сумма показателей степеней при [image: image2279.wmf]x
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 и[image: image2280.wmf]x

cos

у всех членов такого уравнения одинакова. Эта сумма называется степенью однородного уравнения. Рассмотренные уравнения имеют соответственно первую, вторую и третью степень.

          Делением на [image: image2281.wmf]x
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 - степень однородного уравнения, уравнение приводится к алгебраическому относительно функции [image: image2283.wmf]tgx
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           Рассмотрим уравнение [image: image2284.wmf]0
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           При [image: image2288.wmf]0
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, уравнения (1) и (2) равносильны, т.к. [image: image2289.wmf]0
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 в нуль не обращаются).

           Из уравнения  (2) определяем значения [image: image2296.wmf]tgx

, а затем находим соответствующие значения [image: image2297.wmf]x
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  значения [image: image2299.wmf]tgx

 не существуют на множестве R, а потому уравнение (2) в этом случае, а значит и уравнение (1) решений не имеют.

          Уравнение [image: image2300.wmf]d
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 При [image: image2303.wmf]d
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 уравнение (3) и (4) – равносильны.

           Из уравнения  (4) находим [image: image2304.wmf]tgx

, а затем соответствующие значения [image: image2305.wmf]x

      

   Примеры. Решить уравнение:
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   Решение: 

   Разделим обе части уравнения на [image: image2308.wmf]x

cos

:

     [image: image2309.wmf]0

3

2

=

-

×

tgx

;         [image: image2310.wmf]2

3

=

tgx

;          [image: image2311.wmf]k

arctg

x

p

+

=

2

3

 ,    [image: image2312.wmf]Z

Î

k

.
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    Решение: 

    Разделим обе части уравнения на [image: image2317.wmf]x
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7) Уравнения, решаемые разложением на множители

       При решении многих тригонометрических уравнений нужно пользоваться всеми известными способами разложения на множители алгебраических выражений. Это вынесение за скобки общего множителя, группировка, применение формул сокращенного умножения, искусственные приёмы. Необходимо также помнить формулы, указанные в п.5 и формулы [image: image2353.wmf]b
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8)Уравнения, решаемые с помощью формул сложения тригонометрических функций
         Формулы преобразований суммы тригонометрических функций в произведение:
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9) Уравнения, решаемые с помощью формул сложения углов и     разложения произведения тригонометрических функций в сумму

         Формулы сложения углов и разложения произведения тригонометрических функций в сумму:  
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      Примеры. Решить уравнение:
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       Решение:
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      10) Уравнения, решаемые с помощью формул понижения степени
        Формулы понижения степени:
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Контрольные задания

     Представленные ниже задачи являются контрольным заданием для учащихся 11 классов. Решения необходимо оформить в отдельной тетради и выслать по адресу 680000, г. Хабаровск, ул. Дзержинского, 48, ХКЦТТ, ХКЗФМШ. Для зачета нужно набрать не менее 30 баллов (каждая правильно решенная задача оценивается в 5 баллов).
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Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �8�. Чертеж к задаче 6.





Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �7�. Чертеж к задаче 5.





Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �6�.


Чертеж к задаче 4.





Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �5�. Чертеж к задаче 3.





Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �4�. Чертеж к задаче 2.





Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �3�. Чертеж к задаче 1.





Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �2�. Определение координат точки через координаты ее радиус-вектора.
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Рисунок � SEQ Рисунок \* ARABIC �1�. Определение координат точки методом проекций на оси.
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Рисунок 12. Плоская укладка графа с шестью вершинами.
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Рисунок 11. Гомеоморфные графы
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Рисунок 10. Граф и его плоская укладка
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Рисунок 9. Графы к задачам о домиках и колодцах и о пяти хуторах





�





�





Рисунок 8. Домики и колодцы





Рисунок 7.  Дерево (не похожее на дерево)





Рисунок 6.  Дерево (похожее на куст)





Рисунок 5. Пути в графе





Рисунок 4. Граф к рисунку 3





Рисунок 3. Схема мостов в Кенигсберге





Рисунок 2. Граф к примеру 1





Рисунок 1. Граф с семью вершинами
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� Здесь и далее мы полагаем, что фигура разрезана на конечное число фигур.


� Составитель задач и решений – В.А. Быковский, профессор, зам. директора ИПМ ДВО РАН по Хабаровскому филиалу


� В более сложной формулировке этой задачи требуется найти наиболее короткий маршрут


� Существует другая трактовка минимальности, связанная с тем, что каждому ребру графа приписано некоторое положительное число. Такое число называют весом ребра.


� Здесь граф необязательно должен быть планарен.


� Традиционно, автором задач и решений является В.А. Быковский. 


Материал к печати подготовил С.А. Луковенко. 


� Материал подготовлен к печати И.В. Карповой


� Например, в учебнике «Геометрия 8-9» авторов Л.С. Атанасяна и др. материал по темам «Векторы» и «Метод координат» расположен в главах 9, 10 и §3 главы 11.


� Большое количество различных формул и примеров по данной теме приведено в статье В.В. Менделя, опубликованной во втором номере журнала МИФ-2 за 1999 год.


� Это конечно можно сделать, но тогда каждое уравнение придется получать специально придуманным методом.


� Такой вектор принято называть направляющим.


� Самостоятельно найдите координаты вектора � и составьте каноническое уравнение этой прямой, используя формулу (13).
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