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МИФ-2, №1, 2000 год

Математика, 11 класс

Колегаева Елена Михайловна

Уравнения и системы уравнений с параметрами

Рассмотрим уравнение  
[image: image1.wmf](
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1. Если ставится задача отыскать все пары [image: image2.wmf](
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, при которых уравнение превращается в верное равенство, то имеем уравнение с двумя неизвестными  x и a.

2. Если же рассматривать a  как некоторое фиксированное число, а x – переменную, то говорят об уравнении с одним параметром. В этом случае ставится задача: для каждого а из некоторого множества А решить уравнение относительно переменной x. Множество А  называют областью изменения параметра а.
Например:  Пусть дано уравнение
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и пусть область изменения параметра а:[image: image4.wmf]{
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 тогда уравнение имеет вид:

                     [image: image5.wmf]ï
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В дальнейшем, если не оговорено обратное, под областью изменения параметра будем понимать все значения  a(R, при которых имеет смысл уравнение. Поэтому, чтобы решить уравнение с параметром, выделяют “контрольные значения параметра”, при которых происходит качественное изменение уравнения.

Пример 1.  Решим уравнение: [image: image6.wmf](
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Решение. Уравнение (1) – линейное уравнение. Качественное изменение уравнения происходит при тех значениях а, при которых коэффициент при x обращается в ноль. То есть, контрольные значения параметра:
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1) При а=0 уравнение примет вид:

[image: image8.wmf].
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Это уравнение не имеет решений.

2) При а=1 уравнение имеет вид:

[image: image9.wmf].
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Это уравнение имеет бесконечно много решений, решение – любое x(R.

3) Если а(0, а(1, то уравнение имеет единственное решение:

[image: image10.wmf].
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Ответ: При а=0 уравнение не имеет решений. При а=1 уравнение имеет решением любое x(R. При а(0, а(1 уравнение имеет единственное решение [image: image11.wmf].

1

a

x

=


Аналогично рассматривается уравнение  [image: image12.wmf](
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 с двумя параметрами. Ставится задача: для всех возможных значений параметров a и b найти решения x уравнения. Обычно, параметр обозначается буквами: a; b; c; k; p; q.

Пример 2.  Решить уравнение:  [image: image13.wmf](
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Решение. 1. Пусть [image: image14.wmf].
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  [image: image17.wmf]3
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 - единственное решение.

2. Пусть  [image: image18.wmf]0
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а) при  а=3  имеем:  [image: image20.wmf]54
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 - нет решений.

b) при  а=-3  имеем:  [image: image21.wmf]0
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 - любое  x(R – решение.

Ответ: При а((3 уравнение имеет единственное решение  [image: image22.wmf];
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 при а=3 уравнение не имеет решений; при а=-3 уравнение имеет решением любое x(R.

Пример 3.  Решить уравнение:  [image: image23.wmf].
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Решение. Область допустимых значений уравнения: [image: image24.wmf].
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[image: image25.wmf](
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[image: image28.wmf](
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а) Если а+b=0,то есть a=-b, тогда  [image: image29.wmf],
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b) Если a+b(0, то  [image: image30.wmf](
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[image: image31.wmf](
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[image: image32.wmf];
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Ответ: x=0 при  a=-b(0; x=a+b  и  [image: image34.wmf]b
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Пример 4. Решить уравнение: [image: image35.wmf].
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Решение.  Область допустимых значений: x(a; ab(1.

[image: image36.wmf](
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 выполнив преобразования, получим: [image: image37.wmf].
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a) Если а=0, то x – любое, отличное от нуля.

b) Если а(0, b=0, то уравнение не имеет решений.

c) Если ab(0, ab(1, то [image: image38.wmf].
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Пример 5. При каких значениях а уравнение:

[image: image39.wmf](
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 имеет равные корни?

Решение. Квадратное уравнение имеет равные корни, если его дискриминант равен 0, то есть: [image: image40.wmf](
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[image: image41.wmf];
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Ответ: Уравнение имеет равные корни при а=2 и а=[image: image46.wmf].
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Пример 6. При каких значениях m уравнение не имеет действительных корней?

a) [image: image47.wmf];
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b) [image: image48.wmf](
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Решение. Уравнение не имеет действительных корней, если его дискриминант отрицателен.

a) [image: image49.wmf];
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Ответ: [image: image55.wmf].
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b) [image: image56.wmf](
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[image: image61.wmf];
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[image: image64.wmf].
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Ответ: [image: image65.wmf].
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Пример 7. При каких значениях k уравнение: [image: image66.wmf](
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 имеет два действительных различных корня?
Решение. Корни действительные и различные получаются при положительном дискриминанте.
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[image: image70.wmf].
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Ответ:  [image: image71.wmf].
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Пример 8. Решить систему уравнений: 
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Решение. Заменим первое уравнение системы суммой уравнений, а второе – разностью уравнений системы.

После преобразований имеем:

[image: image73.wmf](
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   или
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(2):  [image: image76.wmf]î
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1) Если а(0, то: [image: image77.wmf]ï
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2) Если а<0, то нет решений.

(3):  [image: image79.wmf]î

í

ì

=

=

.

3

;

2

a

x

x

y


1) Если а(0, то: [image: image80.wmf]ï
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2) Если а<0, то нет решений.

(4):  [image: image82.wmf](
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    (   [image: image83.wmf]î
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 - совпадает с системой (2).

Ответ: Если а<0, то [image: image84.wmf](
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Задачи для самостоятельного решения

Ниже приводятся тексты заданий для самостоятельного решения. Вам необходимо решить эти задачи, оформить решения отдельно от решений по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

Решите уравнения:

М11.7.1. [image: image86.wmf];
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М11.7.4. [image: image89.wmf].
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М11.7.5. При каких значениях а уравнение  [image: image90.wmf](
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 не имеет действительных корней?

М11.7.6. При каких значениях а уравнение  [image: image91.wmf]0
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  имеет равные корни?

М11.7.7. При каких значениях а один  корень уравнения  [image: image92.wmf](
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М11.7.8. В уравнении  [image: image93.wmf]0
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  найдите р так, чтобы сумма квадратов его корней была равна 16.

М11.7.9. Найдите сумму кубов корней уравнения  [image: image94.wmf]0

1

2

3

2

=

-

+

-

a

ax

x

.

М11.7.10. Вычислите  [image: image95.wmf],
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  где x1 и  x2 – корни уравнения  [image: image96.wmf].

0

2

3

2

2

=

-

ax

x


М11.7.11. При каком наименьшем целом а трехчлен  [image: image97.wmf](
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  положителен при всех значениях x?

М11.7.12. Найдите все значения а, при которых оба корня уравнения  [image: image98.wmf]0
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М11.7.13. Найдите коэффициенты p и q уравнения  [image: image99.wmf]0
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  так, чтобы его корни были равны p и q.

М11.7.14. Решить систему уравнений  [image: image100.wmf](
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М11.7.15. Решить систему уравнений   [image: image101.wmf](
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Математика, 10 класс

Поличка Анатолий Егорович
Преобразование тригонометрических выражений и их применение

1. Введение

В 1 номере нашего журнала за 1999 год были описаны основные методы решения тригонометрических уравнений, обычно изучаемых в средней школе. Проведен анализ присланных на проверку работ учащихся Хабаровской краевой заочной физико-математической школы. Решение некоторых тригонометрических уравнений из этого журнала были обсуждены на одном из семинаров школьников в Хабаровской краевой летней физико-математической школе (г. Находка, 2 – 21.08.1999 г.). Сообщения участников семинаров были посвящены различным способам решения. Для решения некоторых уравнений было предложено до пяти способов решения.

В настоящей статье речь пойдет об умении применять тригонометрические преобразования. Первые задания – это типовые задачи. Вторые номера требуют дополнительных усилий.

2. Доказательства тригонометрических тождеств с использованием формул сокращенного умножения и формул, связывающих между собой основные тригонометрические функции

Пример 2.1.

Доказать справедливость тождества
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Доказательство.
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Что и требовалось доказать.

3. Преобразования, приводящие искомое тригонометрическое выражение к виду, содержащее только табличные значения тригонометрических функций

Пример 3.1.

Вычислить без таблиц [image: image106.wmf]o
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Решение.
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Ответ: значение равно (-1).

4. Вычисление значений одной тригонометрической функции по известному значению другой тригонометрической функции

Пример 4.1.
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Решение.
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Ответ: значение равно [image: image111.wmf]m
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5. Некоторые методы решения тригонометрических уравнений 

Метод разложения на множители преобразования тригонометрических уравнений к совокупности ПТУ. (МРМ).

Пусть с помощью тригонометрических преобразований при контроле за областью определения уравнение  f(х)=0,
(5.1)

где f(х) — тригонометрическое выражение, сводится к виду f1(х)(f2(х)(… …(fn(х)=0.

Тогда всякое решение уравнения (5.1) является решением совокупности уравнений

f1(х)=0; f2(х)=0; …;fn(х)=0,
(5.2)

где fi(х)=0, i=1,2,…,n — это ПТУ.

Обратное утверждение неверно: не всякое решение совокупности уравнений (5.2) является решением уравнения (5.1). Из найденных корней совокупности (5.2) уравнению (5.1) удовлетворяют те, и только те значения х, которые принадлежат области определения уравнения (5.1).

Метод введения новых переменных. 


МВНП позволяет преобразовать исходное тригонометрическое уравнение в другой тип уравнений, метод решения которых более известен и в каком-то смысле стандартен. При этом важен выбор основного выражения, через которое выражаются остальные части уравнения. Удобнее сводить к виду, когда также зависимости являются рациональными. В частности обозначим через R(cosx, sinx) рациональное выражение относительно cosx и sinx, то есть выражение, получающееся из cosx и sinx и постоянных с помощью операций сложения, умножения и деления.


МВНП (sin((cos(). Рассмотрим уравнение вида R(cosx, sinx)=0.


В некоторых случаях удается свести такое уравнение к рациональному уравнению относительно sinx или cosx. Иногда удобно руководствоваться следующим правилом выбора подстановки. Если cosx входит в уравнение в четных степенях, то заменяя всюду cos2x на 1-sin2x, получим рациональное уравнение относительно sinx. Если же sinx входит в уравнение лишь в четных степенях, то замена sin2x на 1-cos2x приводит уравнение к рациональному виду относительно cosx.


МВНП (tg(). Введем специальные классы тригонометрических уравнений R(sinx, cosx)=0.


Однородным тригонометрическим уравнением 1-ой степени называется уравнение вида: a(sinx+b(cosx=0

(5.3)


Пусть, например, а(0. Тогда уравнению на удовлетворяет те х, для которых cosx=0. Поделив на cosx обе части уравнения получим уравнение

a(tgx+b=0.


Однородным уравнением 2-ой степени называется уравнение вида:

a(sin2x+b(sinx(cosx+c(cosx=0. 


Пусть, например, а(0. Аналогично уравнению 1-ой степени делим на cos2x. Тогда получим уравнение a(tg2x+b(tgx+c=0,
(5.4)

которое решается заменой z=tgx.


УТП. Универсальная тригонометрическая подстановка. Это подстановка [image: image112.wmf]2
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(5.5)


После решения надо проверить отдельно являются ли х=((2((, (((, решениями исходного уравнения.


МВУ. Метод вспомогательного угла.


Решим уравнение sinx+7cosx=5 следующим способом. Разделив обе части на [image: image114.wmf]50
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(5.6)

Так как [image: image116.wmf]1
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, то существует такое значение (, что [image: image117.wmf]50
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). Теперь уравнение (5.6) легко переписать в виде
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Задачи для самостоятельного решения

Ниже приводятся тексты заданий для самостоятельного решения. Вам необходимо решить эти задачи, оформить решения отдельно от решений по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

М10.7.1. Доказать справедливость тождества[image: image124.wmf]a
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М10.7.2. Доказать, что если [image: image125.wmf]p
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М10.7.3. Вычислить без использования таблиц [image: image127.wmf]?
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М10.7.4. [image: image128.wmf]?
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М10.7.5. Вычислить [image: image129.wmf]a
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М10.7.6. Сумма трех положительных чисел (, (, ( равна [image: image131.wmf]2
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 образуют арифметическую прогрессию.

М10.7.7. Решить уравнения, сводя их к алгебраическим относительно одной тригонометрической функции:

a) [image: image136.wmf]0
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М10.7.8. Решить уравнения сведением к однородному:

а) [image: image138.wmf]4
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б) найти решение уравнения [image: image139.wmf](
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М10.7.9. Метод вспомогательного угла:

а) [image: image140.wmf](
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б) найти все решения уравнения [image: image141.wmf]0
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М10.7.10. Метод универсальной тригонометрической подстановки [image: image142.wmf]2
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М10.7.11. Сведение к уравнению относительно неизвестного [image: image145.wmf]x
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б) найти решение уравнения [image: image147.wmf]a
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М10.7.12. Метод понижения степени по формулам половинного аргумента:

а) [image: image148.wmf]0
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Математика, 9 класс

Мендель Виктор Васильевич

Метод координат в пространстве

1.1. Координаты вектора и координаты точки в пространстве

1.1.1. Координаты вектора

Пусть [image: image150.wmf]1
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 и [image: image152.wmf]3

e

 – три некомпланарных вектора. Рассмотрим произвольный вектор [image: image153.wmf]a
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Как известно, вектор [image: image154.wmf]a
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Векторы [image: image159.wmf]1
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 в этом базисе. Обозначение: [image: image163.wmf]{
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1.1.2. Если векторы базиса взаимно перпендикулярны и имеют единичную длину, то такой базис называют ортонормированным. Обычно векторы ортонормированного базиса обозначают [image: image164.wmf]i

, [image: image165.wmf]j

 и [image: image166.wmf]k

.

1.1.3. Длина вектора в ортонормированном базисе находится по формуле

[image: image167.wmf]2
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(1.1)

где [image: image168.wmf]{
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 – координаты вектора [image: image169.wmf]a

.

1.1.4. Пусть в базисе [image: image170.wmf]1

e

, [image: image171.wmf]2

e

, [image: image172.wmf]3

e

 у векторов [image: image173.wmf]a

 и [image: image174.wmf]b

 координаты [image: image175.wmf]{
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(1.2)

[image: image178.wmf]{
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(1.3)

(здесь ( – действительное число).

1.1.5. (Первый способ введения системы координат в пространстве)

[image: image2840.wmf]3

e

Пусть О – некоторая точка и ОХ, ОY и OZ – три прямые, проходящие через точку О и не лежащие в одной плоскости. Будем рассматривать каждую прямую и как числовую ось с нулем в точке О (стрелки указывают направления осей). Прямые ОХ, ОY и OZ назовем координатными осями, а плоскости ОХY, ОХZ и ОYZ – координатными плоскостями.

Пусть М – любая точка пространства. Проведем через нее плоскости, параллельные координатным. Плоскость, параллельная ОYZ пересечет ОХ в точке Мх, плоскость, параллельная ОХZ пересечет ОY в точке Му, а плоскость, параллельная ОХY пересечет OZ в точке Мz. Точки Мх, Му и Мz назовем проекциями М на координатные оси.

Пусть точка Мх на числовой оси ОХ имеет координату х, точка Му на ОY – координату у, а точка Мz на ОZ – координату z. Числа х, у и z назовем координатами точки М в данной системе координат.

Обозначение: М(х, у, z).

Замечание: если через точку М провести прямую, параллельную оси OZ, она пересечет плоскость ОХY в точке Мху. Точка Мху есть проекция точки М на координатную плоскость ОХY.

Утверждение: координаты точки Мху в системе координат ОХY совпадают с двумя первыми координатами точки М: Мху(х, у, 0).
Замечание: очевидно, что данное утверждение справедливо для проекций точки М на другие координатные плоскости.

[image: image2841.wmf]2

e

Из утверждения вытекает один из практических способов вычисления координат точки в пространстве: проектируем ее на координатную плоскость и находим координаты проекции в плоской системе координат.

1.1.6. Если координатные оси взаимно перпендикулярны, то система координат называется прямоугольной (именно ее вы изучаете в школе).

На практике может оказаться полезным следующий факт, связанный с этой системой: каждая координата точки М в прямоугольной системе координат есть взятое с соответствующим знаком расстояние от точки до одной из координатных плоскостей (х – расстояние до ОYZ, у – расстояние до ОХZ, z – расстояние до ОХY).
1.1.7. (Второй способ введения системы координат в пространстве)

[image: image2842.wmf]1

e

Рассмотрим в пространстве некоторую точку О (начало координат) и базис из векторов [image: image179.wmf]1

e

, [image: image180.wmf]2

e

 и [image: image181.wmf]3

e

 (будем считать, что векторы отложены от точки О). Пусть М – произвольная точка пространства. Вектор [image: image182.wmf]OM

 назовем радиус-вектором точки М в данной системе координат. Пусть [image: image183.wmf]{
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 – координаты вектора [image: image184.wmf]OM

 в базисе [image: image185.wmf](
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Координатами точки М в системе координат [image: image187.wmf](
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 назовем координаты ее радиус-вектора [image: image188.wmf]OM

 в базисе [image: image189.wmf]1

e

, [image: image190.wmf]2

e

,[image: image191.wmf]3

e

.

Замечание 1. Если прямые, проходящие через точку О параллельно векторам [image: image192.wmf]1

e

, [image: image193.wmf]2

e

 и [image: image194.wmf]3

e

 обозначить ОХ, ОY и OZ – соответственно, то мы получим координатные оси и координатные плоскости, аналогичные тем, которые рассматривались в пункте 1.1.5.

Замечание 2. Если мы будем считать, что единичный масштаб на осях ОХ, ОY и OZ равен длинам векторов [image: image195.wmf]1

e

, [image: image196.wmf]2

e

 и [image: image197.wmf]3

e

, а положительные направления осей совпадают с направлениями этих векторов, то координаты, определенные в 1.1.5, совпадут с полученными по определению из этого пункта.

Замечание 3. Изложенный в этом пункте подход редко используется для непосредственного нахождения координат точки, однако, благодаря ему, можно свободно применять векторный метод для аналитического описания и исследования геометрических объектов.

1.1.8. Рассмотрим систему координат, заданную точкой О (началом) и ортонормированным базисом [image: image198.wmf]i

, [image: image199.wmf]j

, [image: image200.wmf]k

 (такую систему принято называть прямоугольной декартовой). Пусть А и В – две точки пространства, А(х1, у1, z1) и В (х2, у2, z2). Вектор [image: image201.wmf]AB

 можно представить в виде разности [image: image202.wmf]OA

OB

-

 ([image: image203.wmf]OA

 и [image: image204.wmf]OB

 – радиус-векторы соответствующих точек).

[image: image2843.wmf]n

Тогда у [image: image205.wmf]AB

 координаты найдем по формулам (1.2):
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(1.4)

По формуле (1.1) мы тогда можем вычислить длину отрезка АВ:

[image: image207.wmf](
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1.2 Уравнения прямой

Рассмотрим следующую задачу: В некоторой системе координат точка М0 имеет координаты (х0, у0, z0), а вектор [image: image208.wmf]{
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.

Требуется найти уравнения прямой, проходящей через точку М0 параллельно [image: image209.wmf]a

.

[image: image2844.wmf]a

Решение: 

Пусть М(x,y,z) – какая-либо точка прямой.

Вектор [image: image210.wmf]M

M

0

{x-x0, y-y0, z-z0} коллинеарен вектору [image: image211.wmf]a

.

Запишем признак коллинеарности векторов [image: image212.wmf]M

M

0

 и [image: image213.wmf]a

:
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 и перепишем это равенство в координатном виде:
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Отсюда получим:  
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(1.6)

Это параметрические уравнения прямой.

Замечание. Придавая параметру t всевозможные значения, мы найдем координаты всех точек прямой.

Запишем теперь признак коллинеарности векторов [image: image220.wmf]M

M

0

 и [image: image221.wmf]a

 в координатном виде (если векторы коллинеарны, их координаты пропорциональны). Получим:

[image: image222.wmf]3
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 (1.7)

Это канонические уравнения прямой.

Замечание. Подставляя в (1.7) вместо x, y и z координаты любой точки, мы можем узнать, лежит ли она на прямой.
1.3. Уравнение плоскости

1.3.1. Рассмотрим следующую задачу: через точку М0(x0,y0,z0) провести плоскость, перпендикулярную вектору [image: image223.wmf]n

{n1,n2,n3} (“провести” – значит, составить уравнение).

Решение. Пусть М(x,y,z) – некоторая точка плоскости.  Вектор [image: image224.wmf]M

M

0

 перпендикулярен вектору [image: image225.wmf]n

. Это означает, что скалярное произведение [image: image226.wmf]M

M

0

 на [image: image227.wmf]n

 равно нулю:
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Мы получили уравнение нужной плоскости.

1.3.2. Покажем, что уравнение

[image: image229.wmf]0
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тоже задает некоторую плоскость. Будем считать, что [image: image230.wmf]0

A

¹

 и рассмотрим плоскость, проходящую через точку [image: image231.wmf]÷
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, перпендикулярную вектору [image: image232.wmf]n

{A,B,C}. Подставив эти данные в уравнение (1.8), мы получим:
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откуда получается уравнение (1.9).

1.3.3. Расстояние от точки М0(x0,y0,z0)  до плоскости (, заданной уравнением  

[image: image234.wmf]0
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[image: image235.wmf]равно
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 (1.10)

(попробуйте ее доказать).

1.3.4. Уравнение [image: image237.wmf]1
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(1.11)

задает плоскость, проходящую через точки М1(a,0,0), M2(0,b,0) и M3(0,0,c)  (это легко проверить, подставив координаты точек в уравнение).

Уравнение (1.11) называется уравнением плоскости “в отрезках”, так как задаваемая уравнением плоскость отсекает на координатных осях отрезки длины a, b и c.

Задачи для самостоятельного решения

Ниже приводятся тексты заданий и указания для их самостоятельного решения. Вам необходимо решить эти задачи, оформить решения отдельно от решений по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

М9.7.1. Дан правильный тетраэдр ABCD с боковым ребром, равным a. Введите прямоугольную систему координат так, чтобы ее начало находилось в точке А, оси OX и OY лежали в плоскости (ABC), причем OX совпадала с AB, а OY была ему перпендикулярна. Ось OZ перпендикулярна плоскости (АВС) и направлена в ту сторону, где лежит вершина D.

1) В данной системе координат найдите координаты всех вершин тетраэдра.

2) Составьте уравнения ребра АВ (параметрические и канонические).

М9.7.2. Пусть [М1, М2] отрезок, М – точка, лежащая на прямой М1М2 и О – любая точка пространства. Докажите, что если [image: image238.wmf],
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Замечание. Решение этой задачи можно найти в учебнике геометрии.

М9.7.3. Зная координаты точек М1(x1,y1,z1) и M2(x2,y2,z2), найдите координаты точки М, которая обладает свойством: [image: image240.wmf].
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Указание: используйте формулу из предыдущей задачи и то, что координаты радиус-векторов точек совпадают с координатами этих точек (считайте, что О – начало координат).

М9.7.4. ABCDA1B1C1D1 – прямоугольный параллелепипед (АВ=8см, ВС=6см, А1А=10см).

a) Введите систему координат следующим образом: начало координат в точке А, OX

совпадает с АВ, OY – с AD и OZ – с АА1. В этой системе координат найдите координаты всех вершин параллелепипеда.

b) Составьте уравнение плоскости (, отсекающей от ребер АВ, AD и  АА1 отрезки

длиной 2, 3 и 4 соответственно (считая от точки А)  (формула (1.11)).

c) Вычислите расстояние от этой плоскости до точек А и D1.

Указание: используйте формулу (1.10).

d) Найдите координаты проекции точки D1 на плоскость (.

Указание: проекцию точки D1 на ( можно найти как точку пересечения плоскости ( с прямой, проходящей через D1 и перпендикулярной (. Удобнее всего составить параметрические уравнения прямой (1.6), взяв за направляющий вектор – вектор [image: image241.wmf]n

, координаты которого – суть коэффициенты при x, y и z в уравнении плоскости ( (смотри п.1.3.2–1.3.3). Подставив в уравнение плоскости ( вместо x, y и z их выражения через t в параметрических уравнениях, вы получите уравнение относительно t. Найденное из этого уравнения значение параметра t подставьте в параметрические уравнения прямой. Теперь вы найдете координаты проекции точки D1.

М9.7.5. Известны координаты точек А(1,0,0), В(3,2,-1), С(1,0,-1) и D(6,1,-2). Вычислите расстояние между скрещивающимися прямыми АВ и CD.

Указание: рассмотрим плоскости ( и (, проходящие через указанные прямые параллельно друг другу. Очевидно, что расстояние между ( и ( равно расстоянию между АВ и CD.

Таким образом, достаточно найти уравнение плоскости (, параллельной [image: image242.wmf]AB

 и [image: image243.wmf]CD

 и проходящей через точку С, и найти по формуле (1.10) расстояние от точки А до этой плоскости.

Чтобы найти вектор [image: image244.wmf]n

, перпендикулярный ( (а потом использовать формулу (1.8)) воспользуемся следующим фактом.

Вектор [image: image245.wmf]n

 перпендикулярен [image: image246.wmf]AB

 и [image: image247.wmf]CD

. Положим его координаты равными {n1,n2,n3}, а координаты [image: image248.wmf]AB

 и [image: image249.wmf]CD

 найдем из условия задачи: [image: image250.wmf]AB

{2,2,-1}, [image: image251.wmf]CD

{5,1,-1}.

Очевидно, что [image: image252.wmf]0
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 и [image: image253.wmf]0
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 (так как это перпендикулярные векторы). Отсюда получаем систему из двух уравнений:
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Осталось найти какое-нибудь решение этой системы.
Математика, 8 класс

Кармакова Тамара Сергеевна 

Решение уравнений, содержащих неизвестное под знаком модуля

Предлагаемые материалы предназначены учащимся 8 классов общеобразовательных учреждений и содержат определение понятия модуля числа, свойства модуля, способы решения уравнений с модулем и текст контрольной работы по указанной теме.

Модуль и его свойства

Введем определение модуля числа.

Определение. Модулем числа [image: image255.wmf]a

называется такое число [image: image256.wmf]a

, которое равно самому числу [image: image257.wmf]a

, если оно является неотрицательным и противоположному числу для числа [image: image258.wmf]a

, если число [image: image259.wmf]a

– отрицательное.

Символически это записывается так:
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Примеры:
[image: image261.wmf]4
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, т.к. [image: image266.wmf]3
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Перечислим свойства модуля числа:

1) [image: image267.wmf]a
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2) [image: image268.wmf]2
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3) [image: image269.wmf]b
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4) [image: image270.wmf]b
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, [image: image271.wmf]0
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5) [image: image272.wmf]x
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6) [image: image273.wmf]0
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7) [image: image274.wmf]b

a

b

a

-

³

-

;

8) [image: image275.wmf]b
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Способы решения уравнений, содержащих неизвестное под знаком модуля.

Способы решения уравнений, содержащих неизвестное под знаком модуля, зависят от вида уравнений. Рассмотрим различные виды таких уравнений и способы их решения.

1. Уравнения вида [image: image276.wmf](

)

a

x

f

=

.

Это уравнение имеет решение только при условии [image: image277.wmf]0
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По определению модуля данное уравнение распадается на совокупность двух уравнений:

[image: image278.wmf](
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Примеры.

1.1. Решить уравнение: [image: image279.wmf]4
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Решение: По определению модуля  получаем совокупность двух линейных уравнений: 
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Ответ: [image: image282.wmf]1
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1.2. Решить уравнение: [image: image283.wmf]1
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Решение: По определению модуля уравнение распадается на совокупность двух уравнений:

[image: image284.wmf]ê
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Ответ: [image: image286.wmf];
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 [image: image287.wmf];
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2. Уравнения вида [image: image290.wmf](
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По определению модуля данное уравнение распадается на совокупность двух смешанных систем:

1)[image: image291.wmf](
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2) [image: image292.wmf](
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Так как функция [image: image293.wmf](
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 четная, то ее корни будут существовать парами противоположных чисел, т.е. если [image: image294.wmf]1
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– корень данного уравнения, то и [image: image295.wmf](
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 также корень данного уравнения. Следовательно, достаточно решить одну из двух смешанных систем, добавив в ответ к полученным корням им противоположные значения.

Примеры.

2.1.
Решить уравнение: [image: image296.wmf].
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Решение: Рассмотрим систему:

[image: image297.wmf]î
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[image: image298.wmf]î

í

ì

³

=

;

0

,

3

x

x


[image: image299.wmf]3
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Следовательно, корнями данного уравнения являются числа 3 и –3.

Ответ: [image: image300.wmf];
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2.2. Решить уравнение: [image: image302.wmf]21
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Решение: Рассмотрим систему:
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Корнями уравнения [image: image305.wmf]0
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 являются числа [image: image306.wmf]3
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 из которых условию [image: image308.wmf]0
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удовлетворяет [image: image309.wmf].
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Следовательно, корнями данного уравнения являются числа 7 и –7.

Ответ: [image: image310.wmf];
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3. Уравнения вида [image: image312.wmf](
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Данное уравнение по определению модуля распадается на совокупность двух смешанных систем:

1) [image: image313.wmf](
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2) [image: image314.wmf](
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Примеры.

3.1.
Решить уравнение: [image: image315.wmf]5
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Решение: По определению модуля данное уравнение равносильно совокупности следующих смешанных систем:

	1) [image: image316.wmf]î
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Ответ: [image: image324.wmf];
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3.2.
Решить уравнение: [image: image326.wmf]2
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Решение: Решить следует две смешанные системы:

	1) [image: image327.wmf]î

í

ì

³

-

-

-

-

=

+

-

;

0

2

3

,

2

3

2

3

2

2

2

x

x

x

x

x

x


[image: image328.wmf]î
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[image: image330.wmf].
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Ответ: [image: image334.wmf].
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4. Уравнения вида [image: image335.wmf]c
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Такие уравнения решаются по следующему плану:

1) Находят значения [image: image336.wmf]x

, при переходе через которые меняется знак выражений [image: image337.wmf],
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2) Отмечают найденные значения [image: image345.wmf]1
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 на числовой прямой, пусть для определенности [image: image348.wmf].
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3) Рассматривают данное уравнение последовательно на промежутках: [image: image349.wmf](
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На каждом промежутке получается некоторое линейное уравнение, которое решают и в ответ отбирают те значения корней, которые содержатся в соответствующих промежутках.

Примеры

4.1.
Решить уравнение: [image: image350.wmf]5
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Решение:

1) [image: image351.wmf].

2

;

3

,

0

2

,

0

3

-

=

=

=

+

=

-

x

x

x

x


[image: image2845.wmf]2

2)

3)
a) [image: image352.wmf]î

í

ì

=

+

+

+

-

-

<

;

5

2

3

,

2

x

x

x


[image: image353.wmf]î

í

ì

=

-

<

;

5

5

,

2

x


[image: image354.wmf]2

-

<

x

.

b) [image: image355.wmf]î

í

ì

=

-

-

+

-

<

£

-

;

5

2

3

,

3

2

x

x

x


[image: image356.wmf]î

í

ì

-

=

<

£

-

;

2

,

3

2

x

x


[image: image357.wmf]2

-

=

x


с) [image: image358.wmf]î
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корней нет.

Ответ: [image: image360.wmf]2
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4.2. Решить уравнение: [image: image361.wmf]5
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Решение:

1) [image: image362.wmf].
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2) [image: image2846.wmf]2
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[image: image370.wmf]2
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корней нет.

Ответ: [image: image373.wmf]2
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Примечание. Аналогично решаются и уравнения, содержащие под знаком модуля нелинейные зависимости.

5. Уравнения вида [image: image375.wmf](
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В соответствии с определением модуля данное уравнение равносильно совокупности двух уравнений:

1)[image: image376.wmf](
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2) [image: image377.wmf](
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Можно, используя свойство модуля [image: image378.wmf],
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 заменить решение данного уравнения решением уравнения [image: image379.wmf](
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Примеры.

5.1.
Решить уравнение [image: image380.wmf]3
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Решение: Заменим данное уравнение совокупностью двух уравнений:

1) [image: image381.wmf]3
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Ответ: [image: image388.wmf]7
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5.2. Решить уравнение [image: image391.wmf]1
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Решение: Используя свойство модуля числа, заменим данное уравнение уравнением

[image: image392.wmf](
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Ответ: [image: image398.wmf]4
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Решение неравенств, содержащих неизвестное под знаком модуля.

1. Неравенства вида [image: image400.wmf]a
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Это неравенство имеет решение только при условии [image: image401.wmf]0
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.

Используя определение понятия  модуля заменим данное неравенство равносильной ему системе неравенств:
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Примеры.

1.1 Решить неравенство [image: image403.wmf].
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Решение.

По определению модуля получаем систему неравенств: [image: image404.wmf],
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 откуда следует, что [image: image405.wmf]6
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Ответ: (-2; 6).

1.2. Решить неравенство.

[image: image406.wmf].
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Решение

По определению модуля неравенство равносильно системе неравенств:
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Решив каждое неравенство системы, получаем:

[image: image408.wmf]ï
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[image: image2847.wmf]Воспользовавшись геометрической интерпретацией решений неравенств, выберем решение системы:

Ответ: (1; 2) ( (3; 4).

2. Неравенства вида [image: image409.wmf]a
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Это неравенство при [image: image410.wmf]0
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 выполняется во всей области определения функции [image: image411.wmf])
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Если [image: image412.wmf]0

>

a

, то по определению модуля данное неравенство равносильно совокупности двух неравенств:

[image: image413.wmf]ê

ë

é

-

<

>

.

)

(

,

)

(

a

x

f

a

x

f


Примеры.

2.1. Решить неравенство [image: image414.wmf]7
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Решение.

По определению модуля данное неравенство равносильно совокупности двух неравенств:

[image: image415.wmf]ê

ë

é

-

<

>

ê

ë

é

-

<

>

ê

ë

é

-

<

-

>

-

.

1

,

6

;

2

2

,

12

2

;

7

5

2

,

7

5

2

x

x

x

x

x

x


Ответ: (-(; -1); (6; ().

2.2. Решить неравенство [image: image416.wmf]1

5

5

2

>

+

-

x

x

.

Решение.

По определению модуля неравенство равносильно совокупности двух неравенств:

	1)[image: image417.wmf],
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Ответ: [image: image421.wmf]x
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3.
Неравенства вида [image: image424.wmf](

)

a

x

f

>

 и [image: image425.wmf](
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По определению понятия модуля каждое из данных неравенств равносильно совокупности двух систем неравенств:

1)[image: image426.wmf]ê
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2) [image: image427.wmf]ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

î

í

ì

<

<

-

î

í

ì

³

<

.

0

,

)

(

;

0

,

)

(

x

a

x

f

x

a

x

f


Примеры.

3.1.
Решить неравенство [image: image428.wmf]21
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Решение.

По определению модуля данное неравенство равносильно совокупности двух систем неравенств:

	А) [image: image429.wmf]î
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Ответ: (-7; 0) ( [0; 7).

3.2. Решить неравенство [image: image433.wmf].
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Решение.

Область определения данного неравенства [image: image434.wmf]0
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. Т.к. в области определения [image: image435.wmf]0
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, то данное неравенство равносильно неравенству:
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используя определение модуля, заменяем данное неравенство совокупностью систем неравенств:
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Ответ: (-1; 0) ( (0; 1).

Примечание.

Полученное в ходе преобразований [image: image438.wmf]1
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, можно решить как неравенство типа [image: image439.wmf](
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4. Неравенство вида [image: image440.wmf](
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По определению модуля неравенство равносильно совокупности двух систем неравенств:
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Примеры.

4.1. Решить неравенство [image: image442.wmf]7
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Решение. Неравенство равносильно совокупности двух систем неравенств:
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Ответ: [image: image449.wmf][
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4.2. Решить неравенство: [image: image450.wmf]0
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Решение. Неравенство равносильно совокупности двух систем неравенств:
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Ответ: [-2; 2] ( {3}.

5. Неравенства вида [image: image457.wmf]c
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Такие неравенства решаются по алгоритму, аналогичному алгоритму решению соответствующих уравнений:

1) Найти значения х, при переходе через которые меняется знак выражений [image: image458.wmf]1
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 и найти корни этих уравнений [image: image464.wmf]1
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2) Отметить найденные значения [image: image467.wmf]1

x

, [image: image468.wmf]2
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, ..., [image: image469.wmf]r

x

 на числовой прямой (пусть для определенности [image: image470.wmf]1
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3) Рассмотреть данное неравенство последовательно на промежутках [image: image473.wmf](
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, решить полученную совокупность неравенств и в ответ отобрать те промежутки или значения [image: image476.wmf]x

, которые содержатся в соответствующих промежутках.

Примечание. Аналогично решаются и неравенства, содержащие под знаком модуля нелинейные зависимости.

Примеры.

5.1. Решить неравенство [image: image477.wmf]10
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Решение.

1) Найдем значения х, при переходе через которые меняются знаки выражений [image: image478.wmf]3

+

x

, [image: image479.wmf]3
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2) Отметим найденные значения [image: image482.wmf]x

 на числовой прямой:

3) Рассмотрим данное неравенство на четырех образовавшихся промежутках и отберем соответствующие решения, т.е. решим совокупность четырех систем неравенств:
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Задачи для самостоятельного решения

Ниже приводятся тексты заданий для самостоятельного решения. Вам необходимо решить эти задачи, оформить решения отдельно от решений по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

Решите уравнения:
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МИФ-2, №2, 2000 год

Математика, 11 класс

Колегаева Елена Михайловна
Готовимся к вступительным экзаменам

Предлагаем вашему вниманию вариант вступительного экзамена по математике с решением (ХГПУ).

1. Упростить выражение:
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Решение: Обозначим выражение через А. Разложим на множители квадратный трехчлен в числителе и знаменателе:
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Имеем:
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Ответ: А=[image: image511.wmf]3
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2. Решить уравнение:
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Решение: Найдем область определения
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Рассмотрим два случая:

1. Если 2(x – x2 = 1, тогда уравнение превращается в верное равенство при всех значениях  х  из области определения.
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Приведем логарифмы в левой и правой частях уравнения к основанию [image: image521.wmf]2
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Учитывая область определения, получим:
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Учитывая область определения, имеем:
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Ответ:  [image: image527.wmf].
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3. Решить неравенство:
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Решение:  Имеют место два случая.
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Система неравенств примет вид:
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Найдем решение этой системы, выбрав промежутки, принадлежащие всем трем интервалам:
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3. Второй случай:
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Решим систему неравенств графически:
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4. К графику параболы [image: image547.wmf]2
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 в точке М0(-4;8) проведена касательная. Прямая  

 L проходит через точку М0 и пересекает ось Oy в точке N, причем касательная составляет равные углы с осью Oy и прямой L. Найти координаты точки N.

Решение. Найдем уравнение касательной к графику в точке М0.
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Тогда уравнение касательной :
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Так как по условию (OM0N = (M0ON, то (M0NO – равнобедренный и |M0N| = |NO|.


Пусть N(O;YN), тогда

|M0N| = [image: image550.wmf](
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[image: image2870.wmf]3
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5. Площадь боковой грани правильной треугольной пирамиды равна S1; а площадь ее сечения, проходящего через боковое ребро и высоту, равна S2. Найти угол наклона боковой грани к основанию.

Решение:

Пусть SASB = S1;        SSCM = S2.

Обозначим сторону основания пирамиды через а; угол наклона боковой грани к основанию - (.

Имеем: ( = (SMC, где CM – медиана, биссектриса и высота (ABC, опущенная из вершины С. Выразим S1 и S2 через неизвестные параметры а и (.
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Рассмотрим (SOM – прямоугольный. OM = [image: image554.wmf]3
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CM (т.к. О – точка пересечения медиан (ABC, делит СМ в отношении 2:1, считая от вершины С); SM = OM/Cos(; SO = OM(tg(.

Рассмотрим (ABC; CM –высота, медиана.
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Найдем S1 = [image: image558.wmf]a
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Выразим S2 через а и (. Рассмотрим ( CMS; S2 = S(CMS = [image: image559.wmf]2
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Имеем систему уравнений:
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Выразим а2 из первого и второго уравнений и приравняем а2. Имеем:
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Ответ: [image: image567.wmf],
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Для самостоятельного решения приводим другой вариант вступительной работы по математике Хабаровского государственного педагогического университета

1. Упростить выражение
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2. Решить уравнение
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3. Решить неравенство
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4. На оси Ох существует такая точка, что проведенные из нее касательные к параболе [image: image572.wmf]b
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 обращают угол 90(. Найти значение параметра b.                               (b = [image: image573.wmf]4
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5. В правильный четырехугольной пирамиде площадь основания равна площади боковой грани. Найти отношение объема пирамиды к объему вписанного в нее шара.
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Математика, 8-10 класс

Карпова Ирина Викторовна

Принцип Дирихле

(Материалы для подготовки к олимпиадам школьников по  математике)

Принцип Дирихле утверждает следующее:

Утверждение 1.  Если m>n, то при отнесении каждого из m предметов  к одному из n классов хотя бы в один класс  попадет не менее двух предметов.
В популярной литературе принцип Дирихле объясняется на примере «зайцев и клеток»: если в клетках больше nk зайцев, то хотя бы в одной клетке сидит больше n зайцев.

Подобные соображения используются в различных задачах для доказательства существования.

Самая популярная задача на прямое применение принципа Дирихле такова: на Земле живет 3 млрд. человек, у каждого на голове – не более миллиона волос. Нужно доказать, что обязательно найдутся два человека с одинаковым числом волос. Приняв в качестве «классов» возможное число волос от 0 до 1 000 000 (всего 1 000 001 класс), а в качестве «предметов» население Земли (всего 3 000 000 000 предметов) и применив принцип Дирихле, получим, что обязательно найдутся, по крайней мере, 2 000 людей, имеющих одинаковое число волос на голове.

Приведем еще несколько похожих на принцип Дирихле утверждений, используемых в геометрических и аналитических задачах.

Утверждение 2.  Если сумма площадей нескольких фигур меньше S, то ими нельзя покрыть фигуру площади S.

Утверждение 3.  Если на отрезке длины 1 расположено несколько отрезков с суммой длин L, то найдется точка, покрытая не более чем L этими отрезками.
Утверждение 4.  Если среднее арифметическое нескольких чисел больше a, то хотя бы одно из этих чисел больше a.
Рассмотрим задачи, при решении которых применяется принцип Дирихле.

Задача 1. В розыгрыше кубка по футболу (в один круг) участвуют 30 команд. Доказать, что в любой момент найдутся две команды, сыгравшие одинаковое число игр.

Решение.  Рассмотрим два случая.

I. Хотя бы одна из 30 команд не сыграла еще ни одной игры.

II. Каждая команда сыграла хотя бы одну игру.

Докажем утверждение для I-го случая.

Так как хотя бы одна из 30 команд не сыграла еще ни одной игры, то число игр у любой команды не более 28, то есть возможное число игр у каждой из команд может быть: 0, 1, 2, …, 28 (всего 29 чисел), а команд по условию 30. Тогда по принципу Дирихле, приняв в качестве «классов» числа проведенных игр (всего 29 «классов»), а в качестве «предметов» - команды (всего 30 «предметов»), получим, что хотя бы 2 команды будут соответствовать одному числу проведенных игр, а значит, хотя бы 2 команды сыграли одинаковое число игр.

Докажем утверждение для II-го случая.

Так как каждая из 30 команд сыграла  хотя бы одну игру, то число проведенных игр может принимать значения: 1, 2, …, 29 (всего 29), я команд 30, тогда по принципу Дирихле найдутся хотя бы 2 команды, сыгравшие одинаковое число игр.

Задача 2. Доказать, что среди шести любых чисел найдутся два, разность которых делится на пять.

Решение.  

I. Из теории делимости известно, что разность чисел (a –b) делится на m тогда и только тогда, когда a и b при делении на m дают одинаковые остатки. Учитывая это утверждение, переформулируем задачу:

II. Доказать, что среди шести любых чисел найдутся два числа, которые при делении на пять, дают одинаковые остатки.

III. Докажем это утверждение.

По теореме о делении с остатком, при делении числа на пять может быть один из пяти остатков: 0, 1, 2, 3, 4. При этом рассматриваются шесть любых чисел.

6>5, по принципу Дирихле получаем, что, приняв в качестве «классов» – остатки, в качестве «предметов» - числа, учитывая, что хотя бы два числа из шести имеют одинаковые остатки при делении на пять, а значит, их разность делится на пять.

Задача 3.  Каждая из девяти прямых разбивает квадрат на два четырехугольника, площади которых относятся как 2:3. Докажите, что, по крайней мере, три из этих девяти прямых проходят через одну точку.
Решение.  

1. Каждая из девяти прямых разбивает квадрат либо на два прямоугольника, либо на две трапеции.

2. Площадь трапеции равна [image: image575.wmf]hC

S
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, где h – высота трапеции (в нашем случае сторона квадрата), C – длина средней линии трапеции (отрезок на средней линии квадрата).

3. [image: image2872.wmf]6

1

Так как по условию площади получившихся трапеций или прямоугольников делятся как 2:3, то в том же отношении (п.2) прямая делит и среднюю линию квадрата.

4. Таких точек, которые делят одну из средних линий квадрата в отношении 2:3 всего 4 (см. рис.), прямых по условию 9, и каждая из них должна пройти через одну из этих точек.

5. И так «классов» – 4, «предметов» –9>2(4, тогда по принципу Дирихле, найдется три прямых проходящих через одну из этих четырех точек.

Задача 4.  Доказать, что найдется число вида 200120012001…2001001…0, которое делится на 2002.

Решение. 

1. Рассмотрим 2002 числа 2001, 20012001, …, [image: image576.wmf]4
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2. Рассмотрим остатки от деления каждого числа на 2002: ни одно из этих чисел не делится на 2002, так как это число четное, а числа п.1 нечетные, поэтому возможные остатки: 1, 2, …, 2001 (всего 2001).

3. Так как чисел из п.1 больше чем возможных остатков, то по принципу Дирихле найдутся хотя бы два из этих чисел, которые при делении на 2002 дадут одинаковые остатки.

4. Разносить чисел, имеющих одинаковые остатки при делении на 2002, делится на 2002 и имеет вид 20012001…2001000…0. 
Утверждение доказано.

Теория делимости на множество целых чисел.

Определение 1. Пусть даны числа a, b (Z, причем b ( 0. Тогда числа q, r (Z; [image: image577.wmf]b
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 называются соответственно частным и остатком от деления числа a на число b, если выполняется равенство [image: image578.wmf]r
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При этом, если r = 0, то говорят, что число a делится на число b (обозначают [image: image579.wmf]b

a

M

) или a кратно b, или b делится на a (обозначается b|a).

Замечание. В теории доказывается теорема (о делении с остатком) утверждающая, что для любых a, b (Z, b(0 числа q и r из определения 1 всегда существуют, причем для пары чисел a, b пара q и r – единственная.

На основании этой теоремы можно утверждать:

Утверждение 1.  Среди m последовательных целых чисел найдется ровно одно число, делящееся на m. Причем, если m – фиксированное целое число, m>0, то любое целое число a можно представить как
[image: image580.wmf])
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На основании этого утверждения все бесконечное множество целых чисел можно разбить на конечное число классов.

Утверждение 2.  Два целых числа a и b  при делении на [image: image581.wmf]0
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 дают одинаковые остатки в том и только в том случае, когда их разность (a-b) делится на m.

Перечислим простейшие свойства делимости на множество целых чисел:

1. Для любого целого числа a, [image: image582.wmf]a
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2. Для любых целых чисел a, b, c, если [image: image583.wmf]c
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3. Для любых целых чисел a и b, если [image: image585.wmf]b
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и [image: image586.wmf]a
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, то [image: image587.wmf]b
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4. Для любых целых чисел a, b, если [image: image588.wmf]b
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и [image: image589.wmf]a
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5. Для любых целых чисел a, b, если [image: image590.wmf]b
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 и [image: image591.wmf]0
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, то [image: image592.wmf]a
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6. Для любых целых чисел a, b, [image: image593.wmf]b
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  тогда и только тогда, когда [image: image594.wmf]b
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7. Если [image: image595.wmf],
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 то [image: image596.wmf](
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8. Если [image: image597.wmf]b
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9. Если один из сомножителей произведения делится на a, то и все произведение делится на a.

Определение 2. Натуральное число [image: image600.wmf]1

¹

p

  называется простым, если оно имеет ровно два делителя: единицу и само себя.
Определение 3. Натуральное число[image: image601.wmf]1
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m

 называется составным, если оно имеет, по крайней мере, один делитель отличный от 1 и m.
В соответствии с определениями 2 и 3  все множество натуральных чисел можно разбить на три класса:

1. простые числа

2. составные числа

3. единица

Перечислим свойства простых и составных чисел.

1. Число 2 – единственное простое четное число.

2. Если [image: image602.wmf]2
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 - простые числа, то [image: image603.wmf]2
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3. Если произведение нескольких целых чисел, делится на простое число p, то, по меньшей мере, один из сомножителей делится на p.

4. Множество простых чисел бесконечно (теорема Евклида).

5. Каждое  натуральное число единственным образом представляется в виде произведения простых чисел (основная теорема арифметики).

Рассмотрим задачи, при решении которых используются методы, основанные на теории делимости на множество целых чисел.

Задача 1. Доказать, что число [image: image604.wmf]5

N

 оканчивается на ту же цифру, что число N.

Решение. (основано на свойствах делимости, теореме о делимости с остатком)

Заметим, что [image: image605.wmf]5
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 и N будет заканчиваться на одну и ту же цифру в том и только том случае, когда [image: image606.wmf]N
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 будут делится на 10, поэтому переформулируем задачу: доказать, что [image: image607.wmf]10
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1. Разность [image: image608.wmf]N
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 представим в виде произведения сомножителей: [image: image609.wmf](
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2. Число 10 тоже разложим на множители 10 = 2*5, причем числа 2 и 5   - взаимно простые.  Поэтому, если мы докажем, что [image: image610.wmf]N
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 делится на 2 и на 5, тем самым мы докажем утверждение.

3. Рассмотрим произведение [image: image611.wmf](
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 - произведение двух последовательных чисел, следовательно, одно из них – четное, то есть делится на два, а значит, (св.9), [image: image612.wmf](
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4. Докажем, что один из сомножителей числа [image: image613.wmf](
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 делится на 5 согласно утверждению 1, число N может быть представлено как [image: image614.wmf]q
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Рассмотрим каждый из этих случаев отдельно:

Если [image: image619.wmf](
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Если [image: image620.wmf](
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Если [image: image621.wmf](
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[image: image622.wmf](
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Если [image: image623.wmf](
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[image: image624.wmf](
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Таким образом, мы получили, что каково бы ни было натуральное число N, [image: image625.wmf]5
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5. Так как [image: image626.wmf]2

5

M

N

N

-

 и [image: image627.wmf]5

5

M

N

N

-

, то [image: image628.wmf]N

и

N

N

N

5

5

10

Û

-

M

 оканчиваются на одну и ту же цифру.

Замечание. 

1. Прием разложения (п.1 решение задачи 1) разности (суммы) в произведении сомножителей обычно используется при доказательстве делимости какого-либо выражения на некоторое число.

2. При доказательстве делимости некоторого выражения на число часто используют утверждение 1, сводя рассмотрение бесконечного множества целых чисел к конечному множеству классов (в задаче 1 этих классов 5 (п.4))

Задача 2. Найти все простые числа p, которые можно записать в виде [image: image629.wmf]4
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 с натуральными m и n. Доказать, что других таких чисел нет.
Решение. (основано на свойствах простых и составных чисел).

1. По определению p – простое, если оно имеет ровно два делителя 1 и само себя. Поэтому разложим [image: image630.wmf]4
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 на множители.

2. [image: image631.wmf](
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3. Итак [image: image632.wmf]4
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, но первое равенство не выполняется ни при каких натуральных m и n.

4. Найдем такие m и n, что [image: image635.wmf]1
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. В левой части равенства выделим полный квадрат [image: image636.wmf](

)

(

)

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

n

n

m

n

n

mn

m

mn

n

m

+

-

=

+

+

-

=

-

+

. 

5. Тогда [image: image637.wmf](
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, но первая система не имеет решений в натуральных числах. Решим вторую систему: из второго уравнения имеем: n=1, тогда из первого: m=n=1.

6. Получаем [image: image638.wmf]5
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 - простое число, и так как m=n=1 – единственная пара, удовлетворяющая второй системе (п.4), то это единственное простое число, представимое в виде [image: image639.wmf]4

4

4

n

m

+

.

Задача 3. Найти все простые числа, которые являются одновременно суммой двух простых чисел и разностью двух простых чисел.
Решение. (основано на свойствах простых чисел и свойствах делимости).

1. Обозначим искомое число через p. Так как по условию p – разность и сумма двух простых чисел, то p>2, а, следовательно (свойство 1 простых чисел) p – нечетное.

2. Так как p – сумма двух слагаемых и p – нечетное, то одно из слагаемых четно, а так как  оно простое, то оно равно 2. Так как p – разность двух слагаемых и p – нечетно, то вычитаемое в представлении числа p в виде разности двух простых чисел равно 2. Таким образом, мы получаем [image: image640.wmf]2
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3. Выразим q и r через  p, [image: image642.wmf]2
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. Причем все эти простые числа – нечетные, но одно из трех последовательных нечетных чисел делится на 3, действительно: любое число (утверждение 1) может быть записано или как [image: image644.wmf]q
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2

M

n

. На основании этих рассуждений и того, что [image: image658.wmf]2
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 - простые, имеем: одно из этих чисел равно 3.

4. Рассмотрим, какое из этих трех чисел равно 3. Если p=3, то p-2=3-2=1 –не простое число; если p-2=3, то p=3+2=5, p+2=7, если p+2=3, то  p=1 – не простое число, следовательно,  p-2=3, при этом p=5. Следовательно, только простое число p=5 есть сумма и разность двух простых чисел: p=5=7-2   p=5=3+2

Замечание.  При решении этой задачи и многих других используется особая роль простого числа 2, как единственного четного числа.

Задача 4. Существуют ли целые числа x и y, удовлетворяющие уравнению 

[image: image659.wmf]7
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Решение. (основано на свойствах делимости).

1. Число 7 – простое нечетное число, являющееся разностью двух чисел, поэтому эти числа разной четности, но [image: image660.wmf]2
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2. [image: image662.wmf]2
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3. [image: image665.wmf]1
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4. Получим [image: image667.wmf]6
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5. Так как  [image: image668.wmf]m
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6. Тогда получим уравнение [image: image672.wmf]Þ
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[image: image673.wmf](
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[image: image674.wmf]2
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 - четное
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 - четное, как  произведение последовательных целых чисел, но тогда [image: image676.wmf](
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 ни при каких целых m и n [image: image678.wmf]7
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 решений в целых числах не имеет.

Замечание. Теорию делимости можно применять и при решении уравнений в целых числах.

1. Задачи для самостоятельного решения

2. Доказать, что из любых трех целых чисел можно найти два, сумма которых делится на 2.

3. В школе 30 классов и 1 000  учащихся. Доказать, что есть класс, в котором не менее 34 учеников.

4. Доказать, что для каждого натурального числа n найдется натуральное число, все цифры которого пятерки и нули, которое делится на n.

5. Доказать, что  если [image: image679.wmf]`
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 и [image: image680.wmf]13
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 и [image: image682.wmf]13
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6. Найти все такие простые числа p, что [image: image683.wmf]14
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p

тоже простое.

7. Найти все  различные простые числа [image: image684.wmf]S

r

q

p

,

,

,

 такие, что их сума – простое число, а числа [image: image685.wmf]qS
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 и [image: image686.wmf]qr
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 - квадраты натуральных чисел.

Математика, 8-10 классы

Мендель Виктор Васильевич

Геометрические задачи на математических олимпиадах школьников

На любой математической олимпиаде предлагаются геометрические задачи.

Формулировки этих задач могут быть самыми разнообразными. Так же разнообразны разделы геометрии, к которым относятся эти задачи. Поэтому ясно, что в рамках одной статьи невозможно рассмотреть все методы решения таких задач. Тем не менее, у по-настоящему олимпиадных геометрических задач есть отличительная особенность: при их решении используются нестандартные, оригинальные методы. Зачастую эти методы относятся к смежным разделам математики: комбинаторике, теории чисел и т.д.

В этой статье мы рассмотрим несколько примеров таких задач.

Задача 1. Существует ли выпуклый четырехугольник, диагонали которого перпендикулярны, а стороны равны 3, 5, 7, 4.
Решение. 

1) Во-первых, заметим, что рассматриваемый четырехугольник с перпендикулярными диагоналями не обязан быть ромбом или квадратом. Что бы это понять, достаточно построить два взаимно перпендикулярных отрезка,  пересекающихся  по  середине (см. рисунок 1).

2) [image: image2873.wmf]6

1

Исследуем свойства, которыми обладают такие четырехугольники.

Запишем теорему Пифагора для прямоугольных треугольников АОВ, ВОС, СОD и DОА:

АВ2=АО2+ВО2,  ВС2=ВО2+СО2,  

CD2=CO2+DO2,  DA2=DO2+AO2. Сложим первую формулу с третьей, а вторую с четвертой:

АВ2+CD2=AO2+BO2+CO2+DO2,

BC2+DA2=AO2+BO2+CO2+DO2.

Правые части в этих уравнениях равны, поэтому приравняем левые части:

АВ2+СD2=BC2+DA2 

(1)

3) Перейдем теперь к непосредственному решению задачи. По условиям три стороны четырехугольника имеют нечетную длину, а одна – четную. Поэтому с одной стороны в равенстве (1) будет стоять сумма двух нечетных чисел, а с другой – сумма четного и нечетного числа. Поэтому равенство (1) для четырехугольника с данными сторонами выполняться не может.

Рассмотренная задача – пример того, как элементы теории делимости используются в решении геометрической задачи.

Теперь рассмотрим пример того, как геометрические методы позволяют решать тригонометрические уравнения (и даже системы) и неравенства. Предварительно установим несколько элементарных фактов, касающихся координат векторов.

I. Вектор [image: image687.wmf]}
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 имеет единичную длину

II. Если [image: image688.wmf]1
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(это свойство распространяется на любую конечную сумму единичных векторов).

А теперь рассмотрим задачу.

Задача 2. Решите систему уравнений:[image: image692.wmf]î
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Решение. Рассмотрим два единичных вектора [image: image693.wmf]}
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Из этого следует, что векторы [image: image699.wmf]1
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 и [image: image700.wmf]2

e

r

 – равные,  значит, равны и их координаты: [image: image701.wmf]b
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Аналогично находим (:
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Следующая задача не потребует глубоких геометрических знаний. Но ее решение основано на фундаментальных, хотя и очевидных математических свойствах.

Задача 3. Внутри квадрата с единичной стороной построено несколько окружностей, сумма длин которых равна 20. Докажите, что существует прямая, пересекающая по крайней мере 7 окружностей.
Решение. Напомним, что длина окружности вычисляется по формуле [image: image706.wmf]d
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, где [image: image707.wmf]...
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 – диаметр окружности.

По условию:
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[image: image2874.wmf]2
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Разделим левую и правую части последнего равенства на [image: image712.wmf]p

. Получим:
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Таким образом, сумма диаметров окружностей больше 6. Учитывая, что все диаметры меньше единицы, мы можем сделать вывод о том, что в квадрате построено не меньше семи окружностей.

Спроектируем эти окружности на одну из сторон квадрата. Проекцией каждой окружности будет отрезок с длиной, равной диаметру проектируемой окружности. Сумма длин получившихся отрезков больше 6,3 (она равна [image: image714.wmf]k
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Это означает, что единичный отрезок покрыт отрезками, сумма длин которых больше 6,3. Следовательно, сторона квадрата «покрыта» в некоторых точках более чем шестью «слоями». Если мы проведем через такую точку прямую, перпендикулярную стороне квадрата, то она «проткнет» больше 6 окружностей. Что и требовалось доказать.

Задачи для самостоятельного решения

1. Пусть АВCD – выпуклый четырехугольник, стороны которого имеют целочисленную длину. Периметр этого четырехугольника – нечетное число.

а) Могут ли у четырехугольника ABCD быть взаимно перпендикулярные диагонали?

б) Можно ли в этот четырехугольник вписать окружность?

Указание: воспользуйтесь идеей из задачи № 1.
2. Докажите, что из неравенства [image: image715.wmf]1
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Указание: левые части обоих неравенств можно рассматривать как соответственно первые и вторые координаты суммы n единичных векторов с координатами [image: image717.wmf]}

sin

;

{cos
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. Эта сумма имеет длину не больше n.
3. Из какого наименьшего количества фигурок вида:

[image: image2875.wmf]2

p

Можно сложить квадрат (фигурки нельзя накладывать друг на друга. Квадрат не может иметь «дырок»).

Указание: нужно не только представить пример, но и доказать, что не существует конструкций с меньшим числом фигурок.
4. Докажите, что любой треугольник можно разрезать не более чем на три части, из которых складывается равнобедренный треугольник.

5. В выпуклом пятиугольнике все стороны равны, а все углы различны. Докажите, что самый большой и самый маленький углы пятиугольника имеют общую сторону.

МИФ-2, №3, 2000 год

Математика, 11 класс

Колегаева Елена Михайловна

Иррациональные уравнения и неравенства

I. Преобразование иррациональных выражений.

Иррациональным называется выражение, содержащее корни n-ой степени.

1) Одно из типичных преобразований иррациональных выражений – избавление от иррациональности в знаменателе.

а) Если в знаменателе стоит выражение вида [image: image718.wmf]b
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, то необходимо числитель и знаменатель умножить на сопряженное к нему выражение [image: image719.wmf]b
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. В этом случае применяется формула [image: image720.wmf](
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б) Если в знаменателе стоит выражение [image: image721.wmf]3
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Пример 1. Избавиться от иррациональности в знаменателе:

а) [image: image727.wmf]2
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Решение:
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Отметим еще одно свойство:
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которое часто применяется в преобразованиях.

Пример 2. Упростить выражение:
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Решение:

а) [image: image744.wmf](
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[image: image749.wmf](
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Выясним, при каких n выражения под знаком модуля меняют знак: n((1, n(1, n(0.

1) Если n<-1, то 
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2) Если -1(n<0, то 
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3) Если 0<n<1, то
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4) Если n(1, то
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II. Иррациональные уравнения.

Рассмотрим уравнение вида
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Основной метод решения – возведение обеих частей уравнения в степень n. При этом, если n – четное, то могут возникнуть посторонние корни. Поэтому в уравнениях необходимо делать проверку.

Если уравнение содержит два и больше корней, то один из корней «уединяется», то есть уравнение приводится к виду
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Еще один способ решения – введение вспомогательной переменной.

Пример 3. Решить уравнения:
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Решение:
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Проверка.
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Проверка.
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Сделаем обратную замену:
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Сделаем замену переменной. Положим [image: image790.wmf]0
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III. Решение иррациональных неравенств.

При решении этих неравенств следует помнить, что в четную степень можно возводить неравенства с неотрицательными членами.

Поэтому неравенство [image: image802.wmf])
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Пример 4. Решить неравенства:
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Решение.
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Решим третье неравенство системы методом интервалов:

x2-5x-14>0

x2-5x-14=0  
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Найдем пересечение решений трех неравенств:

Ответ: -18(x<-2.
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1) если х-1(0, то неравенство верно, то есть х(1;

2) если x-1>0 и так как x2+1>0, возводим обе части в квадрат. Имеем:
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Объединяем два решения, получим х – любое.

Ответ: х – любое.
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Задачи для самостоятельного решения

Уважаемые ребята, ниже приводятся задания для самостоятельного решения, которые следует выполнить, оформить отдельно от заданий по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

Наш адрес: 680000, г. Хабаровск, ул. Дзержинского, 48, ХКЦТТ ( ХКЗФМШ).

М11.9.1. Упростить:
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М11.9.2. Решить уравнения
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М11.9.3. Решить неравенства:
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Математика, 10 класс

Мендель Виктор Васильевич 

Дополнительные вопросы планиметрии

Введение

Нашим читателям наверняка знакомы такие обороты речи как «мыслить штампами», «выполнять работу по сложившемуся стереотипу». К сожалению, многие ребята, при решении задач действуют по стереотипу. Если же условия задачи не подходят  под известный алгоритм, то они нередко вольно или невольно изменяют (или дополняют) условия задачи так, чтобы она подходила под этот алгоритм.

При проверке решений задач на олимпиадах и вступительных экзаменах, автору нередко приходится сталкиваться с тем, что ученик произвольный треугольник заменяет правильным или равнобедренным. Часто, рассматривая четырехугольник с перпендикулярными диагоналями, учащиеся объявляют его ромбом (а ведь для этого нужно, чтобы диагонали в точке пересечения делились пополам). Список таких «превращений» можно продолжать и продолжать.

Кроме того, очень ценным качеством умного человека является умение нестандартно мыслить, решать нестандартные задачи.

Для вас «нестандартные» – это такие задачи, способ решения которых не изучался ранее. Само слово «нестандартный» не должно вас пугать. Очень часто нестандартное решение проще, понятнее и красивее (но отнюдь не сложнее), чем стандартное, шаблонное решение.

Дадим несколько практических советов, которые помогут вам избежать ошибок, связанных со стереотипами и позволят находить решения нестандартных задач на уроках геометрии.

Итак, во-первых, внимательно вдумайтесь в описание геометрической фигуры, о которой идет речь в условиях задачи. Проанализируйте, достаточно ли «хороших» признаков для того, чтобы рассматриваемая фигура (например, треугольник) была «хорошей» (правильной).

Если окажется, что данные в условии признаки не совпадают с известными условиями «правильности» фигуры, то, во-вторых, попытайтесь вывести (доказать) недостающие признаки.

Если же и это не поможет, тогда попробуйте (в-третьих) придумать пример «неправильной» фигуры, обладающей описанными в задаче свойствами (это называется контрпример).

[image: image2882.wmf]j
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Например, чтобы убедиться, что перпендикулярность диагоналей, далеко не все, что нужно ромбу, постройте два перпендикулярных, пересекающихся отрезка. При этом постарайтесь, чтобы точка пересечения этих отрезков не делила пополам ни один из них. Легко убедиться (см. рис.1), что концы отрезков будут вершинами четырехугольника, не являющегося ромбом.

Теперь о том, как находить нестандартные решения.

Для этого бывает полезно вспомнить всевозможные свойства той или иной фигуры, не совпадающие с определением этой фигуры.

Например, мы знаем, что центр описанной окружности треугольника это точка пересечения его серединных перпендикуляров. Однако есть и еще одна ценная характеристика этой точки. Дело в том, что центр описанной окружности удален от всех вершин на одинаковое расстояние.

Кроме того, нередко удается найти решение новой задачи, применяя общие математические принципы и  подходы.

Далее вашему вниманию предлагается несколько задач (некоторые с указаниями и советами), которые помогут вам (я надеюсь) побороть некоторые штампы и стереотипы. Кроме того, решение некоторых из них потребует нестандартных подходов.

Задачи для самостоятельного решения

Уважаемые ребята, ниже приводятся задания для самостоятельного решения, которые следует выполнить, оформить отдельно от заданий по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

Наш адрес: 680000, г. Хабаровск, ул. Дзержинского, 48, ХКЦТТ ( ХКЗФМШ).

М10.9.1. Определите, какие признаки достаточны для указанной фигуры, а какие нет. Придумайте контрпримеры. Если признаков недостаточно, дополните их.

1.1. Если у многоугольника все стороны равны, то он – правильный.

1.2. Если у многоугольника все углы равны, то он – правильный.

1.3. Если у треугольника все высоты равны – он правильный.

1.4. Если у треугольника высоты и медианы, проведенные из одной вершины, равны, то он правильный.

1.5. Если четырехугольник вписан и описан вокруг окружности, то он квадрат.

1.6. Если медианы треугольника равны, то он правильный.

1.7. Если все высоты четырехугольника равны, то он: а) квадрат; б) ромб; в) параллелограмм.

Замечание: высота в данном случае есть перпендикуляр, опущенный из вершины на противоположную сторону.

1.8. [image: image2883.wmf]j
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Если медианы и высоты, проведенные из двух вершин треугольника соответственно равны, то он правильный.

1.9. Если биссектрисы поделили треугольник на 6 равных по площади треугольников, то он правильный.

Следующие задачи – на нестандартные ситуации 

на уроках.

М10.9.2. У школьника Пети нет циркуля, зато есть бумажный кружок. Пете нужно построить окружность (ну хоть какую-нибудь) и найти ее центр.

Помогите Пете.

(Указание: кружок можно обвести. А для того, чтобы найти диаметр, бумажный кружок можно перегнуть пополам.)

М10.9.3. У Петиной соседки Вики есть циркуль, и она построила окружность. Но вот теперь не может найти, где ее центр (см. рис. 2). Помогите Вике построить центр, тем более что у нее есть еще и линейка.

Указание: Центр окружности есть пересечение двух его диаметров, а диаметр – это серединный перпендикуляр к хорде. Дерзайте!

(Совет: всегда перед тем, как построить окружность, отмечайте на бумаге ее центр, и вам не придется страдать как Вика).

М10.9.4. Ученица Валя взяла у Вики циркуль и построила окружность с отмеченным центром. Затем она провела диаметр (АВ) этой окружности и отметила на листочке точку М (см. рисунок 3). Тут Вика потребовала циркуль назад, но дала Вале линейку. Сможет ли Валя, пользуясь только линейкой, провести из точки М перпендикуляр к прямой АВ.

Рассмотрите случаи, когда М лежит: а) внутри, б) вне; в) на окружности.

М10.9.5. Отличник Вовочка помог одноклассникам решить все задачи и попросил у учителя чего-нибудь оригинального. Учитель посоветовал Вовочке взять глобус, найти на нем г. Хабаровск и построить точку, симметричную Хабаровску относительно центра глобуса.
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Вова пришел домой, взял свой глобус – награду на олимпиаде (он не на оси, а на подставке, как у капитана корабля). Затем отыскал старую красивую готовальню своей мамы, в которой лежал очень хороший циркуль. У этого циркуля не только ножки двигаются, но есть специальные шарниры, позволяющие перегибать каждую ножку.

Как вы думаете, сможет ли Вова с помощью этого циркуля решить поставленную задачу?

Указания: чтобы найти симметричную точку, Вове потребуется через точку, изображающую Хабаровск, провести две окружности* большого круга. Второй раз они пересекутся в искомой точке (это надо доказать).

Сможет ли Вова циркулем определить размер этой окружности? 

Имейте ввиду, что на глобусе отмечены параллели, меридианы, полюсы, экватор.

Математика, 9 класс

Карпова Ирина Викторовна 

Решение текстовых задач

Задачи на составление уравнений, или текстовые алгебраические задачи, можно условно классифицировать по типам:

· задачи на числовые зависимости;

· задачи, связанные с понятием «процента»;

· задачи на прогрессии;

· задачи на движение;

· задачи на совместную работу;

· задачи на смеси и сплавы.

Стандартная схема решения текстовой задачи состоит из нескольких этапов:

1. Обозначение буквами x, y, z, ... неизвестных величин, о которых идет речь в задаче.

2. Составление с помощью введенных переменных и известных из условия задачи величин уравнения или системы уравнений (в некоторых случаях – систем неравенств).

3. Решение полученного уравнения или системы уравнений.

4. Отбор решений, подходящих по смыслу задачи.

Выбирая неизвестные и составляя уравнения, мы создаем математическую модель ситуации, описанной в условии задачи. Это означает, что все соотношения должны следовать из конкретных условий задачи, то есть каждое условие должно быть представлено в виде уравнения (или неравенства).

Рассмотрим примеры решения некоторых типов задач из приведенной выше классификации, предварительно выделив особенности задач каждого типа, которые надо учитывать при их решении.

Задачи на движение

Уравнения, которые составляются на основании условий задач на движение, обычно содержат такие величины, как расстояние, скорости движущихся объектов, время, а также скорость течения воды (при движении по реке). При решении этих задач принимают следующие допущения:

1. Если нет специальных оговорок, то движение считается равномерным.

2. Повороты движущихся тел, переходы на новый режим движения считаются происходящими мгновенно.

3. Если тело с собственной скоростью х движется по реке, скорость течения которой равна у, то скорость движения тела по течению считается равной (х+у), а против течения – (х-у).

При решении задач на движение рекомендуется сделать рисунок, отображающий все условия задачи. При этом решающий задачу должен выбрать схему решения: какого вида уравнения составлять, то есть что сравнивать: время, затраченное на движение на отдельных участках пути, или пройденный каждым объектом путь.

При решении задач такого типа часто необходимо узнать время встречи двух объектов, начинающих движение одновременно из двух точек с разными скоростями и движущихся навстречу друг другу либо в случае, когда один объект догоняет другой.

[image: image2885.wmf]7
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Пусть расстояние между точками А и В равно S. Два тела начинают движение одновременно, но имеют разные скорости v1 и v2. Пусть С – точка встречи, а t – время движения тел до встречи. В случае движения навстречу друг другу имеем АС=v1t, BC=v2t. Сложим эти два равенства:

АС+СВ=v1t+v2t=(v1+v2)t  (  AB=S=(v1+v2)t  (  [image: image854.wmf]2
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Если одно тело догоняет другое, то теперь получаем АС=v1t, BC=v2t. Вычтем эти равенства:

[image: image2886.wmf]6
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АС–ВС=(v1–v2)t.

Так как АС–ВС=AB=S, то время, через которое первое тело догонит второе, определяется равенством

[image: image855.wmf]2

1

S

v

v

t

-

=

.

Задача 1. Пароход прошел 4 км против течения реки, а затем прошел еще 33 км по течению, затратив на весь путь один час. Найдите собственную скорость парохода, если скорость течения реки равна 6,5 км/ч.

Решение:

Пусть 
х км/ч – собственная скорость парохода.

Тогда 
(х+6,5) км/ч – скорость парохода по течению.


(х–6,5) км/ч – скорость парохода против течения.

Так как против течения пароход прошел 4 км со скоростью (х–6,5) км/ч, то 
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 ч. – время движения парохода против течения. 

Так как по течению пароход прошел 33 км со скоростью (х+6,5) км/ч, то
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 ч. – время движения парохода по течению.

По условию
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решим полученное уравнение
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Откуда получаем квадратное уравнение


х2–37х+146,25=0  (  х1=4,5 км/ч  и  х2=32,5 км/ч.

Осуществим отбор полученных решений.

Через х мы обозначили собственную скорость парохода, при этом скорость течения реки 6,5 км/ч, поэтому х1=4,5 км/ч не подходит по смыслу задачи (при такой скорости пароход не выплыл бы против течения).

Поэтому, собственная скорость парохода равна 32,5 км/ч.

Ответ: v=32,5 км/ч.

Задача 2. Расстояние между городами А и В равно 60 км. Два поезда выходят одновременно: один из А в В, другой из В в А. Пройдя 20 км, поезд, идущий из А в В, останавливается на полчаса, затем, пройдя 4 минуты, встречает поезд, идущий из В. Оба поезда прибывают к месту назначения одновременно. Найдите скорости поездов.

Решение:
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Отобразим все условия задачи на рисунке.

Заметим, что если время в условии задачи выражено как в часах, так и  в минутах, то минуты надо перевести в часы. В нашем случае 4 мин=4/10 часа=1/15 часа.

Так как в задаче надо определить две величины, введем две переменные и составим два уравнения.

Пусть 
х км/ч – скорость поезда, вышедшего из пункта А; 


у км/ч – скорость поезда, вышедшего из пункта В.

Так как в задаче известно расстояние, выразим время через скорость и расстояние.
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 – время, за которое поезд из А прошел 20 км.

[image: image862.wmf]30

17

20

15

1

2

1

20

+

=

+

+

x

x

 – время, затраченное поездом из А  до встречи в пункте D.
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 – расстояние, которое прошел поезд из А за 4 минуты после остановки.

Тогда поезд из А до встречи в пункте D прошел [image: image864.wmf]15
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 км – расстояние, пройденное поездом из В до встречи.
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x

15

40

-

 – время, пройденное поездом из В до встречи в пункте D.

Так как по условию в пункте D поезда встретились, они затратили на путь до встречи одинаковое время, поэтому получаем первое уравнение
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С другой стороны, выразим время движения поездов после встречи в пункте D.

Так как [image: image868.wmf]15
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 – время движения поезда из В после встречи.

Так как [image: image870.wmf]15
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 – время движения поезда из А после встречи.

По условию [image: image872.wmf]x
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Таким образом, мы составили систему двух уравнений с двумя переменными.
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Решим систему, для чего из первого уравнения выразим у и подставим это выражение вместо у во второе уравнение.
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Решим полученное уравнение
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х1=60;   х2=–600.

Так как х – скорость, то х2 не подходит по смыслу задачи. Подставим полученное значение х в выражение для у
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Ответ: vA=60 км/ч, vB=40 км/ч.

Задачи на совместную работу

Содержание задач этого типа сводится обычно к следующему: некоторую работу, объем которой не указывается и не является искомым, выполняют несколько человек или механизмов, работающих равномерно, то есть с постоянной для каждого из них производительностью. В таких задачах объем всей работы, которая должна быть выполнена, принимается за 1; время t, требующееся для выполнения всей работы, и р ​– производительность труда, то есть объем работы, сделанной за единицу времени, связаны соотношением
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Рассмотрим стандартную схему решения задач этого типа.

Пусть 
х – время выполнения некоторой работы первым рабочим,


у – время выполнения этой же работы вторым рабочим.

Тогда 
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 – производительность труда первого рабочего,
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 – производительность труда второго рабочего.
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 – совместная производительность труда.


[image: image885.wmf]y

x

xy

y

x

+

=

+

1

1

1

 – время, за которое они выполнят задание, работая вместе.

Задача 1. Двое рабочих выполняют некоторую работу. После 45 минут совместной работы первый рабочий был переведен на другую работу, и второй рабочий закончил оставшуюся часть работы за 2 часа 15 минут. За какое время мог бы выполнить работу каждый рабочий в отдельности, если известно, что второму для этого понадобится на 1 час больше, чем первому.

Решение:

Пусть 
х – время работы первого по выполнению всей работы.


у – время работы второго рабочего.

По условию х=у–1, и первое уравнение составлено.

Пусть объем всей работы равен 1.

Тогда 
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1

 – производительность труда первого рабочего,
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 – производительность труда второго рабочего.

Так как они работали 45 мин.=3/4 часа совместно, то
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 – объем работы, выполненной рабочими за 45 минут.

Так как второй рабочий работал один 2 часа 15 минут=2¼=9/4 часа, то
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 – объем работы, выполненной вторым рабочим за 2 часа 15 минут.

По условию 
[image: image890.wmf]1
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Таким образом, мы получили систему двух уравнений
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Решим ее, для этого выражение для х из первого уравнения подставим во второе
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  (  4у2–19у+12=0

[image: image894.wmf]4

3

1

=

y

 ч.  и  у2=4 ч.

Из двух значений для у выберем то, которое подходит по смыслу задачи  у1=45 мин., но 45 мин. рабочие работали вместе, а потом второй рабочий работал еще отдельно, поэтому [image: image895.wmf]4
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 не подходит по смыслу задачи. Для полученного у2=4 ч. найдем из первого уравнения первоначальной системы значение х
х=4–1  (  х=3 ч.

Ответ: первый рабочий выполнит работу за 3 часа, второй – за 4 часа.

Замечание: эту задачу можно было решить, не вводя вторую переменную у, а выразить время работы второго рабочего через х, тогда нужно было составить одно уравнение и решить его.

Задача 2. Две бригады рабочих начали работу в 8 часов. Сделав вместе 72 детали, они стали работать раздельно. В 15 часов выяснилось, что за время раздельной работы первая бригада сделала на 8 деталей больше, чем вторая. На другой день первая бригада делала за 1 час на одну деталь больше, а вторая бригада за 1 час на одну деталь меньше. Работу бригады начали вместе в 8 часов и, сделав 72 детали, снова стали работать раздельно. Теперь за время раздельной работы первая бригада сделала на 8 деталей больше, чем вторая, уже к 13 часам. Сколько деталей в час делала каждая бригада?

Решение:

Пусть 
х деталей в час изготовляет первая бригада (производительность первой бригады).


у – производительность второй бригады.


х+у – совместная производительность бригад.

Так как вместе они сделали 72 детали, то


[image: image896.wmf]y
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 – время совместной работы бригад.

Так как бригады работали с 8 до 15 часов, всего 7 часов, то
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 – время работы бригад раздельно, тогда


[image: image898.wmf]x

y

x

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

72

7

 – число деталей, которое изготовила первая бригада, работая отдельно
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 – число деталей, которое изготовила вторая бригада, работая отдельно

По условию
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Составим второе уравнение. По условию:


х+1 – производительность труда первой бригады на другой день.


у–1 – производительность труда второй бригады на другой день.


х+1+у–1=х+у – совместная производительность (такая же, как и в первый день).

Так как бригады работали с 8 до 13 часов – всего 5 часов, то
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 – число деталей, которые изготовила первая бригада, работая отдельно,  во второй день.
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 – число деталей, которые изготовила вторая бригада, работая отдельно, во второй день.

По условию
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Таким образом, мы составили систему двух уравнений:
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Решим эту систему методом замены переменных:

Пусть [image: image907.wmf]v
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Тогда имеем:
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Выразим из первого уравнения [image: image910.wmf]v
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 и подставим во второе уравнение
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  (  v2+2v–8=0  (  v1=2,  v2=–4.
Значение v2=–4 не подходит по смыслу задачи (из условия ясно, что производительность первой бригады выше, чем второй, а значит  х–у=v>0). Найдем значение u, соответствующее v2=2, подставив значение v2 в выражение для u:
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Так как нам нужно найти значения х и у, подставим полученные значения для u  и v в (()
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Ответ: 13 деталей в час изготавливала первая бригада; 11 деталей в час изготавливала вторая бригада.

Задачи на смеси и сплавы

В задачах этого типа основным является понятие «концентрация». Что же это такое?

Рассмотрим, например, раствор кислоты в воде. Пусть в сосуде содержится 10 литров раствора, который состоит из 3 литров кислоты и 7 литров воды. Тогда относительное (по отношению ко всему объему) содержание кислоты в растворе равно [image: image918.wmf]3
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. Это число и определяет концентрацию кислоты в растворе. Иногда говорят о процентном содержании кислоты в растворе. В приведенном примере процентное содержание будет таково: [image: image919.wmf]%
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. Как видно, переход от концентрации к процентному содержанию и наоборот весьма прост.

Итак, пусть смесь массы М содержит некоторое вещество массой m. Тогда:

· концентрацией данного вещества в смеси (сплаве) называется величина [image: image920.wmf]M

m
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;

· процентным содержанием данного вещества называется величина с(100%;

Из последней формулы следует, что при известных величинах концентрации вещества и общей массы смеси (сплава) масса данного вещества определяется по формуле m=c(M.

Задачи на смеси (сплавы) можно разделить на два вида:

1. Задаются, например, две смеси (сплава) с массами m1 и m2 и с концентрациями в них некоторого вещества, равными соответственно с1 и с2. Смеси (сплавы) сливают (сплавляют). Требуется определить массу этого вещества в новой смеси (сплаве) и его новую концентрацию. Ясно, что в новой смеси (сплаве) масса данного вещества равна c1m1+c2m2, а концентрация [image: image921.wmf]2
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2. Задается некоторый объем смеси (сплава) и от этого объема начинают отливать (убирать) определенное количество смеси (сплава), а затем доливать (добавлять) такое же или другое количество смеси (сплава) с такой же концентрацией данного вещества или с другой концентрацией. Эта операция проводится несколько раз.

При решении таких задач необходимо установить контроль за количеством данного вещества и его концентрацией при каждом отливе, а также при каждом доливе смеси. В результате такого контроля получаем разрешающее уравнение. Рассмотрим конкретные задачи.

Задача 1. Имеется кусок сплава меди с оловом общей массой 12 кг, содержащий 45% меди. Сколько чистого олова надо добавить к этому куску сплава, чтобы получившийся новый сплав содержал 40% меди?

Решение:

Пусть х кг олова надо добавить к сплаву. Так как процентное содержание меди в сплаве равно 45 %, то масса меди в первоначальном сплаве m=0,45(12=5,4 кг (где 0,45 – концентрация меди в сплаве).

Тогда 12+х – масса нового сплава

И так как масса меди в первоначальном сплаве равна 5,4 кг, то
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 – концентрация меди в новом сплаве.

По условию
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,
решая уравнение, получаем х=1,5 кг.

Ответ: нужно добавить 1,5 кг чистого олова.

Задача 2. Имеются два раствора кислоты разной концентрации. Объем одного раствора 4 л, другого – 6 л. Если их слить вместе, то получится 35 % раствор кислоты. Если же слить равные объемы этих растворов, то получится 36 % раствор кислоты. Сколько литров кислоты содержится в каждом из первоначальных растворов?

Решение:

Пусть 
х л кислоты содержится в первом растворе,


у л кислоты содержится во втором растворе. 

Тогда 
[image: image924.wmf]4

x

 – концентрация кислоты в первом растворе,


[image: image925.wmf]6

y

 – концентрации кислоты во втором растворе.

Если слить два раствора, то получим раствор массой 4л+6л=10л, причем масса кислоты в нем будет х+у, тогда


[image: image926.wmf]10

y

x

+

 – концентрация кислоты, после сливания обоих растворов.

Так как по условию в полученном таким образом растворе содержится 35% кислоты, то ее концентрация там равна 0,35.

Таким образом, получаем:
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  или  х+у=3,5.

Если будем сливать равные объемы растворов по m литров, то
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 – масса кислоты в полученном растворе,


2m – масса полученного раствора, 

тогда


[image: image929.wmf]m
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 – концентрация кислоты в полученном растворе.

По условию
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Таким образом, получили систему двух уравнений
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Ответ: в первом растворе содержится 1,64 л кислоты, во втором – 1,86 л.

Задачи на проценты

Решение задач этого типа тесно связано с тремя алгоритмами: нахождения части от целого, восстановление целого по его известной части, нахождение процентного прироста. Рассмотрим эти алгоритмы.

1. Пусть известна некоторая величина А, надо найти а % этой величины.

Если считать, что А есть 100%, а неизвестная часть х это а %, то из пропорции

[image: image937.wmf]a
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2. Пусть известно, что некоторое число b составляет а % от неизвестной величины А. Требуется найти А.

Рассуждая аналогично, из пропорции получаем
[image: image939.wmf]a
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3. Пусть некоторая переменная величина А, зависящая от времени t, в начальный момент t0 имеет значение А0, а в момент t1 – значение А1.

Тогда абсолютный прирост величины А за время t1–t0 будет равен А1–А0; относительный прирост этой величины вычисляется по формуле [image: image940.wmf]0
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Задача 1. Для офиса решили купить 4 телефона и 3 факса на сумму 1470 долларов. Удалось снизить цену на телефон на 20%, и в результате за эту же покупку уплатили 1326 долларов. Найти цену факса.

Решение:

Пусть 
х – стоимость факса,


у – стоимость телефона.

По условию
4у+3х=1470.

Так как цену на телефон снизили на 20%, то телефон стал стоить 80% от первоначальной цены, то есть


0,8у – стоимость телефона после снижения.

По условию
3х+4(0,8у=1326.

Решим полученную систему двух уравнений методом алгебраического сложения.
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Так как нам нужно найти только х, исключим у из системы, для чего первое уравнение умножим на (–0,8) и сложим со вторым:
0,6х=150  (  х=250.

Ответ: факс стоит 250 долларов.

Задачи для самостоятельного решения

Уважаемые ребята, ниже приводятся задания для самостоятельного решения, которые следует выполнить, оформить отдельно от заданий по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

Наш адрес: 680000, г. Хабаровск, ул. Дзержинского, 48, ХКЦТТ ( ХКЗФМШ).

М9.9.1. Расстояние 450 км один из поездов проходит на 1,5 ч. быстрее другого. Найдите скорость каждого из поездов, если известно, что первый проходит 240 км за то же время, что второй проходит 200 км.

М9.9.2. Расстояние между городами А и В равно 50 км. Из города А в город В выехал велосипедист, а через 1 ч. 30 мин. вслед за ним выехал мотоциклист. Обогнав велосипедиста, он прибыл в город В на 1 ч. раньше него. Найдите скорость мотоциклиста, если известно, что она в 2,5 раза больше скорости велосипедиста.

М9.9.3. В реку впадает приток. Катер отходит от пункта А, находящегося на притоке, идет по течению 80 км до впадения притока в реку в пункте В, а затем идет вверх по реке до пункта С. На путь от А до С он затратил 18 ч., на обратный – от А до С – 15 ч. Найдите расстояние от пункта А до С, если известно, что скорость течения реки 3 км/ч, а собственная скорость катера 18 км/ч.

М9.9.4. Бассейн может наполниться водой из двух кранов. Если первый кран открыть на 10 мин., а второй – на 20 мин., то бассейн будет наполнен. Если первый кран открыть на 5 мин., а второй – на 15 мин., то заполнится 3/5 бассейна. За какое время из каждого крана в отдельности может заполниться весь бассейн?

М9.9.5. Двум рабочим была поручена работа. Второй приступил к работе на час позже первого. Через 3 ч. после того, как первый приступил к работе, им осталось выполнить 9/20 всей работы. По окончанию работы оказалось, что каждый выполнил половину всей работы. За сколько часов каждый, работая отдельно, может выполнить свою работу?

М9.9.6. Двое рабочих вытачивают вместе 136 деталей за 8 часов. Если бы первый делал на две детали в час меньше, а второй на 1 деталь больше, то на изготовление одной детали второй рабочий затратил бы на 4 минуты меньше, чем первый. Сколько деталей в час изготавливается первый рабочий?

М9.9.7. В сосуде было 12 л соляной кислоты. Часть кислоты отлили и сосуд долили водой. Затем снова отлили столько же и опять залили водой. Сколько жидкости отливали каждый раз, если в сосуде оказался 25% раствор кислоты?

М9.9.8. Имеется сталь двух сортов с содержанием никеля 5% и 40%. Сколько стали того и другого сорта надо взять, чтобы после переплавки получить 140 тонн стал и с содержанием никеля 30%?

М9.9.9. Из 22 кг свежих грибов получается 2,5 кг сухих грибов. Содержащих 12% воды. Какой процент воды в свежих грибах?

М9.9.10. Два завода по плану должны были выпустить за месяц 360 станков. Первый завод выполнил план на 112%, а второй – на 110%, вместе заводы выполнили за месяц 400 станков. Сколько станков сверх плана выпустил каждый завод в отдельности?

МИФ-2, №4, 2000 год

Математика, 8 класс

Кармакова Тамара Сергеевна 

Преобразование рациональных и иррациональных выражений

Тождественные преобразования выражений – это одна из содержательных линий школьного курса математики. Тождественные преобразования широко используются при решении уравнений, неравенств, систем уравнений и неравенств. Кроме того тождественные преобразования выражений способствуют развитию сообразительности, гибкости и рациональности мышления.

Предлагаемые материалы предназначены для учащихся 8 класса и включают в себя теоретические основы тождественных преобразований рациональных и иррациональных выражений, типы задач на преобразование таких выражений и текст контрольной работы.

1. Теоретические основы тождественных преобразований

Выражениями в алгебре называют записи, состоящие из чисел и букв, соединенных знаками действий.
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 – алгебраические выражения.

В зависимости от операций различают рациональные и иррациональные выражения.

Алгебраические выражения называют рациональными, если относительно входящих в него букв а, b, с, … не выполняется никаких других операций, кроме операций сложения, умножения, вычитания, деления и возведения в целую степень.

Алгебраические выражения, содержащие операции извлечения корня из переменной или возведения переменной в рациональную степень, не являющуюся целым числом, называются иррациональными относительно этой переменной.

Тождественным преобразованием данного выражения называется замена одного выражения другим, тождественно равным ему на некотором множестве.

В основе тождественных преобразований рациональных и иррациональных выражений лежат следующие теоретические факты.

1. Свойства степеней с целым показателем:
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2. Формулы сокращенного умножения:
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где а, b, с – любые действительные числа;
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, где а(0, х1 и х2 – корни уравнения 
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3. Основное свойство дроби и действия над дробями:
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4. Определение арифметического корня и его свойства:
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где а, b – неотрицательные числа, n(N, n(2, m(N, m(2.

1. Типы упражнений на преобразование выражений

Существуют различные типы упражнений на тождественные преобразования выражений. Первый тип: явно указано то преобразование, которое необходимо выполнить.

Например.

1. Представьте в виде многочлена 
[image: image971.wmf](
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Решение:
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При выполнении указанного преобразования использовали правила умножения и вычитания многочленов, формулу сокращенного умножения и приведение подобных слагаемых.

2. Разложите на множители: 
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Решение:
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При выполнении преобразования использовали правило вынесения общего множителя за скобку и 2 формулы сокращенного умножения.

3. Сократите дробь: 
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Решение:
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При выполнении преобразования использовали вынесение общего множителя за скобку, переместительный и сократительный законы, 2 формулы сокращенного умножения, действия над степенями.

4. Вынесите множитель из-под знака корня, если а(0, b(0, с(0: 
[image: image977.wmf]9
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Решение: 
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Использовали правила действий над корнями и определение модуля числа.

5. Избавьтесь от иррациональности в знаменателе дроби 
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Решение:
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)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

3

2

2

3

2

1

2

1

3

2

1

2

2

1

2

1

3

2

1

2

2

3

3

2

+

-

=

+

-

=

-

×

+

=

+

-

+

=

-

=

.

Второй тип упражнений – это упражнения, в которых явно указано то главное преобразование, которое необходимо выполнить. В таких упражнениях требование обычно сформулировано в одном из видов: упростить выражение, вычислить. При выполнении таких упражнений необходимо прежде всего выявить, какие и в каком порядке необходимо выполнить преобразования, чтобы выражение приняло более компактный вид, чем данное, или получился числовой результат.

Например

6. Упростите выражение:
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Решение: 
[image: image984.wmf](
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Использовали правила действий над алгебраическими дробями и формулы сокращенного умножения.

7. Упростить выражение:
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Решение:
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Использовали формулы сокращенного умножения, правила сложения дробей и умножения иррациональных выражений, тождество 
[image: image990.wmf]b

b

=

2

, определение модуля числа, понятие области допустимых значений переменных в выражении.

8. Вычислить


[image: image991.wmf]3

10

28

3

10

28

+

+

-

=

A

.

Решение:
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[image: image993.wmf]10
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Использовали операцию выделения полного квадрата, тождество 
[image: image994.wmf]a
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 и определение модуля числа.

Третий тип упражнений на тождественные преобразования – это упражнения, в которых требуется доказать справедливость данного равенства. При выполнении таких заданий можно либо левую часть преобразовывать к правой, либо правую к левой, либо одновременно преобразовывать левую и правую части, либо с помощью преобразований  установить, что разность левой и правой частей равна нулю. При этом упражнения третьего типа могут быть двух видов: условные тождества (заданы условия, которым должны удовлетворять переменные в выражении) и безусловные (обычные).

Например.

9. Докажите, что 
[image: image995.wmf]abc

c

b

a

3

3

3

3

=

+

+

, если 
[image: image996.wmf]0

=

+

+

c

b

a

.

Доказательство:

Так как 
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Использовали условие и формулу суммы кубов.

Надо иметь в виду, что условия, связывающие переменные, могут быть заданы и в упражнениях первых двух типов.

Например.

10. Найдите 
[image: image1004.wmf]3
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[image: image1005.wmf]3

2

1

=

-

a

a

.

Решение:

Так как 
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Использовали условие, формулу куба разности двух выражений.

Контрольное задание

Уважаемые ребята, ниже приводятся задания для самостоятельного решения, которые следует выполнить, оформить отдельно от заданий по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

Наш адрес: 680000, г. Хабаровск, ул. Дзержинского, 48, ХКЦТТ ( ХКЗФМШ).

Отметьте номер правильного ответа:

М10.8.1. Результат упрощения выражения 
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)

(

)

xy

y

x

xy

y

x

y

x

y

x

-

+

+

+

-

-

 имеет вид

1) 
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М10.8.2. Значение выражения 
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Докажите справедливость равенства:

М10.8.3. 
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М10.8.4. 
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Избавьтесь от иррациональности в знаменателе


М10.8.5. 
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М10.8.6. 
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Вычислите значение выражения:

М10.8.7. 
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М10.8.8. 
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М10.8.9. 
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Упростите выражения:

М10.8.10. 
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М10.8.11. 
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М10.8.12. 
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М10.8.13.  
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Математика, 9 класс

Карпова Ирина Викторовна 

Решение уравнений с параметрами

Иногда в уравнениях некоторые коэффициенты заданы не конкретными числовыми значениями, а обозначены буквами.

Пример: ax+b=c.

В этом уравнении х – неизвестное, a,b,c – коэффициенты, которые могут принимать различные числовые значения. Заданные таким образом коэффициенты называются параметрами.

Одно уравнение с параметрами задает множество уравнений (для всех возможных значений параметров).

Пример: 
–5х+10=–1;


x+4y=0;


–102–1000y=
[image: image1035.wmf]3

1

; и т.д.

это все уравнения, которые задает уравнение с параметрами ax+b=c.

Решить уравнение с параметрами – это значит:

1. Указать, при каких значениях параметров уравнение имеет корни и сколько их при разных значениях параметров.

2. Найти все выражения для корней и указать для каждого из них те значения параметров, при которых это выражение определяет корень уравнения.

Обратимся к уже приведенному уравнению с параметрами ax+b=c и решим его. 

Если  а(0, то 
[image: image1036.wmf]a
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.

Если  а=0, то получаем b=c, если это действительно так, то корнем уравнения является любое действительное число, если же b(c, то уравнение решений не имеет.

Таким образом, мы получили:

при а(0, 
[image: image1037.wmf]a
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;

при а=0 и b=c, х – любое действительное число;

при а=0 и b(c, уравнение корней не имеет.

В процессе решения этого уравнения мы выделили значение параметра а=0, при котором происходит качественное изменение уравнения, такое значение параметра мы в дальнейшем будем называть «контрольным». В зависимости от того, какое уравнение мы имеем, «контрольные» значения параметра находятся по-разному. Рассмотрим различные типы уравнений и укажем способ нахождения «контрольных»значений параметра.

I. Линейные уравнения с параметром и уравнения, приводимые к линейным

В таких уравнениях «контрольными» значениями параметров, как правило, являются значения, обращающие в нуль коэффициенты при х.

Пример 1. Решить уравнение с параметром: 2а(а–2)х=а–2

1. «Контрольными» значениями являются значения, удовлетворяющие условию:

2а(а–2)=0

решим это уравнение относительно переменной а.

2а=0 или а–2=0, откуда а=0, а=2.

2. Решим первоначальное уравнение при «контрольных» значениях параметра.

При а=0 имеем 0(х=–2, но это не имеет место ни при каких действительных значениях х, то есть в этом случае уравнение корней не имеет.

При а=2 имеем 0(х=0, это справедливо при любом значении х, значит, корнем уравнения является любое действительное число х.

3. Решим первоначальное уравнение, в случае, когда а(0 и а(2, тогда 2а(а–2)(0 и обе части уравнения можно поделить на 2а(а–2), получим:
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, так как а(2, то дробь можно сократить на (а–2), тогда имеем 
[image: image1039.wmf]a
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Ответ: 
при а=0, корней нет;


при а=2, корень – любое действительное число;


при а(0, а(2, 
[image: image1040.wmf]a
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Можно представить алгоритм решения такого типа уравнений.

1. Определить «контрольные» значения параметра.

2. Решить уравнение относительно х, при контрольных значениях параметра.

3. Решить уравнение относительно х, при значениях, отличных от «контрольных».

4. Записать ответ в виде:

Ответ: 
1) при значениях параметра ... , уравнение имеет корни ... ;



2) при значениях параметра ... , уравнение имеет корни ... ;



3) при значениях параметра ... , уравнение корней не имеет.

Пример 2. Решить уравнение с параметром

(а2–2а+1)х=а2+2а–3

1. Найдем контрольные значения параметра

а2–2а+1=0 ( (а–1)2=0 ( а=1

2. Решим уравнение при а=1

0(х=(1+2(1–3) ( 0(х=0 ( х – любое действительное число.

3. Решим уравнение при а(1

а2–2а+1(0 ( 
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разложим числитель и знаменатель дроби на множители


[image: image1042.wmf]2
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так как а(1, дробь можно сократить 


[image: image1043.wmf]1
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4. Ответ: 
1) при а=1, х – любое действительное;



2) при а(1, 
[image: image1044.wmf]1
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Пример 3. Решить уравнение с параметром


[image: image1045.wmf]a

x

a

x

a

7

)

1

(

3

)

1

(

2

+

+

=

+


1. Так как параметр а стоит в знаменателе, то а обязательно должно быть отлично от нуля. При а(0 приведем это уравнение к стандартному виду линейного уравнения, для чего обе части умножим на а.

2(а+1)х=3а(х+1)+7

2ах+2х=3ах+3а+7

2ах+2х–3ах=3а+7

(2–а)х=3а+7

найдем «контрольные» значения а
2–а=0 ( а=2

2. Решим уравнение при а=2

0(х=13

это равенство не имеет места ни при каких значениях х.

3. Решим уравнение при а(2

2–а(0 ( 
[image: image1046.wmf]a
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4. Ответ:
1) при а=2, корней нет;



2) при а(0, а(2, 
[image: image1047.wmf]a
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3) при а=0 уравнение не имеет смысла.

Пример 4. Решить уравнение с параметром
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1. Так как параметр а стоит в знаменателе дроби, то чтобы уравнение имело смысл, а+2 обязательно должно быть отлично от нуля

а+2(0 ( а(–2

так как х стоит в знаменателе дроби, то х(0. Преобразуем уравнение


[image: image1049.wmf])
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[image: image1050.wmf]0
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[image: image1051.wmf]0
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так как х(0 и а(–2, уравнение равносильно уравнению

(а+3)х=2а–1

найдем контрольные значения параметра

а+3=0 ( а=–3.

2. Решим уравнение при а=–3.

0(х=–7

при любом х равенство места не имеет

3. Решим уравнение при а(–3, а+3(0.


[image: image1052.wmf]3
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так как х(0, то проверим, нет ли значений а, при которых х=0, для этого приравняем полученную дробь к нулю


[image: image1053.wmf]0
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поэтому, чтобы уравнение имело смысл 
[image: image1055.wmf]2
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4. Ответ:
1) при а=–3, а=–2, 
[image: image1056.wmf]2
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, корней нет;



2) при а(–2, а(–3, 
[image: image1057.wmf]2
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II. Квадратные уравнения с параметром и уравнения, приводимые к квадратным

В таких уравнениях в качестве «контрольных» берут обычно значения параметра, обращающие в нуль коэффициент при х2, так как в этом случае уравнение становится линейным, а также значение параметра, обращающие в нуль дискриминант уравнения, так как от значения дискриминанта зависит число действительных корней квадратного уравнения.

Пример 5. Решить уравнение с параметром

(а–1)х2+2(2а+1)х+(4а+3)=0

1. Найдем значения параметра, обращающие в нуль коэффициент при х
а–1=0 ( а=1

2. Решим уравнение при а=1

0(х2+2(2(1+1)х+4(1+3=0 ( 6х+7=0 ( 
[image: image1059.wmf]6
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3. Найдем значения параметра, обращающие в нуль дискриминант уравнения

D=(2(2а+1))2–4(а–1)(4а+3)=(4а+1)2–(4а–4)(4а+3)=4(5а+4)

4(5а+4)=0 ( 
[image: image1060.wmf]5
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4. Решим уравнение при 
[image: image1061.wmf]5
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, в этом случае уравнение будет иметь один действительный корень
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[image: image1063.wmf]0
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9х2+6х+1=0 ( (3х+1)2=0 ( 
[image: image1064.wmf]3
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5. Решим уравнение при а(1, 
[image: image1065.wmf]5
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. В этом случае D<0, поэтому уравнение действительных корней не имеет.

6. Решим уравнение при а(1, 
[image: image1066.wmf]5
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. В этом случае уравнение имеет два действительных корня


[image: image1067.wmf]1

4

5

)

1

2

(

)

1

(

2

4

5

2

)

1

2

(

2

2

,

1

-

+

±

+

-

=

-

+

±

+

-

=

a

a

a

a

a

a

x


7. Ответ: 
1) при 
[image: image1068.wmf]5
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2) при а=1, 
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3) при 
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4

-

<

a

,  действительных корней нет;


4) при 
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[image: image1073.wmf]1

4

5

)

1

2

(

2

,

1

-

+

±

+

-

=

a

a

a

x

.

Приведем алгоритм решения задач этого типа.

1. Найти значения параметров и неизвестной, при которых уравнение не имеет смысла (если, конечно, такие есть).

2. Привести уравнение к стандартному виду квадратного уравнения (если это необходимо).

3. Найти «контрольные» значения параметра, обращающие в нуль коэффициент при х2.

4. Решить уравнение при этих значениях а, проверить, все ли найденные корни соответствуют п.1.

5. Найти «контрольные» значения параметра, обращающие в нуль дискриминант уравнения и найти корни уравнения при этом значении параметра, после чего проверить удовлетворяют ли они п.1.

6. Записать корни уравнения при значениях параметра, для которых D>0, проверить, удовлетворяют ли они п.1.

7. Записать ответ.

Пример 6. Решить уравнение с параметром
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1. Так как а стоит в знаменателе дроби, то уравнение имеет смысл только при а(0. В знаменателе стоят и выражения а2х–2а и 2–ах, которые тоже должны быть отличны от нуля

а2х–2а(0 ( а(ах–2)(0 ( а(0, ах–2(0 ( а(0, 
[image: image1075.wmf]a
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2–ах(0 ( 
[image: image1076.wmf]a
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Таким образом, мы видим, что 
[image: image1077.wmf]a
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2. Решим уравнение при а(0, 
[image: image1078.wmf]a
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(1–а)х2+2х+1+а=0 ...................(*)

3. Найдем значения параметра, обращающие в нуль коэффициент при х2
1–а=0 ( а=1

4. Решим уравнение (*) при а=1

0(х2+2х+2=0 ( 2х=–2 ( х=–1

сразу проверим, не совпадает ли х с 
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5. Найдем значение параметра, обращающего в нуль дискриминант уравнения (*)

D=4–4(1–а)(1+а)=4–4(1–а2)=4а2
4а2=0 ( а=0,

но при этом значении параметра уравнение не имеет смысла.

Замечаем, что так как D=4а2>0 при любом значении а(0, поэтому уравнение (*) имеет два действительных корня при а(1, найдем их
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Проверим, чтобы 
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 корень уравнения при а(–2.

Найдем чему равен х2 при а=–2 
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6. Ответ: 
1) а=0 уравнение не имеет смысла;


2) а=1, х=–1;


3) а(0, а(–2, 
[image: image1090.wmf]1
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4) а=–2, 
[image: image1091.wmf]3
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Пример 7. При каких значениях р корни уравнения х2+6х+р+3=0 будут отрицательными?

1. Квадратное уравнение имеет действительные корни при условии D(0.

Найдем дискриминант этого уравнения и найдем значения параметра, удовлетворяющие этому условию

D=36–4(p+3)=36–4p–12=24–4p
24–4p(0 ( p(6

2. При p(6 корни квадратного уравнения вычисляются по формулам
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3. Найдем значения р, для которых х1<0 и x2<0, то есть решим систему
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второе неравенство системы выполняется при любом p(6.

Решим первое неравенство системы

0(
[image: image1094.wmf]p
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6

<3 (так как арифметический корень – число неотрицательное).

0(6–р<9 ( –3<р(6.

4. Ответ: при –3<р(6 корни уравнения будут отрицательными.

Контрольное задание

Уважаемые ребята, ниже приводятся задания для самостоятельного решения, которые следует выполнить, оформить отдельно от заданий по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

Наш адрес: 680000, г. Хабаровск, ул. Дзержинского, 48, ХКЦТТ ( ХКЗФМШ).

Решить уравнения с параметром

М10.9.1. (а3–а2–4а+4)х=а–1;

М10.9.2. 
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М10.9.4. 
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М10.9.5. ах2–(1–2а)х+а–2=0;

М10.9. 6. (а2+а–2)х2+(2а2+а+3)х+а2–1=0;

М10.9.7. 
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М10.9.8. 
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М10.9.9. При каких значениях а оба корня уравнения х2–6ах+(2–2а+9а2)=0 больше 3?

М10.9.10. При каких значениях а оба корня уравнения х2–ах+2=0 принадлежат отрезку [0;3]?

Математика, 10 класс

Поличка Анатолий Егорович

Преобразование тригонометрических выражений

1. Введение

Тригонометрия, как и всякая научная дисциплина, возникла из потребностей практической деятельности человека. Так, различные задачи астрономии, мореплавания, землемерия, архитектуры привели в необходимости разработки способов  вычислений элементов геометрических фигур по известным размерам других их элементов, найденных путем непосредственных измерений.

Само название «тригонометрия» греческого происхождения, в переводе на русский язык оно означает «измерение треугольников».

Развитие алгебраической символики позволило записывать тригонометрические соотношения в виде формул. Аналитическое (не зависящее от геометрии) построение теории тригонометрических функций, начатое членом Русской академии наук Л. Эйлером (15.04.1707-18.09.1783 гг.) получило развитие в трудах русского ученого Н.И. Лобачевского (1.12.1792-24.02.1856 гг.). эти функции далее легли в основу математического аппарата, при помощи которого изучаются различные периодические процессы: колебательные движения, распространение волн, движение механизмов, колебание переменного электрического тока и др. Как показал Ж. Фурье (23.03.1768-16.05.1830 гг.), всякое периодическое движение с любой степенью точности можно представить в виде суммы периодических синусоидальных (гармонических) колебаний.

В виду богатых свойств тригонометрических функций и большой вариативности преобразований тригонометрических выражений, эти выражения являются обширным полем для получения навыков работы с математической символикой, формулами и выражениями. Можно относиться к преобразованиям тригонометрических выражений как к игре, смысл которой заключается в следующем: имеется набор правил, согласно которым надо делать записи, придать следующий вид, форму или структуру. Можно усложнить эти условия: провести варианты преобразований, ввести параметры оптимизации и выбрать оптимальный метод. А можно рассматривать процесс тригонометрических преобразований как лингвистическую задачу: переход от «прозы» к специальным «стихам».

Пожелаем читателю успеха в выполнении таких «игровых ходов» и получения восхищения от того, что удалось найти эстетическое выражение!

В виду разнообразия подходов, рассмотрим одни из принятых способов классификации методов преобразования по отношению «формулы связи тригонометрических функций».

2. Формулы сложения и вычитания

2.1. Вычислить: 
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Решение.
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Ответ: 
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2.2. Вычислить: 
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Решение.


[image: image1104.wmf](

)

268

,

0

3

2

2

1

3

3

1

3

1

3

4

3

1

3

4

3

3

4

3

12

13

2

»

-

=

-

=

+

+

-

=

-

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

p

p

p

p

p

p

p

tg

tg

tg

tg

tg

tg


Ответ: 
[image: image1105.wmf]268
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3. Формулы для двойного и половинного аргумента. Выражение sin(n() и cos(n() через степени sin( и cos (
3.1. Упростить выражение:


[image: image1106.wmf](

)

(

)

a

a

a

a

4

4

6

6

cos

sin

3

cos

sin

2

+

-

+

=

A

 
(3.1)

Решение.

Первый способ.

Из тождества 
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Тогда
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[image: image1112.wmf]a
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(3.4)

Подставив  (3.2) и (3.4) в (3.1) будем иметь
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Второй способ

Используя (3.3), получим, что
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(3.5)

Подставив (3.2) и (3.5) в (3.1) будем иметь
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Ответ: А=-1. Первый способ может быть предпочтительней в данном примере, так как использует только формулы «тригонометрической» единицы.

3.2. Доказать, что
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Решение.

Имеем
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Преобразуя левую часть (3.6) тем же способом и далее, получим последовательно
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Тождество доказано.

3.3. Упростить:
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Решение.

Применив формулы
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получим
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Ответ: 
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3.4. Дано 
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Решение.

Имеем сначала


[image: image1130.wmf]5

3

25

16

1

sin

1

cos

2

=

-

=

-

+

=

a

a

.

Так как
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Тогда
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Для нахождения 
[image: image1135.wmf]2

a

tg

 можно воспользоваться различными формулами, например,
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Ответ: 
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3.5. Вычислить: 
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Решение.

На основании формулы
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Тогда по формуле
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Далее, 
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Ответ: 
[image: image1147.wmf]112
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4. Формулы преобразования произведения тригонометрических функций в полусумму и полуразность («неудобному для логарифмирования»)

4.1. Вычислить 
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Решение.


[image: image1149.wmf]60

,

0

4

1

2

2

30

sin

45

sin

»

+

=

+

=

o

o

D

.

Ответ: 
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4.2. Упростить:


[image: image1151.wmf]a

a

a

a

cos

sin

3

1

3

sin

cos

3

1

3

3

+

=

A

.

Решение.

Рассмотрим второй способ упрощения этого выражения. Первый способ рассмотрен в 3.3.

Заметим, что
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Ответ: 
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. Второй способ, видимо, требует для этого примера * специальных формул.

5. Формулы преобразования суммы тригонометрических функций в произведение («удобному для логарифмирования»)

5.1. Привести к виду, удобному для логарифмирования:


[image: image1157.wmf]a

a

a

a

5

cos

7

cos

3

9

cos

3

11

cos

+

+

+

=

A

.

Решение.

Воспользовавшись формулой
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получим, что 
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Согласно формуле
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Откуда
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Ответ: 
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5.2. Проверить, что 
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Решение.

По формулам приведения
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получим, что
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Так как 
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Ответ: В=4.

Контрольное задание

Уважаемые ребята, ниже приводятся задания для самостоятельного решения, которые следует выполнить, оформить отдельно от заданий по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

Наш адрес: 680000, г. Хабаровск, ул. Дзержинского, 48, ХКЦТТ ( ХКЗФМШ).

М10.10.1. Вычислить:
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М10.10.2. Упростить:
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М10.10.3. Доказать тождество:
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М10.10.4. Дано 
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М10.10.5. Получить выражение 
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М10.10.6. Доказать тождество
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М10.10.7. Вычислить: 
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М10.10.8. Доказать тождество: 
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М10.10.9. Привести к виду, удобному для логарифмирования:
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М10.10.10. Проверить равенство:


[image: image1180.wmf]1

)

70

sin

40

)(cos

160

cos

50

(sin

)

70

cos

50

)(cos

140

sin

20

(sin

=

-

+

+

+

+

o

o

o

o

o

o

o

o

.

Дополнительные задания

М*10.10.1. Упростите: 
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М*10.10.2. Упростите:


[image: image1182.wmf]a

a

a

a

a

a

a

a

)

1

2

cos(

...

5

cos

3

cos

)

1

2

sin(

...

5

sin

3

sin

sin

-

+

+

+

+

-

+

+

+

+

=

n

co

n

B

.

М*10.10.3. Доказать тождество:
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М*10.10.4. Проверьте равенство:
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Математика, 11 класс

Колегаева Елена Михайловна
Показательные и логарифмические уравнения и неравенства

Решение показательных уравнений основано на следующем свойстве степеней:

af(x)=ag(x)  (a>0; a(1)  (  f(x)=g(x)

Применяется два основных метода решения.

I. Преобразованиями уравнение сводится к виду

af(x)=ag(x)  (  f(x)=g(x)

и решается второе уравнение.

II. Метод замены переменной.

Проиллюстрируем эти два метода на примерах.

1. Решим уравнение
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Ответ: х=–1.
2. Решите уравнение:

2(3х+1–6(3​х–1–3х=9.

Решение. Коэффициенты при х в показателях степени равны, вынесем за скобку степень числа 3 с меньшим показателем.

3х–1(2(32–6​–31)=9;

3х–1(18–6​–3)=9;

3х–1(9=9;

3х–1=1;

3х–1=30;

х–1=0;

х=1.

Ответ: х=1.

3. Решите уравнение:
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Коэффициенты при х2 в показателях степени числа 2 не равны, введем вспомогательную переменную 
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Возвращаемся к старой переменной  
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Ответ: 
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4. Решите уравнение


[image: image1204.wmf]x

x

x

1

1

1

9

6

4

-

-

-

=

+



[image: image1205.wmf]0

3

3

2

2

2

1

1

2

=

-

×

+

-

-

x

x

x

x


Разделим почленно на 
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Ответ: 
[image: image1219.wmf]2

5

1

log

1

2

3

+

-

=

x

.

( При решении показательных неравенств выполняются преобразования аналогичные тем, что и при решении показательных уравнений, основано решение неравенств на следующем свойстве степеней:

af(x)>a((x), a>1 ( f(x)>((x)

af(x)>a((x), 0<a<1 ( f(x)<((x)

1. Решите неравенство: 
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2х2–3x+6>5

2x2–3x+1>0

2x2–3x+1=0
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Ответ: 
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2. Решите неравенство: 
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Ответ: 
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3. Решите неравенство: 
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, знак неравенства не изменится, получим равносильное неравенство
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, тогда 1<t<2, возвращаемся к старой переменной 
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Ответ: 0<x<1.

4. Решите неравенство: 
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Ответ: х>0.

II. Логарифмические уравнения и неравенства

При решении логарифмических уравнений применяют потенцирование, то есть переход от уравнения 
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 к уравнению f(x)=((x); определение логарифма или основное логарифмическое тождество, то есть переход от уравнения 
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; свойства логарифмов, то есть формулы


[image: image1260.wmf])

(

log

)

(

log

)

(

)

(

log

x

x

f

x

x

f

a

a

a

j

j

+

=

×



[image: image1261.wmf])

(

log

)

(

log

)

(

log

)

(

log

x

x

f

x

x

f

a

a

a

a

j

j

-

=



[image: image1262.wmf](

)

)

(

log

)

(

log

x

f

n

x

f

a

n

a

=


Когда применяется потенцирование, то ОДЗ уравнения расширяется, то есть возможно приобретение корней, в этом случае нужна проверка.

Если применяется определение логарифма, нужно учитывать, что основание логарифма положительно и отлично от 1, выражение, стоящее под знаком логарифма – положительно.

При применении свойств логарифмов может произойти как приобретение корней, так и их потеря. Если перечисленные формулы применяются так, что левая часть формулы заменяется правой, то область допустимых значений сужается, такое применение формулы может привести к потере корней и формально недопустимо. Если формулы применяются так, что правая часть равенства заменяется левой, то возможно приобретение корней, то есть необходима проверка. Замена выражения 
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 выражением ((х) тоже расширяет ОДЗ уравнения.

1. Решите уравнение: 
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2. Решите уравнение: 
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Применяя основное логарифмическое тождество, получим 
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Поскольку при применении основного логарифмического тождества могли появиться посторонние корни, необходима проверка.

Проверка: 
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Ответ: уравнение не имеет решений.

3. Решите уравнение: 
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Если решать уравнение, применяя формулу 
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, то, с одной стороны, могли быть корни потеряны, так как ОДЗ сужается действительно, выражение 
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 может привести к приобретению корней, но это легко устраняется проверкой.

Решать это уравнение можно было иначе.
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так как ОДЗ уравнения составляют любые действительные значения х, отличные от –1 и –9, то решением уравнения являются все найденные значения х.

Ответ: 
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Можно было при решении уравнения рассуждать следующим образом:
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Решение логарифмических неравенств. При решении неравенств выполняются преобразования аналогичные тем, что проводились при решении уравнений. Необходимо следить за равносильностью проводимых преобразований.

Неравенство 
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Ответ: 
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Ответ: 
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Контрольное задание

Уважаемые ребята, ниже приводятся задания для самостоятельного решения, которые следует выполнить, оформить отдельно от заданий по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

Наш адрес: 680000, г. Хабаровск, ул. Дзержинского, 48, ХКЦТТ ( ХКЗФМШ).
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Решите неравенства:
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МИФ-2, №1, 2001 год

Математика, 8 класс

Карпова Ирина Викторовна

 Решение уравнений и неравенств

Уравнение – это два выражения, соединенные знаком равенства; в эти выражения входят одна или несколько переменных, называемых неизвестными.

Пример. 
1) 3х+4=–(х+1)+4х;


2) 3х+4у=5.

Значения переменных, которые обращают уравнение в верное числовое равенство, называются корнями или решениями уравнения.

Решить уравнение – значит найти все его корни или установить, что корней нет.

Уравнение – одно из важнейших понятий математики. В большинстве практических и научных задач, где какую-то величину непосредственно нельзя измерить или вычислить по готовой формуле, удается составить соотношение, которым она удовлетворяет. Так получают уравнение для определения неизвестной величины.

Обычный путь решения уравнения состоит в том, что с помощью преобразований его сводят к более простым уравнениям.

Два уравнения называются равносильными, если каждое решение первого уравнения есть решение второго и наоборот, каждое решение второго есть решение первого.

Перечислим преобразования, приводящие данное уравнение к равносильному ему уравнению:

1. Если к обеим частям уравнения прибавить одно и то же выражение, то получится уравнение, равносильное данному.

2. Если обе части уравнения умножить или разделить на одно и то же выражение, которое не обращается в нуль ни при каких значениях переменных, то получится уравнение, равносильное данному.

1. Линейные уравнения

Уравнение с одной переменной называется линейным, если переменная входит в уравнение не выше, чем в первой степени.

Пример. 
1) х+8(х–2)=2х–3 – линейное уравнение;


2) х3–х2+3х–4=–3х+5 – не является линейным.

Стандартный вид линейного уравнения с одной переменной: 

ax+b=0, а(0....................................................(*)

Для решения уравнения переносим слагаемое, не содержащее переменную вправо и делим обе части уравнения на коэффициент при неизвестном:
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Для решения любого линейного уравнения нужно привести его к стандартному виду.

Пример. Решить уравнение:

( 5(х–3)+2(5–2х)=4х–1

1) Приведем уравнение к виду (*), для чего раскроем скобки и перенесем все члены уравнения влево

5х–15+10–4х–4х+1=0

2) Приведем подобные члены

–3х–4=0

3) Перенесем слагаемое, не содержащее переменную вправо и поделим обе части уравнения на коэффициент при х, на (–3)

–3х=4   (   
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Ответ: 
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( 3–(х–3)(х+2)+4(2–х)=7(х+1)–(х–1)2
1) Приведем уравнение к стандартному виду (*)

3–х2–2х+3х+6+8–4х=7х+7–х2+2х–1

17–х2–3х–9х–6+х2=0

–11х+11=0

2)  Перенесем слагаемое, не содержащее переменную вправо и поделим обе части уравнения на коэффициент при х на (–11)
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Ответ: х=1.
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приведем все дроби к общему знаменателю
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3х–3=9–3х–2х+2

8х=8

х=1.

Ответ: х=1.

( х3–х–2х2+2=0

это уравнение не является линейным, но его можно свести к решению нескольких линейных уравнений.

Разложим левую часть уравнения на множители, для чего сгруппируем 1-е и 2-е слагаемые и 3-е и 4-е слагаемые.

(х3–х)+(–2х2+2)=0

вынесем х из первого слагаемого и (–2) из второго

х(х2–1)–2(х2–1)=0

вынесем (х2–1) за скобки

(х2–1)(х–2)=0

разложим первый сомножитель на множители, используя формулу разности квадратов

(х–1)(х+1)(х–2)=0

Произведение равно нулю, когда хотя бы одно из сомножителей равно нулю:

х–1=0 или

х+1=0 или

х–2=0

таким образом, решение уравнения свелось к решению трех линейных уравнений, находим корень каждого из этих уравнений:

х=1;  х=–1;  х=2.

Ответ: {–1; 1; 2}.

Рассмотрим пример решения уравнения с параметром (то есть уравнения, где коэффициенты при неизвестном могут принимать различные числовые значения и выражены буквами).

( ах–3=2х+5

Здесь х – неизвестное, а – параметр.

1) Перенесем слагаемые, содержащие переменные влево, а слагаемые, не содержащие переменную, вправо

ах–2х=5+3

(а–2)х=8

2) Следующий шаг при решении линейного уравнения: разделить обе части уравнения на коэффициент при неизвестном, но в нашем случае этот коэффициент зависит от параметра а, и может быть равен нулю, в такой ситуации делить на этот коэффициент нельзя, поэтому рассмотрим случай, когда коэффициент при неизвестном равен нулю отдельно.

а) Если а–2=0, то есть а=2, то уравнение принимает вид

0(х=8

и ни при каком значении х мы не получим верного равенства, следовательно в этом случае уравнение решений не имеет

б) Если а–2(0, то есть а(2, то поделим обе части уравнения на (а–2), получим
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Таким образом мы получили:

Ответ: 
при а=2 решений нет;


при а(2    
[image: image1350.wmf]2
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( Решить уравнение с параметром:
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Так как в знаменателе дроби может стоять только выражение отличное от нуля, то
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Уравнение имеет смысл, если а(2 и а(0. Решим уравнение при этих условиях.

Приведем дроби к общему знаменателю
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дробь равна нулю, когда числитель равен нулю, а знаменатель от нуля отличен

х(3+а)+(а–6)=0

получили линейное уравнение с параметром а, относительно переменной х.

1. Если 3+а=0, то есть а=–3, получим 

0(х=6–а
и ни при каком х верного числового равенства мы не получим.

2. Если 3+а(0, то есть а(–3, то
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Ответ: 
при 
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 уравнение решений не имеет;


при 
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2. Квадратные уравнения

Квадратным уравнением называют уравнение вида

ах2+bx+с=0,  а(0.

Квадратное уравнение, в котором коэффициент при х2 равен 1 называется приведенным.

Пример. х2+4х+5=0

Любое квадратное уравнение можно привести к приведенному, разделив обе части уравнения на коэффициент при х2, при этом полученное приведенное уравнение будет равносильно данному.

Пример. 3х2–4х+7=0  (  
[image: image1358.wmf]0
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Для нахождения корней квадратного уравнения ах2+bx+с=0 пользуются формулами:


[image: image1359.wmf],
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  где D=b2–4ac.

D называется дискриминантом квадратного уравнения, от его знака зависит число корней квадратного уравнения:

если

1) D<0, уравнение корней не имеет;

2) D=0, 
[image: image1360.wmf]a
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 – уравнение имеет один корень;

3) D>0, уравнение имеет два корня.

Пример. Решить уравнение.

( 4х2–7х+3=0.

В данном случае а=4, b=–7, с=3.

D=b2–4ac=49–4(4(3=49–48=1>0  ( уравнение имеет два корня.
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Ответ: 
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Зная корни квадратного уравнения ax2+bx+c=0 можно разложить трехчлен, стоящий слева на множители:

Если х1, х2 – корни уравнения ax2+bx+c=0, то ax2+bx+c=a(x–x1)(x–x2), если квадратное уравнение имеет один корень x1, то ax2+bx+c=а(х–х1)2.

Корни приведенного квадратного уравнения x2+px+q=0 можно находить, используя теорему Виета:

Сумма корней квадратного уравнения x2+px+q=0 равна коэффициенту при х, взятому с противоположным знаком; произведение корней равно свободному члену уравнения, то есть если x1, x2 – корни уравнения, то
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( Решить уравнение.
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I способ. 
[image: image1365.wmf]3
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Найдем дискриминант квадратного уравнения
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( уравнение имеет два корня, найдем их по формулам:
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Ответ: {–5; –1}.

II способ. Умножим обе части первоначального уравнения на 3, получим приведенное квадратное уравнение, равносильное данному

х2+6х+5=0.

Найдем корни квадратного уравнения, используя теорему Виета:

Если х1, х2 – корни, то
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делителями числа 5 являются (1; (5, но только (–1) и (–5) в сумме дают (–6), поэтому х1=–5; х2=–1. Получили те же корни уравнения.

( Решить уравнение
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1. Приведем уравнение к стандартному виду, для чего перенесем все дроби с противоположным знаком влево, и приведем их к общему знаменателю
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2. Дробь равна нулю, когда числитель равен нулю, а знаменатель от нуля отличен. Знаменатель этой дроби отличен от нуля при любых значениях х, поэтому приравняем к нулю числитель

6х2–12х+6–5х–20–20х+20=0

6х2–37х+6=0
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[image: image1373.wmf]6
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Ответ: 
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Рассмотрим примеры решения уравнений, которые квадратными не являются, но которые могут быть сведены к решению квадратных уравнений.

( х(х–1)(х–2)=(х+1)(2х–4)(х+3)

Перенесем все члены уравнения влево

х(х–1)(х–2)–(х+1)(2х–4)(х+3)=0

х(х–1)(х–2)–(х+1)2(х–2)(х+3)=0

слагаемые имеют одинаковые сомножители, вынесем одинаковые множители за скобку

(х–2)(х(х–1)–(х+1)2(х+3))=0

(х–2)(х2–х–2х2–8х–6)=0

(х–2)(–х2–9х–6)=0

(х–2)(х2+9х+6)=0

Левая часть уравнения – есть произведение двух сомножителей, правая – нуль. Произведение равно нулю только в том случае, когда хотя бы один из множителей равен нулю. Таким образом, решение данного уравнения сводится к решению двух уравнений: линейного и квадратного:


х–2=0 
х2+9х+6=0


х=2 
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Ответ: 
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Выражение, содержащее дробь имеет смысл, если знаменатель дроби отличен от нуля, поэтому

2х–5(0  (  
[image: image1379.wmf]2

5

¹

x



х(0.

Приведем дроби к общему знаменателю
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Дробь равна нулю, когда числитель равен нулю, знаменатель от нуля отличен. Мы уже выяснили условия, при которых знаменатель отличен от нуля, поэтому приравняем к нулю числитель дроби и решим квадратное уравнение.

х2+2х2–7х+5–13х+х2+20=0

4х2–20х+25=0

(2х)2–2(2(5х+(5)2=0

(2х–5)2=0  (  
[image: image1381.wmf]2

5

=

x


но при 
[image: image1382.wmf]2
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 знаменатель дроби обращается в нуль, поэтому это значение переменной решением уравнения не является.

Ответ: решений нет.

( 
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Найдем значения переменной, которые обращают в нуль знаменатель дроби, для чего решим уравнение

u3–3u2+5u–3=0

Разложим многочлен, стоящий слева на множители.

u3–3u2+5u–3=u3–2u2–u2+3u+2u–3=(u3–u2)–(2u2–2u)+(3u–3)=

=u2(u–1)–2u(u–1)+3(u–1)=(u–1)(u2–2u+3)

таким образом, имеем уравнение:

(u–1)(u2–2u+3)=0.

Произведение равно нулю только в том случае, когда хотя бы один из сомножителей равен нулю, поэтому уравнение сводится к решению двух уравнений:


u–1=0  
u2–2u+3=0


u=1  
D=4–4(3=–8<0  (



(  уравнение корней не имеет

таким образом, знаменатель дроби отличен от нуля при условии u(1.

Переходим к решению первоначального уравнения. Приравняем числитель дроби к нулю и решим квадратное уравнение.

u(u+1)+(2u–1)2–2(u–1)(u–2)–3=0

u2+u+4u2–4u+1–2u2+6u–4–3=0

3u2+3u–6=0

u2+u–2=0

решим приведенное уравнение, используя теорему Виета:


[image: image1384.wmf].
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так как при u=1 знаменатель дроби обращается в нуль, решением уравнения будет только u=–2.
Ответ: {–2}.

3. Линейные неравенства с одной переменной

Рассмотрим задачу:

Длина стороны прямоугольника 6 см. Какой должна быть длина другой стороны, чтобы периметр прямоугольника был меньше, чем периметр квадрата со стороной 4 см?

Решение:

Если обозначить неизвестную сторону прямоугольника через х, то периметр прямоугольника будет равен

(х+6)(2

периметр же квадрата со стороной 4 см равен

(4+4)(2=16 см.

По условию надо найти такие значения х, при которых (х+6)(2>16.

Решение задачи свелось к решению неравенства, содержащего переменную. К решению неравенств приводят и многие другие задачи.

Решением неравенства с одной переменной называют значение переменной, которое обращает его в верное числовое неравенство.

Решить неравенство – это значит найти все его решения (или доказать, что их нет).

Неравенства называются равносильными, если множества их решений совпадают (неравенства, не имеющие решений также равносильны).

При нахождении решений неравенств применяются утверждения, похожие на те, которыми мы пользовались при нахождении решений уравнений:

1. Решение неравенства не изменяется, если перенести какое-нибудь слагаемое в другую часть, изменив его знак на противоположный.

2. Решение неравенства не изменится, если умножить обе части этого неравенства на одно и то же положительное число; при умножении обеих частей неравенства на отрицательное число надо поменять знак неравенства на противоположный.

Используя это утверждение, решим полученное в задаче неравенство.

2х+12>16

2x>16–12

2x>4  (  x>2.

Ответ: длина стороны прямоугольника должна быть больше 2.

Рассмотрим примеры решения других неравенств.

( 5(х–1)+7<1–3(x+2).

5x–5+7<1–3x–6

5x+2+5+3x<0

8x<–7
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Ответ: 
[image: image1386.wmf].

8

7

;

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

¥

-


( (3х–1)2–3х(1,2+3х)(8х+177

9х2–6х+1–3,6х–9х2(8х+177

–9,6–8х(177–1

–8х(176+0,6

–8х(185,6


[image: image1387.wmf]8

6

,

185

£

x


х(23,2.

Ответ: 
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( Найти все значения а, при которых квадратное уравнение

(2а–1)х2+2х–1=0

имеет два действительных различных корня.

Решение.

Квадратное уравнение имеет два различных действительных корня, когда дискриминант уравнения больше нуля.

Вычислим дискриминант уравнения и потребуем, чтобы он был больше нуля.

4–4(2а–1)(–1)>0

решим полученное неравенство

4–8а>0

–8a>–4


[image: image1389.wmf]2
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таким образом, уравнение имеет два различных действительных корня при 
[image: image1390.wmf]2

1

<

a

.

Несколько неравенств с одной переменной образуют систему, если ставится задача найти все числа, каждое из которых является решением каждого из указанных неравенств. Неравенства, образующие систему, объединяются фигурной скобкой. 

Например: 
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Несколько неравенств с одной переменной образуют совокупность, если ставится задача найти все числа, каждое из которых является решением хотя бы одного из заданных неравенств. Неравенства, образующие совокупность, обычно объединяются квадратной скобкой.

Например: 
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Чтобы найти решение системы неравенств нужно найти общую часть промежутков, которые являются решениями неравенств системы.

( Решить систему:
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Нанесем полученные решения на числовую ось и выберем пересечение всех трех промежутков.

Общей частью всех трех промежутков является промежуток 
[image: image1395.wmf]÷
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Ответ: 
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 EMBED Equation.3  [image: image1399.wmf]ï
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Решением первого неравенства является вся числовая ось, поэтому 

Ответ: 
[image: image1400.wmf]÷
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Задачи для самостоятельного решения

Ниже приводятся тексты заданий для самостоятельного решения. Вам необходимо решить эти задачи, оформить решения отдельно от решений по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

Решить уравнения:

М11.8.1. (х+1)(х+4)=(х–2)(х–3)

М11.8.2. (х–1)(х–2)(х+3)=(х–2)(х–3)(х+5)

М11.8.3. 
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М11.8.4. х3–3х2–4х+12=0

М11.8.5. 3х+4=ах–8,  а – параметр

М11.8.6. 
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М11.8.7. 
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М11.8.8. 
[image: image1404.wmf]3
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М11.8.9. 
[image: image1405.wmf]4
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М11.8.10. (2х–3)(х+2)х=х2(6–4х)

М11.8.11. 
[image: image1406.wmf]7
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М11.8.12. 
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М11.8.13. 
[image: image1408.wmf]0
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Решить неравенства:

М11.8.14. (х–1)2–(х–7)(х–3)<2х+0,8

М11.8.15. 
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М11.8.16. 
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М11.8.17. Найдите все значения а, при которых квадратное уравнение (а–1)х2–(2а+3)х+а+5=0

имеет действительные корни.

Решить системы неравенств:

М11.8.18. 
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М11.8.19. 
[image: image1412.wmf]ï
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Математика, 9 класс

Мендель Виктор Васильевич

Геометрические задачи на доказательство

Введение

В одной из хабаровских школ на стене в кабинете математики висит плакат «Как доказать теорему». На нем дана подробная инструкция о том, что нужно «…прочитать и понять, что дано в условии теоремы, что требуется доказать…» и завершалась эта инструкция словами: «… внимательно прочитайте доказательство теоремы и выучите его наизусть».

Понятно, что такая инструкция подходит только для тех теорем, доказательство которых написано в учебнике.

Мы с вами рассмотрим в этой статье, что такое теорема, доказательство и какие приемы доказательств существуют.

Структура теоремы (или задачи на доказательство)

( Классическая структура.

Наиболее привычной для школьника является следующая структура теоремы (формулировка):

Из условия 1, условия 2, … , условия n следует справедливость заключения.

Другими словами, из одновременного выполнения всех условий теоремы (их называют посылками) вытекает истинность заключения.

Рассмотрим примеры.

Задача 1.

Если ABCD – параллелограмм и его диагонали равны (AC=BD), то ABCD – прямоугольник.

В этой теореме две посылки:

А= «ABCD – параллелограмм»;

В= «AC=BD».

И заключение: С= «ABCD – прямоугольник».

Формулировка задачи может быть представлена схемой:

«из А и В следует С».

Читателю понятно, что для доказательства теоремы, сформулированной по данной схеме, нужно построить цепочку рассуждений Т1, Т2, …, Тk, с помощью которых осуществляется переход от условий теоремы к ее заключению.

Остановимся подробнее на том, по каким правилам мы выбираем или придумываем  рассуждения Т1, …, Тk.

Ну, во-первых, в качестве таких утверждений мы можем брать любое условие теоремы.

Во-вторых, мы можем взять любую известную теорему или формулу и применить ее к условиям задачи. Давайте вникнем в механизм этой операции:

фактически, мы подставляем в формулировку теоремы или в формулу те данные, которые содержатся в условиях.

Во «взрослой» математике такая операция называется «правилом подстановки».

Рассмотрим примеры применения этого правила.

Пример 1

Решить квадратное уравнение 
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Решение. Используем известную формулу
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и подставим в нее данные из задачи a=1, b=–10, c=36.

Получим результат подстановки:
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Пример 2

Рассмотрим вписанный в окружность четырехугольник A1A2B1B2.

Известна следующая теорема: У вписанного в окружность четырехугольника суммы противоположных углов равны.

Сделаем подстановку в теорему конкретных условий задачи. В результате получим рассуждение: В рассмотренном четырехугольнике  A1A2B1B2    ( A1A2B1 +( B1B2 A1=180(
Вернемся к правилам, по которым строятся рассуждения в доказательстве.

 Третий способ получения утверждений в цепочке доказательства состоит в следующем: 

на основе истинности уже полученных рассуждений (то есть каких либо из предыдущих Т1, …, Тk) делается заключение об истинности следующего рассуждения Тk+1. 

Обычно применяется  следующая схема: «из верности рассуждения А и верности рассуждения «из А следует В» следует верность рассуждения В». 

Это правило получило название «правило заключения». Открывший это правило древнегреческий философ и логик Аристотель назвал его «modus ponens».

Рассмотрим пример применения правила заключения.

Пример 3.

А= «Данный четырехугольник ABCD – прямоугольный (AC и BD – его диагонали)» – условие.

В= «Если четырехугольник прямоугольный, то его диагонали равны» – известная теорема.

По правилу заключения получаем:

С= «У данного четырехугольника ABCD: AC=BD».

В математике существует еще ряд правил, позволяющих получать из известных рассуждений новые. Эти правила получили название «правила естественного вывода» или «производные правила вывода».

Подведем первый итог.

Итак, доказательство теоремы – это цепочка рассуждений Т1, …, Тk, в которой последнее рассуждение – суть заключение теоремы (то, что требуется доказать). Причем рассуждения Тi – это: либо условия теоремы, либо известные аксиомы, теоремы, формулы, либо получены по правилам вывода (правило подстановки, правило заключения и др.) из предыдущих рассуждений.

( Другие виды формулировок теорем.

Кроме рассмотренной классической формулировки, существует еще ряд широко распространенных формулировок теорем. Рассмотрим примеры таких формулировок.

«Утверждение А выполняется тогда и только тогда, когда выполняется утверждение В».

«Утверждения А1, А2, …, Аn – эквивалентны (равносильны)».

Смысл этих формулировок очень схож. В них говорится о том, что утверждения А и В (А1, А2, …, Аn) одновременно истинны или одновременно ложны.

Фактически, в первой формулировке объединены две теоремы: «Из утверждения А следует утверждение В» (прямая теорема) и «Из утверждения В следует утверждение А» (обратная теорема).

Вторая формулировка также распадается на несколько классически сформулированных теорем.

Пример 4. 

Теорема. «Четырехугольник ABCD вписывается в окружность тогда и только тогда, когда суммы его противоположных углов равны 180(».

Эта теорема распадается на две:

Прямая теорема. Если четырехугольник вписан в окружность, то суммы его противоположных углов равны 180(.

Обратная теорема. Если суммы противоположных углов четырехугольника равны 180(, то он вписывается в окружность.

Рассмотрим еще один, особый вид теорем, для доказательства которых часто применяется специфический метод – метод математической индукции.

Общая схема такова:

«Доказать, что все объекты множества М обладают общим свойством а».

Примеры: 

Доказать, что

5. Все числа вида 
[image: image1419.wmf]1
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 делятся на 9.

6. Квадраты всех нечетных чисел при делении на 4 дают остаток 1.

7. Если сумма цифр целого числа делится на 9, то и само число делится на 9.

О двух способах доказательства теорем

На страницах учебника вы встречаетесь в основном с классическими (по способу доказательства) доказательствами теорем. В этих доказательствах идет последовательный переход от одного рассуждения к другому, пока не получится утверждение теоремы. 

Также весьма эффективен в математике способ доказательства «от противного». Чтобы дать его описание, нам потребуется уточнить, что такое противоречие. Как правило, условия теоремы содержат несколько рассуждений А1, А2, … ,Аn. Если в ходе доказательства мы получим рассуждение «Неверно, что выполняется Аi», то будет получено противоречие.

Суть его в том, что одновременно должны выполняться условие Аi и условие «неверно, что Аi».

Метод доказательства «от противного» состоит в следующем:

1. Предполагается, что вместо заключения теоремы (утверждение В), выполняется утверждение «неверно, что В».

2. Из утверждения «неверно, что В» и утверждений, содержащихся в условии теоремы выводится утверждение «неверно, что Аi» (где Аi – одна из посылок теоремы).

(Таким образом, получается противоречие: одновременно должны выполняться условия Аi и «неверно, что Аi»).

3. Делается вывод о том, что предположение о неверности заключения В приводит к противоречию, поэтому заключение В вытекает из условий теоремы.

Рассмотрим пример.

Пример 8. Доказать, что если биссектрисы треугольника разбивают его на шесть равных по площади треугольников, то данный треугольник - правильный.

Доказательство

(Предварительные рассуждения: очевидно, что треугольник правильный, если его биссектрисы одновременно являются и его медианами.

Так же понятно, что биссектриса, проходящая через точку пересечения медиан, является и медианой треугольника. 

Поэтому мы должны доказать следующее: если три прямых, проходящих через вершины треугольника, пересекаются в одной его внутренней точке М и разбивают треугольник на шесть равных по площади, то М – точка пересечения медиан.

Рассмотрим теперь треугольник ABC, где АА1, ВВ1, СС1 – медианы, а М0 – точка их пересечения.

Заметим, что шесть треугольников с вершиной М0 имеют одинаковую площадь.

Поэтому треугольники АВМ0, ВСМ0 и АСМ0 так же имеют одинаковую площадь.

Теперь применим метод «от противного». Пусть точка М не совпадает с точкой М0. Рассмотрим треугольники АВМ, АСМ и ВСМ. Из условия вытекает, что площади этих треугольников равны (площадь каждого равна 1/3 площади (АВС).

Далее, точка М должна попасть внутрь или на сторону одного из треугольников АВМ0, АСМ0 или ВСМ0 (предположим, что внутрь АВМ0).

Очевидно, что S(АВМ<S(АВМ0=
[image: image1420.wmf]3
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S(АВС.

Итак, мы получили противоречие: с одной стороны, S(АВМ=
[image: image1421.wmf]3
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S(АВС, а с другой стороны, она меньше.

Из этого следует, что предположение о том, что М не совпадает с М0 ошибочно, то есть М0=М.

Итак, мы доказали, что биссектрисы проходят через точку пересечения медиан, то есть биссектрисы являются медианами, что верно только для правильных треугольников.

Другой способ доказательства, который мы рассмотрим – «метод математической индукции». Он применяется для доказательства утверждений вида: «Для всех объектов А1, А2, …, Аn, … выполняется условие а».

Суть метода в следующем:

1 шаг. Проверяется, что условие а выполняется для объекта А1.

2 шаг. Предполагается, что условие а выполняется для объекта Аk.

3 шаг. Доказывается, что если условием а обладает объект Аk, то этим же свойством обладает объект Аk+1.

Рассмотрим пример.

Пример 9.  Доказать, что для всех натуральных n число 
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 делится на 9.

Доказательство (метод математической индукции):

1. пусть n=1, тогда 
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2. предположим, что число 
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3. рассмотрим число 
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Число 7аk делится на 9 по индуктивному предположению (2) (так как делится аk), второе слагаемое также делится на 9, поэтому вся сумма делится на 9, то есть аk+1 делится на 9.

Теорема доказана.

Приведем еще один пример (использование метода математической индукции в геометрии).

Пример 10.  Несколько прямых разбили плоскость на области (замкнутые или неограниченные). Докажите, что эти области можно раскрасить двумя красками так, что граничные области раскрашены в разные цвета (области называют граничными, если у них есть общая сторона или луч).

Доказательство:

Проведем математическую индукцию по количеству прямых (n).

( Пусть n=1 – одна прямая. Она делит плоскость на две полуплоскости. Одну выкрасим цветом №1, другую цветом №2.

( Предположим, что для n=k прямых нужная раскраска существует.

( Проведем еще одну прямую на уже имеющейся раскраске. Эта прямая делит плоскость на две полуплоскости. В одной полуплоскости оставим старую раскраску. В другой полуплоскости изменим раскраску таким образом: цвет №1 изменим на цвет №2, а цвет №2 на цвет №1 (убедитесь, что эта операция дает нам решение задачи).

Задачи для самостоятельного решения

Ниже приводятся тексты заданий для самостоятельного решения. Вам необходимо решить эти задачи, оформить решения отдельно от решений по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

М11.9.1. Доказать, что если у треугольника центры вписанной и описанной окружностей совпадают, то он - правильный. (Указание: используйте метод из примера 8).

М11.9.2. Докажите, что треугольник, у которого совпадают высоты и биссектрисы, проведенные из одной и той же вершины – правильный. (Смотри указание к задаче 1.)

М11.9.3. а) Докажите первую теорему Вариньона. Середины сторон четырехугольника  являются вершинами параллелограмма.

б) Докажите, что если диагонали этого четырехугольника перпендикулярны, то параллелограмм является прямоугольником. (Указание: воспользуйтесь свойствами средней линии треугольника.)

М11.9.4. Докажите, что отрезки, соединяющие середины противоположных сторон и середины диагоналей четырехугольника, пересекаются в одной точке и делятся в ней пополам. (Вторая теорема Вариньона.) (Указание: используйте первую терему Вариньона.)

М11.9.5. Докажите, что основания высот, опущенных на противоположные стороны остроугольного треугольника из двух его вершин, и сами эти вершины лежат на одной окружности. (Указание: используйте свойство, что диаметр окружности виден из точки, лежащей на этой окружности под прямым углом.)

М11.9.6. Докажите, что остроугольный треугольник АВС подобен треугольнику АНвНс, где Нв и Нс – основания высот, проведенных из вершин В и С – соответственно.

М11.9.7. Обозначим буквой Н точку пересечения высот треугольника АВС. Докажите, что середины сторон треугольника, основания его высот и середины отрезков АН, ВН и СН лежат на одной окружности (Окружность Эйлера или  девяти точек). (Указание: воспользуйтесь теоремой Вариньона и указанием к предыдущей задаче.)

М11.9.8. На плоскости проведено несколько одинаковых окружностей так, что ни какие три не проходят через одну точку. Можно ли получившиеся области раскрасить в два цвета так, чтобы две соседние области (имеющие общую сторону) были разного цвета. Исследуйте, насколько принципиально условие, что все окружности равны. Можно ли снять условие, что никакие три окружности не проходят через одну точку. (Указание: попробуйте использовать метод, примененный в примере 10.)

Математика, 10 класс

Поличка Анатолий Егорович

О тригонометрических уравнениях и неравенствах

 1. В математическом энциклопедическом словаре сказано: «Тригонометрия (от греческого – треугольник и измеряю) – раздел геометрии, в котором метрические соотношения между элементами треугольника описываются через тригонометрические функции, а также устанавливаются соотношения между тригонометрическими функциями... Современный вид тригонометрия получила в работах Л. Эйлера (18 век)».

«Тригонометрические функции – класс элементарных функций: 
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cos

(там же)».

Второй аспект тригонометрии традиционно используется для проверки умений преобразований математических выражений. В данной статье это будет продемонстрировано на содержании: тригонометрические уравнения и неравенства. В последнем пункте предложены задачи для самостоятельного решения.

2. При решении уравнений и неравенств производятся преобразования математических выражений. Естественно, эти выражения имеют смысл при некоторых условиях, которые предварительно оговариваются. Одним из главных законов здесь является то, что в преобразованиях нельзя нарушать условия существования начальных выражений. Говорят, что выражения должны остаться эквивалентными. В рассматриваемом случае не должны потеряться корни и появиться новые.

Пример 2.1. 

Решить уравнение:
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Решение.

При универсальной тригонометрической подстановке 
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Исходное уравнение сведется к уравнению
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Тогда 
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Однако, здесь имеется ошибка, так как формулы (2) определены для 
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. То есть область определения исходного уравнения (1) уменьшилась. Поэтому необходимо проверить именно те числа, которые не вошли в область определения выражений (2):
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При этих значениях 
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, то есть уравнение (1) превращается в тождество.

Ответ: 
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3. Решение тригонометрических уравнений сведением их к алгебраическим.

Суть метода – преобразовать исходное уравнение к виду

F(f(t))=0,                                                    (4)

где F(x) – некоторый многочлен, а f(t) – одна из тригонометрических функций.

Здесь необходимо все тригонометрические функции из исходного уравнения выразить через одну. И удачно! Конечно, требуется контроль за областью определения и множеством решений.

Пример 3.1. 

Решить уравнение:
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Решение.

Числа 
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 не являются решением (5). Поэтому рассмотрим (5) на множестве чисел, где
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Тогда по формулам (2) для случая аргумента 2х и, положив 
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После преобразований, получим

(1+y)2(1-2y)=0

Корни этого уравнения
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Следовательно, получим два уравнения
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Ответ: 
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4. Применение тригонометрических формул преобразования суммы и разности тригонометрических функций в произведение.

Пример 4.1. 

Решить уравнение:
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Решение.

Умножим и разделим на 
[image: image1455.wmf]2

sin

2

x

 и преобразуем:
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 EMBED Equation.3  [image: image1457.wmf]=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

-

+

-

+

-

=

x

x

x

x

x

x

x

x

x

2

7

sin

2

9

sin

2

5

sin

2

7

sin

2

3

sin

2

5

sin

2

sin

2

3

sin

2

sin

1



[image: image1458.wmf].
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Знаменатель обращается в ноль при 
[image: image1459.wmf]Z

n

n

x

Î

=

,

2

p

. Но эти числа не являются корнями исходного уравнения. Поэтому исходное уравнение эквивалентно:
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Откуда 
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Ответ: 
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5. Применение свойств тригонометрических функций.

Если уравнение имеет вид

f(t)=g(t),

f и g – составлены из тригонометрических выражений. Решение можно найти среди тех t, которые удовлетворяют уравнениям

f(t)=a;  g(t)=a,

где а – действительное число, принадлежащее областям значений f(t) и g(t).

Пример 5.1. 

Решить уравнение:
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Решение. 

Запишем уравнение в виде:
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Добавив к обеим частям 
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Левая часть неотрицательна, а правая – неположительна. Следовательно, равенство имеет место только при условии
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Тогда имеем случаи:

1) 
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Откуда 
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Полученные значения удовлетворяют и второму уравнению:
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2) 
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Откуда  
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Подставив эти значения х во второе уравнение, получим
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Ответ: 
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6. Решение тригонометрических неравенств.

В большинстве случаев решение тригонометрических неравенств можно сводить при помощи тождественных тригонометрических преобразований и введения вспомогательных неизвестных к решению одного или нескольких неравенств.

Пример 6.1. 

Решить неравенство:
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Решение. 

Преобразуем
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Тогда
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Положив 
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Решение этого квадратного неравенства – интервал
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Тогда имеем
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Неравенство


[image: image1489.wmf]x

2

cos

7

<

-


выполняется при любом х.

Решая неравенство
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Ответ: 
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Задачи для самостоятельного решения

Ниже приводятся тексты заданий для самостоятельного решения. Вам необходимо решить эти задачи, оформить решения отдельно от решений по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.


Решить уравнения
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Решить неравенства
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Математика, 11 класс

Колегаева Елена Михайловна

Применение производной к исследованию функций и построению графиков

Напомним, что методами дифференциального исчисления можно проводить  исследование функции на монотонность, на экстремумы, что помогает при построении графиков функций.

Прежде всего, остановимся на геометрическом смысле производной. Как известно, производная функции в точке х0 равна тангенсу угла наклона касательной к графику этой функции, проведенной в точке х, то есть
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 – угол наклона касательной к графику 
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Уточним определение касательной к графику функции. В геометрии касательная к окружности определяется как прямая, имеющая с окружностью лишь одну общую точку. В математическом анализе это определение обобщается. А именно:

Определение. Касательной к графику функции 
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 стремится к точке М0.

На рис. 1а, 1б приведены примеры графиков функций, у которых существует касательная в точке 
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 графика.

На рис. 2 приведен пример графика функции, у которого не существует касательной в точке 
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 (пояснить, почему).

Очень часто условия существования производной 
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 считают эквивалентными. Но это не так.

1. Если функция 
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то есть, существует невертикальная  касательная к графику 
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2. Если же касательная к графику 
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 в точке М0 существует и является прямой х=х0, то в точке х0 не будет существовать 
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Кроме того, как видно из рис. 1б, в точке х0 функция имеет минимум, но не существует 
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Будем учитывать этот факт в  дальнейшем.

Условия монотонности функции

1. Если функция 
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Верно и обратное:

2. Если функция 
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3. Если функция 
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 непрерывна на [a, b], дифференцируема на (a, b) и 
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Утверждение (2) демонстрируется  рис 1а. Функция 
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Утверждение (3) демонстрирует рис 1б, а именно: функция 
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 – непрерывна, но не является дифференцируемой в точке х0 (в этой точке график имеет вертикальную касательную); на промежутке х((–(; х0) 
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Аналогично, на промежутке х(( х0; +() 
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Пример 1. Найти все значения параметра а, при которых функция 
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Решение. Найдем 
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Ответ: при 
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Пример 2. По графику функции f, изображенной на рисунке 3, определить:

а) промежутки, где 
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б) промежутки, где 
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в) точки, где 
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Решение.

а) Если функция возрастает на некотором интервале, то на нем 
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б) Если функция убывает на некотором промежутке, то на нем 
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в) Производная функции связана с касательной 
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Поэтому, 
[image: image1569.wmf]0

)

(

=

¢

b

f

 и 
[image: image1570.wmf]0

)

(

=

¢

k

f

.

г) Аналогично предыдущему, производная не существует в точках, где касательная перпендикулярна оси Ох, то есть, не существует 
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Исследование функции на экстремум

Определение. Точка х=х0 называется точкой минимума функции 
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(точка х0 на рис. 1а, 1б).

Определение. Точка х0 называется точкой максимума функции 
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[image: image1576.wmf](

)

d

d

+

-

0

0

;

x

x

, в каждой точке х которого
[image: image1577.wmf])

(

)

(

0

x

f

x

f

<


(точки b, l на рис. 3).

Необходимое условие экстремума

Если х0 – точка экстремума функции, то либо 
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, либо не существует производной в этой точке (такие точки называют стационарными).

Замечание. Это условие является необходимым, но не достаточным условием экстремума. Может быть так, что в точке х0  
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 (рис. 4а) или не существует 
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 (рис. 4б), и в этой точке функция не имеет экстремума.

Поэтому рассмотрим

Достаточные условия экстремума

Пусть функция 
[image: image1581.wmf])
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 дифференцируема на интервалах (а; х0) и (х0; b) и х0 – стационарная точка. Тогда:

1. Если при переходе через точку х0 производная 
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 меняет знак с «–» на «+», то х0 – точка минимума функции.

2. Если при переходе через точку х0 производная меняет знак с «+» на «–», то х0 – точка максимума функции.

Результаты исследования обычно заносятся в таблицу.

Алгоритм исследования функции на экстремум

1. Найти 
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2. Найти точки, в которых: 
[image: image1584.wmf]0

)

(

=

¢

x

f

 или 
[image: image1585.wmf])

(

x

f

¢

 – не существует.

3. Все точки нанести на числовую прямую и найти знаки производной на каждом из полученных интервалов.

4. Занести результаты в таблицу, например:
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Пример 3. Исследовать функцию на экстремум и построить схематично график.

а) 
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Решение.
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1) Найдем 
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2) Найдем точки, в которых 
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 (функция дифференцируема для всех х).
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В данном случае удобно воспользоваться исследованием знака 
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 на числовой прямой.

Таким образом, в точке х=1 нет экстремума, но в этой точке 
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есть касательная параллельна оси Ох, 
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Точки пересечения с осью Ох: 
[image: image1598.wmf]0

)

(

=

x

f

 ( 
[image: image1599.wmf]0

3

3

2

3

=

+

-

x

x

x

 ( 
[image: image1600.wmf](

)

0

3

3

2

=

+

-

x

x

x

.


[image: image1601.wmf]0
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Строим график.

б) 
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1) Найдем 
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2) 
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[image: image1606.wmf])
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 не существует, если х=2. В этой точке функция существует.

EMBED Equation.3
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Отметим, что в  точке х=2 касательная параллельна оси Оу.

Найдем дополнительные точки:

Точку пересечения графика с осью Оу:
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Задание для самостоятельного решения

Уважаемы ребята! Для учащихся 11 классов эта сессия заочной школы является итоговой. После ее завершения педагогический совет ХКЗФМШ примет решение о выдаче вам соответствующих документов. Однако, учебный год продолжается, и в следующем номере будут опубликованы для вас материалы для подготовки к выпускным и вступительным экзаменам. Желаем удачи!

Ниже приводятся тексты заданий для самостоятельного решения. Вам необходимо решить эти задачи, оформить решения отдельно от решений по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

Схематически построить график функции, если известны данные, приведенные в таблице:
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Дополнительные точки: 
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Дополнительные точки: 
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Найти все значения параметра а, при каждом из которых функция

М11.11.3. 
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М11.11.4.
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 – всюду возрастает и не имеет стационарных точек.

Исследовать функцию на экстремум и схематично построить график
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МИФ-2, №2, 2001 год

Математика, 11 класс

Колегаева Елена Михайловна 
Уравнения и системы уравнений с параметрами

Рассмотрим уравнение  
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3. Если ставится задача отыскать все пары 
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, при которых уравнение превращается в верное равенство, то имеем уравнение с двумя неизвестными  x и a.

4. Если же рассматривать a  как некоторое фиксированное число, а x – переменную, то говорят об уравнении с одним параметром. В этом случае ставится задача: для каждого а из некоторого множества А решить уравнение относительно переменной x. Множество А  называют областью изменения параметра а.
Например:  Пусть дано уравнение
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и пусть область изменения параметра а:
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 тогда уравнение имеет вид:
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В дальнейшем, если не оговорено обратное, под областью изменения параметра будем понимать все значения  a(R, при которых имеет смысл уравнение. Поэтому, чтобы решить уравнение с параметром, выделяют «контрольные значения параметра», при которых происходит качественное изменение уравнения.

Пример 1.  Решим уравнение: 
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Уравнение (1) – линейное уравнение. Качественное изменение уравнения происходит при тех значениях а, при которых коэффициент при x обращается в ноль. То есть, контрольные значения параметра:
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4) При а=0 уравнение примет вид:
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Это уравнение не имеет решений.

5) При а=1 уравнение имеет вид:
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Это уравнение имеет бесконечно много решений, решение – любое x(R.

6) Если а(0, а(1, то уравнение имеет единственное решение:
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Ответ: При а=0 уравнение не имеет решений. При а=1 уравнение имеет решением любое x(R. При а(0, а(1 уравнение имеет единственное решение 
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Аналогично рассматривается уравнение  
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 с двумя параметрами. Ставится задача: для всех возможных значений параметров a и b найти решения x уравнения. Обычно, параметр обозначается буквами: a; b; c; k; p; q.

Пример 2.  Решить уравнение:  
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1) Пусть 
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 - единственное решение.

2) Пусть  
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а) при  а=3  имеем:  
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b) при  а=-3  имеем:  
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 - любое  x(R – решение.

Ответ: При а((3 уравнение имеет единственное решение  
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 при а=3 уравнение не имеет решений; при а=-3 уравнение имеет решением любое x(R.

Пример 3.  Решить уравнение:  
[image: image1657.wmf].
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Область допустимых значений уравнения: 
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а) Если а+b=0,то есть a=-b, тогда  
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b) Если a+b(0, то  
[image: image1664.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

=

+

+

-

+

+

±

+

+

=

b

a

b

a

ab

b

ab

a

b

ab

a

x

2

8

4

4

2

2

2

2

2

2



[image: image1665.wmf](
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Ответ: x=0 при a=-b(0;

x=a+b  и  
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Пример 4. Решить уравнение: 
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Область допустимых значений: x(a; ab(1.
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 выполнив преобразования, получим: 
[image: image1671.wmf].
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d) Если а=0, то x – любое, отличное от нуля.

e) Если а(0, b=0, то уравнение не имеет решений.

f) Если ab(0, ab(1, то 
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Пример 5. При каких значениях а уравнение:


[image: image1673.wmf](

)

(

)

(

)

0

7

4

1

2

=

+

+

+

+

-

x

A

a

x

a

 имеет равные корни?

Решение. Квадратное уравнение имеет равные корни, если его дискриминант равен 0, то есть: 
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[image: image1675.wmf];
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Ответ: Уравнение имеет равные корни при а=2 и а=
[image: image1680.wmf].
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Пример 6. При каких значениях m уравнение не имеет действительных корней?

c) 
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[image: image1682.wmf](
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Решение. Уравнение не имеет действительных корней, если его дискриминант отрицателен.

c) 
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Ответ: 
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d) 
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7

1

;

1

-

<

>

m

m


Ответ: 
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Пример 7. При каких значениях k уравнение: 
[image: image1700.wmf](
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 имеет два действительных различных корня?

Решение. Корни действительные и различные получаются при положительном дискриминанте.
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Ответ:  
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Пример 8. Решить систему уравнений: 

[image: image1706.wmf]ï

î

ï

í

ì

+

=

+

=

.

2

;

2

3

3

ay

ax

y

ay

ax

x


Заменим первое уравнение системы суммой уравнений, а второе – разностью уравнений системы.

После преобразований имеем:
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(2):  
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1) Если а(0, то: 
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3) Если а<0, то нет решений.

(3):  
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1) Если а(0, то: 
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3) Если а<0, то нет решений.

(4):  
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 - совпадает с системой (2).

Ответ: Если а<0, то 
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Задачи для самостоятельного решения


Ниже приводятся тексты заданий для самостоятельного решения. Вам необходимо решить эти задачи, оформить решения отдельно от решений по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

Решите уравнения:

М11.7.1. 
[image: image1720.wmf];
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М11.7.2. 
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М11.7.3. 
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М11.7.4. 
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М11.7.5. При каких значениях а уравнение  
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 не имеет действительных корней?

М11.7.6. При каких значениях а уравнение  
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4

3

2

2

2

=

+

-

+

x

a

a

x

  имеет равные корни?

М11.7.7. При каких значениях а один  корень уравнения  
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М11.7.8. В уравнении  
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М11.7.9. Найдите сумму кубов корней уравнения  
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1

2

3

2

=

-

+

-

a

ax

x

.

М11.7.10. Вычислите  
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  где x1 и  x2 – корни уравнения  
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М11.7.11. При каком наименьшем целом а трехчлен  
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  положителен при всех значениях x?

М11.7.12. Найдите все значения а, при которых оба корня уравнения  
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М11.7.13. Найдите коэффициенты p и q уравнения  
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М11.7.14. Решить систему уравнений  
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М11.7.15. Решить систему уравнений   
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Математика, 10 класс

Поличка Анатолий Егорович

Преобразование тригонометрических выражений и их применение (часть 2)
1. Введение

В 1 номере нашего журнала за 1999 год были описаны основные методы решения тригонометрических уравнений, обычно изучаемых в средней школе. Проведен анализ присланных на проверку работ учащихся Хабаровской краевой заочной физико-математической школы. Решение некоторых тригонометрических уравнений из этого журнала были обсуждены на одном из семинаров школьников в Хабаровской краевой летней физико-математической школе (г. Находка, 2 – 21.08.1999 г.). Сообщения участников семинаров были посвящены различным способам решения. Для решения некоторых уравнений было предложено до пяти способов решения.

В настоящей статье речь пойдет об умении применять тригонометрические преобразования. Первые задания – это типовые задачи. Вторые номера требуют дополнительных усилий.

6. Доказательства тригонометрических тождеств с использованием формул сокращенного умножения и формул, связывающих между собой основные тригонометрические функции

Пример 2.1.
Доказать справедливость тождества
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Доказательство.
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EMBED Equation.3[image: image1739.wmf](
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Что и требовалось доказать.

7. Преобразования, приводящие искомое тригонометрическое выражение к виду, содержащее только табличные значения тригонометрических функций

Пример 3.1.
Вычислить без таблиц 
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Решение.
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Ответ: значение равно (-1).

8. Вычисление значений одной тригонометрической функции по известному значению другой тригонометрической функции

Пример 4.1.
Зная, что 
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Решение.
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Ответ: значение равно 
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9. Некоторые методы решения тригонометрических уравнений 

Метод разложения на множители преобразования тригонометрических уравнений к совокупности ПТУ. (МРМ).

Пусть с помощью тригонометрических преобразований при контроле за областью определения уравнение  f(х)=0,
(5.1)

где f(х) — тригонометрическое выражение, сводится к виду f1(х)(f2(х)(… …(fn(х)=0.

Тогда всякое решение уравнения (5.1) является решением совокупности уравнений

f1(х)=0; f2(х)=0; …;fn(х)=0,
(5.2)

где fi(х)=0, i=1,2,…,n — это ПТУ.

Обратное утверждение неверно: не всякое решение совокупности уравнений (5.2) является решением уравнения (5.1). Из найденных корней совокупности (5.2) уравнению (5.1) удовлетворяют те, и только те значения х, которые принадлежат области определения уравнения (5.1).

Метод введения новых переменных. 


МВНП позволяет преобразовать исходное тригонометрическое уравнение в другой тип уравнений, метод решения которых более известен и в каком-то смысле стандартен. При этом важен выбор основного выражения, через которое выражаются остальные части уравнения. Удобнее сводить к виду, когда также зависимости являются рациональными. В частности обозначим через R(cosx, sinx) рациональное выражение относительно cosx и sinx, то есть выражение, получающееся из cosx и sinx и постоянных с помощью операций сложения, умножения и деления.


МВНП (sin((cos(). Рассмотрим уравнение вида R(cosx, sinx)=0.


В некоторых случаях удается свести такое уравнение к рациональному уравнению относительно sinx или cosx. Иногда удобно руководствоваться следующим правилом выбора подстановки. Если cosx входит в уравнение в четных степенях, то заменяя всюду cos2x на 1-sin2x, получим рациональное уравнение относительно sinx. Если же sinx входит в уравнение лишь в четных степенях, то замена sin2x на 1-cos2x приводит уравнение к рациональному виду относительно cosx.

МВНП (tg(). Введем специальные классы тригонометрических уравнений R(sinx, cosx)=0.


Однородным тригонометрическим уравнением 1-ой степени называется уравнение вида: a(sinx+b(cosx=0

(5.3)


Пусть, например, а(0. Тогда уравнению на удовлетворяет те х, для которых cosx=0. Поделив на cosx обе части уравнения получим уравнение

a(tgx+b=0.


Однородным уравнением 2-ой степени называется уравнение вида:

a(sin2x+b(sinx(cosx+c(cosx=0. 


Пусть, например, а(0. Аналогично уравнению 1-ой степени делим на cos2x. Тогда получим уравнение a(tg2x+b(tgx+c=0,
(5.4)

которое решается заменой z=tgx.


УТП. Универсальная тригонометрическая подстановка. Это подстановка 
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(5.5)


После решения надо проверить отдельно являются ли х=((2((, (((, решениями исходного уравнения.


МВУ. Метод вспомогательного угла.


Решим уравнение sinx+7cosx=5 следующим способом. Разделив обе части на 
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(5.6)

Так как 
[image: image1750.wmf]1
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, то существует такое значение (, что 
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). Теперь уравнение (5.6) легко переписать в виде
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Отсюда 
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Ответ: 
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Задачи для самостоятельного решения


Ниже приводятся тексты заданий для самостоятельного решения. Вам необходимо решить эти задачи, оформить решения отдельно от решений по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

М10.7.1. Доказать справедливость тождества
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a

a

a

cos

4

4

sin

2

cos

2

sin

2

6

6

-

=

-

.

М10.7.2. Доказать, что если 
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М10.7.3. Вычислить без использования таблиц 
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М10.7.4. 
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М10.7.5. Вычислить 
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М10.7.6. Сумма трех положительных чисел (, (, ( равна 
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 образуют арифметическую прогрессию.

М10.7.7. Решить уравнения, сводя их к алгебраическим относительно одной тригонометрической функции:

a) 
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М10.7.8. Решить уравнения сведением к однородному:

а) 
[image: image1772.wmf]4
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б) найти решение уравнения 
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М10.7.9. Метод вспомогательного угла:

а) 
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б) найти все решения уравнения 
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М10.7.10. Метод универсальной тригонометрической подстановки 
[image: image1776.wmf]2

tg

x

t

=

:

а) 
[image: image1777.wmf]2

2

ctg

sin

=

+

x

x

;   б) 
[image: image1778.wmf](

)

x

x

x

x

cos

2

sin

2

2

tg

cos

1

=

+

-

+

.

М10.7.11. Сведение к уравнению относительно неизвестного 
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б) найти решение уравнения 
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М10.7.12. Метод понижения степени по формулам половинного аргумента:

а) 
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Математика, 9 класс

Мендель Виктор Васильевич
Метод координат в пространстве

Часть 1. Основные определения и формулы

1.2. Координаты вектора и координаты точки в пространстве

1.1.1. Координаты вектора

Пусть 
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 – три некомпланарных вектора. Рассмотрим произвольный вектор 
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Как известно, вектор 
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 можно разложить по векторам 
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, 
[image: image1790.wmf]2

e

, 
[image: image1791.wmf]3

e

, то есть представить в виде 
[image: image1792.wmf]3
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. Такое разложение – единственное.

Векторы 
[image: image1793.wmf]1

e

, 
[image: image1794.wmf]2

e

 и 
[image: image1795.wmf]3

e

 будем называть базисом, а числа х1, х2, х3 – координатами вектора 
[image: image1796.wmf]a

 в этом базисе. Обозначение: 
[image: image1797.wmf]{
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1.1.2. Если векторы базиса взаимно перпендикулярны и имеют единичную длину, то такой базис называют ортонормированным. Обычно векторы ортонормированного базиса обозначают 
[image: image1798.wmf]i

, 
[image: image1799.wmf]j

 и 
[image: image1800.wmf]k

.

1.1.3. Длина вектора в ортонормированном базисе находится по формуле
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(1.1)

где 
[image: image1802.wmf]{
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 – координаты вектора 
[image: image1803.wmf]a

.

1.1.4. Пусть в базисе 
[image: image1804.wmf]1

e

, 
[image: image1805.wmf]2

e

, 
[image: image1806.wmf]3

e

 у векторов 
[image: image1807.wmf]a

 и 
[image: image1808.wmf]b

 координаты 
[image: image1809.wmf]{
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[image: image1810.wmf]{
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[image: image1812.wmf]{
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(здесь ( – действительное число).

1.1.5. (Первый способ введения системы координат в пространстве)

Пусть О – некоторая точка и ОХ, ОY и OZ – три прямые, проходящие через точку О и не лежащие в одной плоскости. Будем рассматривать каждую прямую и как числовую ось с нулем в точке О (стрелки указывают направления осей). Прямые ОХ, ОY и OZ назовем координатными осями, а плоскости ОХY, ОХZ и ОYZ – координатными плоскостями.

Пусть М – любая точка пространства. Проведем через нее плоскости, параллельные координатным. Плоскость, параллельная ОYZ пересечет ОХ в точке Мх, плоскость, параллельная ОХZ пересечет ОY в точке Му, а плоскость, параллельная ОХY пересечет OZ в точке Мz. Точки Мх, Му и Мz назовем проекциями М на координатные оси.

Пусть точка Мх на числовой оси ОХ имеет координату х, точка Му на ОY – координату у, а точка Мz на ОZ – координату z. Числа х, у и z назовем координатами точки М в данной системе координат.

Обозначение: М(х, у, z).

Замечание: если через точку М провести прямую, параллельную оси OZ, она пересечет плоскость ОХY в точке Мху. Точка Мху есть проекция точки М на координатную плоскость ОХY.

Утверждение: координаты точки Мху в системе координат ОХY совпадают с двумя первыми координатами точки М: Мху(х, у, 0).
Замечание: очевидно, что данное утверждение справедливо для проекций точки М на другие координатные плоскости.

Из утверждения вытекает один из практических способов вычисления координат точки в пространстве: проектируем ее на координатную плоскость и находим координаты проекции в плоской системе координат.

1.1.6. Если координатные оси взаимно перпендикулярны, то система координат называется прямоугольной (именно ее вы изучаете в школе).

На практике может оказаться полезным следующий факт, связанный с этой системой: каждая координата точки М в прямоугольной системе координат есть взятое с соответствующим знаком расстояние от точки до одной из координатных плоскостей (х – расстояние до ОYZ, у – расстояние до ОХZ, z – расстояние до ОХY).
1.1.7. (Второй способ введения системы координат в пространстве)

Рассмотрим в пространстве некоторую точку О (начало координат) и базис из векторов 
[image: image1813.wmf]1
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, 
[image: image1814.wmf]2

e

 и 
[image: image1815.wmf]3

e

 (будем считать, что векторы отложены от точки О). Пусть М – произвольная точка пространства. Вектор 
[image: image1816.wmf]OM

 назовем радиус-вектором точки М в данной системе координат. Пусть 
[image: image1817.wmf]{
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 – координаты вектора 
[image: image1818.wmf]OM

 в базисе 
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Координатами точки М в системе координат 
[image: image1821.wmf](
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 назовем координаты ее радиус-вектора 
[image: image1822.wmf]OM

 в базисе 
[image: image1823.wmf]1
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, 
[image: image1824.wmf]2

e

,
[image: image1825.wmf]3

e

.

Замечание 1
Если прямые, проходящие через точку О параллельно векторам 
[image: image1826.wmf]1

e

, 
[image: image1827.wmf]2

e

 и 
[image: image1828.wmf]3

e

 обозначить ОХ, ОY и OZ – соответственно, то мы получим координатные оси и координатные плоскости, аналогичные тем, которые рассматривались в пункте 1.1.5.

Замечание 2
Если мы будем считать, что единичный масштаб на осях ОХ, ОY и OZ равен длинам векторов 
[image: image1829.wmf]1

e

, 
[image: image1830.wmf]2

e

 и 
[image: image1831.wmf]3

e

, а положительные направления осей совпадают с направлениями этих векторов, то координаты, определенные в 1.1.5, совпадут с полученными по определению из этого пункта.

Замечание 3
Изложенный в этом пункте подход редко используется для непосредственного нахождения координат точки, однако, благодаря ему, можно свободно применять векторный метод для аналитического описания и исследования геометрических объектов.

1.1.8. Рассмотрим систему координат, заданную точкой О (началом) и ортонормированным базисом 
[image: image1832.wmf]i

, 
[image: image1833.wmf]j

, 
[image: image1834.wmf]k

 (такую систему принято называть прямоугольной декартовой). Пусть А и В – две точки пространства, А(х1, у1, z1) и В (х2, у2, z2). Вектор 
[image: image1835.wmf]AB

 можно представить в виде разности 
[image: image1836.wmf]OA

OB

-

 (
[image: image1837.wmf]OA

 и 
[image: image1838.wmf]OB

 – радиус-векторы соответствующих точек).

Тогда у 
[image: image1839.wmf]AB

 координаты найдем по формулам (1.2):
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(1.4)

По формуле (1.1) мы тогда можем вычислить длину отрезка АВ:
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(1.5)

1.2 Уравнения прямой
Рассмотрим следующую задачу: В некоторой системе координат точка М0 имеет координаты (х0, у0, z0), а вектор 
[image: image1842.wmf]{
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Требуется найти уравнения прямой, проходящей через точку М0 параллельно 
[image: image1843.wmf]a

.

Решение: 

Пусть М(x,y,z) – какая-либо точка прямой.

Вектор 
[image: image1844.wmf]M

M

0

{x-x0, y-y0, z-z0} коллинеарен вектору 
[image: image1845.wmf]a

.

Запишем признак коллинеарности векторов 
[image: image1846.wmf]M

M
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 и 
[image: image1847.wmf]a

:
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 и перепишем это равенство в координатном виде:
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Отсюда получим:  
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[image: image1853.wmf]R
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Это параметрические уравнения прямой.

Замечание. Придавая параметру t всевозможные значения, мы найдем координаты всех точек прямой.

Запишем теперь признак коллинеарности векторов 
[image: image1854.wmf]M

M
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 и 
[image: image1855.wmf]a

 в координатном виде (если векторы коллинеарны, их координаты пропорциональны). Получим:
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 (1.7)

Это канонические уравнения прямой.

Замечание. Подставляя в (1.7) вместо x, y и z координаты любой точки, мы можем узнать, лежит ли она на прямой.

1.3. Уравнение плоскости

1.3.1. Рассмотрим следующую задачу: через точку М0(x0,y0,z0) провести плоскость, перпендикулярную вектору 
[image: image1857.wmf]n

{n1,n2,n3} («провести» – значит, составить уравнение).

Решение. Пусть М(x,y,z) – некоторая точка плоскости.  Вектор 
[image: image1858.wmf]M

M

0

 перпендикулярен вектору 
[image: image1859.wmf]n

. Это означает, что скалярное произведение 
[image: image1860.wmf]M

M

0

 на 
[image: image1861.wmf]n

 равно нулю:
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Мы получили уравнение нужной плоскости.

1.3.2. Покажем, что уравнение


[image: image1863.wmf]0
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тоже задает некоторую плоскость. Будем считать, что 
[image: image1864.wmf]0
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 и рассмотрим плоскость, проходящую через точку 
[image: image1865.wmf]÷
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, перпендикулярную вектору 
[image: image1866.wmf]n

{A,B,C}. Подставив эти данные в уравнение (1.8), мы получим:
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откуда получается уравнение (1.9).

1.3.3. Расстояние от точки М0(x0,y0,z0)  до плоскости (, заданной уравнением  
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EMBED Equation.3[image: image1869.wmf]равно
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 (1.10)

(попробуйте ее доказать).

1.3.4. Уравнение 
[image: image1871.wmf]1
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(1.11)

задает плоскость, проходящую через точки М1(a,0,0), M2(0,b,0) и M3(0,0,c)  (это легко проверить, подставив координаты точек в уравнение).

Уравнение (1.11) называется уравнением плоскости «в отрезках», так как задаваемая уравнением плоскость отсекает на координатных осях отрезки длины a, b и c.

Задачи для самостоятельного решению


Ниже приводятся тексты заданий и указания для их самостоятельного решения. Вам необходимо решить эти задачи, оформить решения отдельно от решений по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

М9.7.1. Дан правильный тетраэдр ABCD с боковым ребром, равным a. Введите прямоугольную систему координат так, чтобы ее начало находилось в точке А, оси OX и OY лежали в плоскости (ABC), причем OX совпадала с AB, а OY была ему перпендикулярна. Ось OZ перпендикулярна плоскости (АВС) и направлена в ту сторону, где лежит вершина D.

3) В данной системе координат найдите координаты всех вершин тетраэдра.

4) Составьте уравнения ребра АВ (параметрические и канонические).

М9.7.2. Пусть [М1, М2] отрезок, М – точка, лежащая на прямой М1М2 и О – любая точка пространства. Докажите, что если 
[image: image1872.wmf],
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Замечание. Решение этой задачи можно найти в учебнике геометрии.

М9.7.3. Зная координаты точек М1(x1,y1,z1) и M2(x2,y2,z2), найдите координаты точки М, которая обладает свойством: 
[image: image1874.wmf].
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Указание: используйте формулу из предыдущей задачи и то, что координаты радиус-векторов точек совпадают с координатами этих точек (считайте, что О – начало координат).

М9.7.4. ABCDA1B1C1D1 – прямоугольный параллелепипед (АВ=8см, ВС=6см, А1А=10см).

e) Введите систему координат следующим образом: начало координат в точке А, OX

совпадает с АВ, OY – с AD и OZ – с АА1. В этой системе координат найдите координаты всех вершин параллелепипеда.

f) Составьте уравнение плоскости (, отсекающей от ребер АВ, AD и  АА1 отрезки

длиной 2, 3 и 4 соответственно (считая от точки А)  (формула (1.11)).

g) Вычислите расстояние от этой плоскости до точек А и D1.

Указание: используйте формулу (1.10).

h) Найдите координаты проекции точки D1 на плоскость (.

Указание: проекцию точки D1 на ( можно найти как точку пересечения плоскости ( с прямой, проходящей через D1 и перпендикулярной (. Удобнее всего составить параметрические уравнения прямой (1.6), взяв за направляющий вектор – вектор 
[image: image1875.wmf]n

, координаты которого – суть коэффициенты при x, y и z в уравнении плоскости ( (смотри п.1.3.2–1.3.3). Подставив в уравнение плоскости ( вместо x, y и z их выражения через t в параметрических уравнениях, вы получите уравнение относительно t. Найденное из этого уравнения значение параметра t подставьте в параметрические уравнения прямой. Теперь вы найдете координаты проекции точки D1.

М9.7.5. Известны координаты точек А(1,0,0), В(3,2,-1), С(1,0,-1) и D(6,1,-2). Вычислите расстояние между скрещивающимися прямыми АВ и CD.

Указание: рассмотрим плоскости ( и (, проходящие через указанные прямые параллельно друг другу. Очевидно, что расстояние между ( и ( равно расстоянию между АВ и CD.

Таким образом, достаточно найти уравнение плоскости (, параллельной 
[image: image1876.wmf]AB

 и 
[image: image1877.wmf]CD

 и проходящей через точку С, и найти по формуле (1.10) расстояние от точки А до этой плоскости.

Чтобы найти вектор 
[image: image1878.wmf]n

, перпендикулярный ( (а потом использовать формулу (1.8)) воспользуемся следующим фактом.

Вектор 
[image: image1879.wmf]n

 перпендикулярен 
[image: image1880.wmf]AB

 и 
[image: image1881.wmf]CD

. Положим его координаты равными {n1,n2,n3}, а координаты 
[image: image1882.wmf]AB

 и 
[image: image1883.wmf]CD

 найдем из условия задачи: 
[image: image1884.wmf]AB

{2,2,-1}, 
[image: image1885.wmf]CD

{5,1,-1}.

Очевидно, что 
[image: image1886.wmf]0
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 и 
[image: image1887.wmf]0
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 (так как это перпендикулярные векторы). Отсюда получаем систему из двух уравнений:
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Осталось найти какое-нибудь решение этой системы.
Математика, 8 класс

Кармакова Тамара Сергеевна
Решение уравнений, содержащих неизвестное под знаком модуля

Предлагаемые материалы предназначены учащимся 8 классов общеобразовательных учреждений и содержат определение понятия модуля числа, свойства модуля, способы решения уравнений с модулем и текст контрольной работы по указанной теме.

Модуль и его свойства
Введем определение модуля числа.

Определение. Модулем числа 
[image: image1889.wmf]a

называется такое число 
[image: image1890.wmf]a

, которое равно самому числу 
[image: image1891.wmf]a

, если оно является неотрицательным и противоположному числу для числа 
[image: image1892.wmf]a

, если число 
[image: image1893.wmf]a

– отрицательное.

Символически это записывается так:


[image: image1894.wmf]ê
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Примеры:

[image: image1895.wmf]4
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[image: image1896.wmf]7

7

=

-

, т.к. –7<0;


[image: image1897.wmf]2
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[image: image1898.wmf]5
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[image: image1899.wmf](
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[image: image1900.wmf]3
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Перечислим свойства модуля числа:

1) 
[image: image1901.wmf]a
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2) 
[image: image1902.wmf]2
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3) 
[image: image1903.wmf]b
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4) 
[image: image1904.wmf]b
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, 
[image: image1905.wmf]0
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5) 
[image: image1906.wmf]x
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6) 
[image: image1907.wmf]0
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7) 
[image: image1908.wmf]b
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8) 
[image: image1909.wmf]b
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Способы решения уравнений, содержащих неизвестное под знаком модуля.

Способы решения уравнений, содержащих неизвестное под знаком модуля, зависят от вида уравнений. Рассмотрим различные виды таких уравнений и способы их решения.

3. Уравнения вида 
[image: image1910.wmf](
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Это уравнение имеет решение только при условии 
[image: image1911.wmf]0
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.

По определению модуля данное уравнение распадается на совокупность двух уравнений:


[image: image1912.wmf](
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Примеры.

3.1. Решить уравнение: 
[image: image1913.wmf]4

3

=

-

x

.

Решение: По определению модуля  получаем совокупность двух линейных уравнений: 


[image: image1914.wmf]ê

ë

é

-

=

-

=

-

;

4

3

,

4

3

x

x

  
[image: image1915.wmf]ê
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Ответ: 
[image: image1916.wmf]1
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5.3. Решить уравнение: 
[image: image1917.wmf]1
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Решение: По определению модуля уравнение распадается на совокупность двух уравнений:


[image: image1918.wmf]ê
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[image: image1919.wmf]ê
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Ответ: 
[image: image1920.wmf];
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[image: image1921.wmf];
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[image: image1922.wmf];
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[image: image1923.wmf].
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6. Уравнения вида 
[image: image1924.wmf](
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По определению модуля данное уравнение распадается на совокупность двух смешанных систем:

1)
[image: image1925.wmf](
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[image: image1926.wmf](
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Так как функция 
[image: image1927.wmf](
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 четная, то ее корни будут существовать парами противоположных чисел, т.е. если 
[image: image1928.wmf]1
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– корень данного уравнения, то и 
[image: image1929.wmf](
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 также корень данного уравнения. Следовательно, достаточно решить одну из двух смешанных систем, добавив в ответ к полученным корням им противоположные значения.

Примеры.

2.1.
Решить уравнение: 
[image: image1930.wmf].
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Решение: Рассмотрим систему:
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[image: image1932.wmf]î
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[image: image1933.wmf]3
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Следовательно, корнями данного уравнения являются числа 3 и –3.

Ответ: 
[image: image1934.wmf];
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EMBED Equation.3[image: image1935.wmf].
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6.2. Решить уравнение: 
[image: image1936.wmf]21
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Решение: Рассмотрим систему:
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[image: image1938.wmf]î
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Корнями уравнения 
[image: image1939.wmf]0
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 являются числа 
[image: image1940.wmf]3
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 и 
[image: image1941.wmf],
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 из которых условию 
[image: image1942.wmf]0
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удовлетворяет 
[image: image1943.wmf].
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Следовательно, корнями данного уравнения являются числа 7 и –7.

Ответ: 
[image: image1944.wmf];
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EMBED Equation.3[image: image1945.wmf].
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7. Уравнения вида 
[image: image1946.wmf](
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Данное уравнение по определению модуля распадается на совокупность двух смешанных систем:

1) 
[image: image1947.wmf](

)

(

)

(

)

î

í

ì

³

=

;

0

,

x

g

x

g

x

f


2) 
[image: image1948.wmf](
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Примеры.

3.1.
Решить уравнение: 
[image: image1949.wmf]5
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Решение: По определению модуля данное уравнение равносильно совокупности следующих смешанных систем:

	1) 
[image: image1950.wmf]î
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[image: image1951.wmf]î
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[image: image1952.wmf]î
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[image: image1953.wmf].
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[image: image1955.wmf]î
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[image: image1956.wmf]ï
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[image: image1957.wmf]3
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Ответ: 
[image: image1958.wmf];
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[image: image1959.wmf].
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3.2.
Решить уравнение: 
[image: image1960.wmf]2
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Решение: Решить следует две смешанные системы:

	1) 
[image: image1961.wmf]î
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[image: image1962.wmf]î

í

ì

³

-

-

=

+

-

;

0

2

3

,

0

4

6

2

2

2

x

x

x

x



[image: image1963.wmf]î
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[image: image1964.wmf].
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[image: image1966.wmf]î
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[image: image1967.wmf].
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Ответ: 
[image: image1968.wmf].
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8. Уравнения вида 
[image: image1969.wmf]c
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Такие уравнения решаются по следующему плану:

4) Находят значения 
[image: image1970.wmf]x

, при переходе через которые меняется знак выражений 
[image: image1971.wmf],
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[image: image1972.wmf],
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[image: image1973.wmf]...
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[image: image1974.wmf],
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[image: image1977.wmf]3
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[image: image1978.wmf]k
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5) Отмечают найденные значения 
[image: image1979.wmf]1
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[image: image1980.wmf]2
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[image: image1981.wmf]k
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 на числовой прямой, пусть для определенности 
[image: image1982.wmf].
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6) Рассматривают данное уравнение последовательно на промежутках: 
[image: image1983.wmf](
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На каждом промежутке получается некоторое линейное уравнение, которое решают и в ответ отбирают те значения корней, которые содержатся в соответствующих промежутках.

Примеры

4.1.
Решить уравнение: 
[image: image1984.wmf]5
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Решение:

2) 
[image: image1985.wmf].
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2)

3)
a) 
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[image: image1987.wmf]î
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[image: image1988.wmf]2

-

<

x

.

b) 
[image: image1989.wmf]î
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[image: image1991.wmf]2

-

=

x


с) 
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корней нет.

Ответ: 
[image: image1994.wmf]2
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8.2. Решить уравнение: 
[image: image1995.wmf]5
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Решение:

4) 
[image: image1996.wmf].
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5)  

6) а) 
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[image: image1999.wmf]2
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б) 
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корней нет.

в) 
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[image: image2006.wmf]î
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корней нет.

Ответ: 
[image: image2007.wmf]2
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Примечание. Аналогично решаются и уравнения, содержащие под знаком модуля нелинейные зависимости.

9. Уравнения вида 
[image: image2009.wmf](
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В соответствии с определением модуля данное уравнение равносильно совокупности двух уравнений:

1)
[image: image2010.wmf](
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2) 
[image: image2011.wmf](

)

(

)

x

g

x

f

-

=


Можно, используя свойство модуля 
[image: image2012.wmf],
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 заменить решение данного уравнения решением уравнения 
[image: image2013.wmf](
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Примеры.

5.1.
Решить уравнение 
[image: image2014.wmf]3
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Решение: Заменим данное уравнение совокупностью двух уравнений:

3) 
[image: image2015.wmf]3
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Ответ: 
[image: image2022.wmf]7
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9.2. Решить уравнение 
[image: image2025.wmf]1
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Решение: Используя свойство модуля числа, заменим данное уравнение уравнением


[image: image2026.wmf](
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[image: image2027.wmf]1
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Ответ: 
[image: image2032.wmf]4
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Решение неравенств, содержащих неизвестное под знаком модуля.

2. Неравенства вида 
[image: image2034.wmf]a
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Это неравенство имеет решение только при условии 
[image: image2035.wmf]0
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.

Используя определение понятия  модуля заменим данное неравенство равносильной ему системе неравенств:


[image: image2036.wmf]î
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Примеры.

2.1 Решить неравенство 
[image: image2037.wmf].
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Решение.

По определению модуля получаем систему неравенств: 
[image: image2038.wmf],
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 откуда следует, что 
[image: image2039.wmf]6
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Ответ: (-2; 6).

3.2. Решить неравенство.


[image: image2040.wmf].
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Решение

По определению модуля неравенство равносильно системе неравенств:
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Решив каждое неравенство системы, получаем:


[image: image2042.wmf]ï
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Воспользовавшись геометрической интерпретацией решений неравенств, выберем решение системы:

Ответ: (1; 2) ( (3; 4).

4. Неравенства вида 
[image: image2043.wmf]a
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Это неравенство при 
[image: image2044.wmf]0
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 выполняется во всей области определения функции 
[image: image2045.wmf])
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[image: image2046.wmf]0
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, то по определению модуля данное неравенство равносильно совокупности двух неравенств:
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Примеры.

4.1. Решить неравенство 
[image: image2048.wmf]7
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Решение.

По определению модуля данное неравенство равносильно совокупности двух неравенств:
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Ответ: (-(; -1); (6; ().

4.2. Решить неравенство 
[image: image2050.wmf]1
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Решение.

По определению модуля неравенство равносильно совокупности двух неравенств:

	1)
[image: image2051.wmf],
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ë

é

<

>

>

+

-

.

1

,

4

,

0

4

5

2

x

x

x

x


	4) 
[image: image2053.wmf],
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[image: image2054.wmf].
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Ответ: 
[image: image2055.wmf]x
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[image: image2056.wmf]x

<3,  
[image: image2057.wmf]x
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3.
Неравенства вида 
[image: image2058.wmf](
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По определению понятия модуля каждое из данных неравенств равносильно совокупности двух систем неравенств:

1)
[image: image2060.wmf]ê
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2) 
[image: image2061.wmf]ê
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Примеры.

3.1.
Решить неравенство 
[image: image2062.wmf]21
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Решение.

По определению модуля данное неравенство равносильно совокупности двух систем неравенств:

	А) 
[image: image2063.wmf]î
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[image: image2064.wmf]7
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[image: image2065.wmf]î
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Ответ: (-7; 0) ( [0; 7).

3.2. Решить неравенство 
[image: image2067.wmf].
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Решение.

Область определения данного неравенства 
[image: image2068.wmf]0
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. Т.к. в области определения 
[image: image2069.wmf]0
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, то данное неравенство равносильно неравенству:
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используя определение модуля, заменяем данное неравенство совокупностью систем неравенств:
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Ответ: (-1; 0) ( (0; 1).

Примечание.

Полученное в ходе преобразований 
[image: image2072.wmf]1
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, можно решить как неравенство типа 
[image: image2073.wmf](
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6. Неравенство вида 
[image: image2074.wmf](
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По определению модуля неравенство равносильно совокупности двух систем неравенств:
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Примеры.

6.1. Решить неравенство 
[image: image2076.wmf]7
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Решение.

Неравенство равносильно совокупности двух систем неравенств:

	5) 
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³

x


	6) 
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Ответ: 
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4.2. Решить неравенство: 
[image: image2084.wmf]0
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Решение.

Неравенство равносильно совокупности двух систем неравенств:

	1) 
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Ответ: [-2; 2] ( {3}.

7. Неравенства вида 
[image: image2092.wmf]c
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Такие неравенства решаются по алгоритму, аналогичному алгоритму решению соответствующих уравнений:

4) Найти значения х, при переходе через которые меняется знак выражений 
[image: image2093.wmf]1
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, т.е. решить совокупность уравнений 
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 и найти корни этих уравнений 
[image: image2099.wmf]1
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5) Отметить найденные значения 
[image: image2102.wmf]1
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[image: image2103.wmf]2
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[image: image2104.wmf]r
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 на числовой прямой (пусть для определенности 
[image: image2105.wmf]1
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6) Рассмотреть данное неравенство последовательно на промежутках 
[image: image2108.wmf](
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, решить полученную совокупность неравенств и в ответ отобрать те промежутки или значения 
[image: image2111.wmf]x

, которые содержатся в соответствующих промежутках.

Примечание. Аналогично решаются и неравенства, содержащие под знаком модуля нелинейные зависимости.

Примеры.

5.1. Решить неравенство 
[image: image2112.wmf]10
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Решение.

4) Найдем значения х, при переходе через которые меняются знаки выражений 
[image: image2113.wmf]3
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5) Отметим найденные значения 
[image: image2117.wmf]x

 на числовой прямой:

6) Рассмотрим данное неравенство на четырех образовавшихся промежутках и отберем соответствующие решения, т.е. решим совокупность четырех систем неравенств:

а) 
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б) 
[image: image2119.wmf].
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в) 
[image: image2120.wmf].

3

1

;

5

,

3

1

;

10

1

3

3

,

3

1

<

£

î

í

ì

<

<

£

î

í

ì

<

-

+

+

-

+

<

£

x

x

x

x

x

x

x


г) 
[image: image2121.wmf].
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[image: image2122.wmf]ê
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[image: image2123.wmf]3
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Ответ: 
[image: image2124.wmf]3

11

3

<

<

-

x


Задачи для самостоятельного решения


Ниже приводятся тексты заданий для самостоятельного решения. Вам необходимо решить эти задачи, оформить решения отдельно от решений по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

Решите уравнения:
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М8.7.3. 
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М8.7.4. 
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М8.7.5. 
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М8.7.6.
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М8.7.7. 
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М8.7.13. 
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М8.7.16. 
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МИФ-2, №3, 2001 год

Математика, 8 класс

Кармакова Тамара Сергеевна
Повторяем и систематизируем знания по геометрии

Эта статья адресована учащимся 8 класса, которые завершают изучение геометрического материала за курс 8 класса.

Давайте обобщим знания об одной из важнейших геометрических фигур – треугольник.

I. Повторим условные обозначения элементов треугольника.

Пусть дан произвольный треугольник ABC:

a, b, c, - стороны;

(, (, ( - соответствующие углы;

ha, hb, hc –соответствующие высоты;

la, lb, lc –соответствующие биссектрисы;

ma, mb, mc –соответствующие медианы;

r- радиус вписанной окружности;

R – радиус описанной окружности.

II. Обобщим свойства элементов треугольника (сторон и углов):

1(. Каждая сторона треугольника больше модуля разности двух других сторон, но меньше суммы этих сторон:

|b-c|<a<b+c

|a-c|<b<a+c

|a-b|<c<a+b

2(. Сумма углов треугольника равна 180(:

(+(+(=180(
3(. Внешний угол треугольника равен сумме двух углов, не смежных с ним:

(1=(+(; (1=(+(; (1=(+(
4(. В треугольнике:

a) против равных сторон лежат равные углы;

b) против равных углов лежат равные стороны (признак равнобедренного треугольника);

c) против большей стороны лежит больший угол;

d) против большего угла лежит большая сторона.

5(. В прямоугольном треугольнике квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов (теорема Пифагора)

c2=a2+b2
6(. Высоты треугольника  (или их продолжения) пересекаются в одной точке.


7(.  Биссектрисы треугольника

a) пересекаются в одной точке, являющейся центром вписанной в треугольник окружности

b) делят противоположные стороны на отрезки, пропорциональные прилежащим сторонам:
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c) каждая точка биссектрисы равноудалена от соответствующих сторон треугольника.


8(. Медианы треугольника пересекаются в одной точке, которая делит каждую медиану в отношении 2:1, считая от вершины
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III. Сопоставим между собой признаки равенства и подобия треугольников

	Номер признака
	I
	II
	III

	Равенства
	СУС
	УСС
	ССС

	Подобия
	СУС
	УУ
	СС


Где: C – сторона, У – угол.

IV. Рассмотрим некоторые ключевые задачи на использование свойств треугольника.

Задача 1. В треугольнике одна сторона равна 2,6 см, а другая 3,4 см. Какой может быть третья сторона?

Решение.

По свойству 1(: 
0,8 см<x<6 см.

На этой задаче основано решение следующей задачи.

Задача 2. Стороны  треугольника a=7 см и b=11 см. Какой может быть длина медианы ma?

Решение.

Используя определение медианы и свойство 1(, можно сделать вывод:
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 или 7,5 см<ma<14,5 см

Задача 3. Стороны  треугольника a=7 см и b=11 см. Какой может быть длина медианы mc?

Решение.

Достроим треугольник до параллелограмма. Получим (CAC1, в котором по свойству 1(:  

b-a<2mc<b+a или 
[image: image2146.wmf],
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 то есть 2<mc<9

Задача 4. Доказать, что медиана делит треугольник на два треугольника, имеющих одинаковую площадь (на два равновеликих треугольника).

Решение.

Дано: (ABC, BM=mb
Доказать: S(ABM= S(MBC
Доказательство:

S(ABM=1/2(AB(hb; S(MBC=1/2(MC(hb, так как AM=MC (по условию BM – медиана), то и S(ABM= =S(MBC=1/2(S(ABC.

С помощью этой задачи можно решить следующую задачу.

Задача 5. Доказать, что три медианы делят треугольник на шесть равновеликих треугольников.

Решение.

1) S(ABB1=1/2(BB1(h, с другой стороны, использую задачу №4, S(ABB1=1/2(S(ABC

2) S(AOB1=1/2(OB1(h=1/2(1/3(BB1(h=

=1/3((1/2( BB1(h)=1/3( S(ABB1=

=1/3(1/2(S(ABC=1/6(S(ABC

Рассуждая аналогично, можно доказать, что S(AOC1= S(C1OB= S(OBA1= S(OA1C=1/6(S(ABC

Задача 6. Построить треугольник по трем медианам.

Решение.

Пусть (ABC – искомый, AA1=ma, BB1=mb, CCc=mc.

Продолжим AA1 на расстояние A1M=OA1 и соединим точку M с вершинами B и C. Четырехугольник OBMC – параллелограмм по признаку параллелограмма, следовательно OC=BM=2/3(mc. Получим треугольник OBM, в котором OB=2/3(mb; BM=2/3(mc; OM=2/3(mc, а такой треугольник мы можем построить. Следовательно, план построения (ABC может быть таким:

1) (OBM по трем сторонам;

2) продолжим MO, отложим OA=OM;

3) Соединим A с  B  и C.

Задача 7. Высоты треугольника ha=3, hb=5. Какой может быть высота hc?

Решение.

S(ABC=1/2(ha(a, S(ABC=1/2(hb(b, S(ABC=1/2(hc(c. 

Следовательно, 
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 где S= S(ABC.

Используя свойство 1(, получаем
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V. В заключение, перечислим способы установления равенства двух углов, известные вам из геометрии

1. Измерить.

2. Сравнить градусные меры углов.

3. Доказать, что оба либо прямые, либо развернутые.

4. Доказать, что каждый из двух составляет  с каким - либо третьим или с равными углами прямой или развернутый угол.

5. Установить, что углы вертикальные.

6. Установить, что углы являются соответственными у равных фигур.

7. Установить, что углы лежат против равных сторон в одном и тоже треугольнике.

8. Установить, что углы являются соответственными или накрест лежащими при параллельных прямых и секущей.

9. Установить, что стороны углов соответственно параллельны или перпендикулярны.

10. Установить, что углы опираются на одну и ту же дугу или на равные дуги.

11. Установить, что углы являются углами треугольников, в которых суммы остальных углов равны.

12. Установить, что углы являются противоположными углами параллелограмма.

13. Установить, что углы образованы в результате проведения биссектрисы.

14. Установить, что углы являются соответствующими углами подобных фигур.

15. Установить, что один угол получается из другого путем поворота, симметрии или параллельного переноса.

Задание для самостоятельного решения

Ниже приводятся тексты заданий для самостоятельного решения. Вам необходимо решить эти задачи, оформить решения отдельно от решений по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

М8.8.1. Построить треугольник по двум сторонам a и b и медиане к третьей стороне.

Указание: Решение данной задачи основано на задаче №3, как на ключевой.

М8.8.2. Доведите до конца решение задачи №5 и дайте обоснование первого и второго шагов решения этой задачи.

М8.8.3. Докажите, что построенный по указанному в решении задачи №6 треугольник будет искомым и установите, при каком соотношении между данными отрезками (между тремя медианами заданными в условии) задача будет иметь решение.

М8.8.4. Установите, при каком значении высоты hc треугольник ABC будет прямоугольным, если ha=3, hb=5.

М8.8.5. Докажите, что биссектриса внутреннего угла треугольника делит противоположную сторону на части пропорциональные прилежащим сторонам.

М8.8.6. Пусть дан треугольник ABC, BB1 -  биссектриса внешнего угла треугольника при вершине B. Доказать, что 
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М8.8.7. Перечислите способы установления равенства двух отрезков.

Математика, 9 класс
Карпова Ирина Викторовна

Решение неравенств с одной переменной методом интервалов

Всякое значение переменной, при котором данное неравенство с переменной обращается в верное числовое неравенство, называется решением неравенства. Решить неравенство с переменной – значит найти множество всех его решений.

Если левая часть неравенства с переменной А(х)>0 (А(х)<0) разложена на линейные множители, то есть
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то такое неравенство можно решить методом интервалов (его иногда называют еще методом промежутков).

Метод интервалов основан на свойствах функции и заключается в следующем:

Пусть дано неравенство А(х)>0 (А(х)<0), где А(х) имеет вид (1).

1. Найдем корни уравнения А(х)=0
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2. Нанесем корни уравнения на числовую прямую

Эти корни разбивают числовую прямую на n+1 промежуток, на каждом из которых левая часть неравенства A(x)>0 (A(x)<0) сохраняет знак (то есть во всех точках промежутка либо A(x)>0, либо A(x)<0), поскольку, по свойствам функции, изменить знак она может только при переходе через корни ее множителей.

3. Найдем знак левой части неравенства на каждом из полученных интервалов. Для этого на каждом из интервалов выберем какое-то значение x=x0 и, подставив это значение в левую часть неравенства, определим ее знак (метод пробных точек).

4. Выберем те промежутки, где выполняется это неравенство.

Замечание 1. Неравенство A(x)(0 (A(x)(0) тоже можно решать методом интервалов. В этом случае корни уравнения A(x)=0, где A(x) имеет вид (1), являются решениями и неравенства.

Замечание 2. В п.2, предложенного выше алгоритма, достаточно  было найти знак левой части неравенства на промежутке (xn; +(), а потом учесть, что она меняет знак при переходе от одного промежутка к соседнему и нарисовать «кривую знаков».

Там, где кривая расположена выше оси, левая часть неравенства положительна, а там, где эта кривая расположена ниже оси, левая часть неравенства отрицательна. Однако метод «кривой знаков» годится без дальнейших оговорок лишь в случае, когда все множители в левой части имеют первую степень.

Рассмотрим примеры решения неравенств методом интервалов.

Пример 1. Решить неравенство методом интервалов
(x–6)(x+3)(0

1. Найдем корни уравнения

(x–6)(х+3)=0 ( 
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2. Нанесем полученные корни на числовую прямую, причем, так как неравенство нестрогое и эти корни являются решениями и неравенства, изобразим их черными точками.

3. Найдем знак левой части на каждом из полученных промежутков

1. [6; +()

х=7, А(7)=(7–6)(7+3)=1(10=10>0  (  А(х)>0;

2. [–3; 6]

x=0, A(0)=(0–6)(0​+3)=−6(3=−18<0  (  A(x)<0;

3. (–(; –3]

x=−4, A(–4)=(–4–6)(–4+3)=−10((–1)=10>0  (  A(x)>0.

4. Нашему неравенству удовлетворяют два промежутка: (–(; –3] и [6; +(), поэтому

Ответ: (–(; –3] ( [6; +().

Пример 2. Решить неравенство методом интервалов

–х2–2х+48<0

1. Разложим левую часть неравенства на множители

–х2–2х+48=0  (  х2+2х–48=0

Для решения этого квадратного уравнения воспользуемся теоремой Виета.
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Разложим квадратный трехчлен  –х2–2х+48  на множители: –х2–2х+48=−(х+8)(х–6), таким образом имеем неравенство  –(х+8)(х–6)<0.

Домножим обе части неравенства на (–1), при этом поменяется и знак неравенства

(х+8)(х–6)>0

решим его методом интервалов.

1. Корни уравнения (х+8)(х–6)=0 мы нашли: х1=−8, х2=6.

2. Нанесем их на числовую прямую

3. Определим знак неравенства на промежутке (6; +()

х=7, А(7)=(7+8)(7-6)=15(1=15>0  и проведем кривую знаков

Ответ: (–(; –8)((6; +().

Пример 3. Решить неравенство методом интервалов
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1. Приведем неравенство к виду А(х)<0

1.1. Для этого, все члены из правой части перенесем в левую с противоположным знаком и приведем все дроби к общему знаменателю
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1.2. Домножим обе части неравенства на 30 (так как 30>0, знак неравенства не изменится), раскроем скобки и приведем подобные члены
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1.3. Разложим левую часть полученного неравенства на множители
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2. Методом интервалов решим полученное неравенство, которое равносильно первоначальному.

6(х–6)(х–
[image: image2165.wmf]6
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Нанесем на числовую прямую корни уравнения A(x)=0


Найдем знак левой части на промежутке (6; +()

x=7,  А(7)=6(7–6)(7–
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Проведем кривую знаков:

Ответ: 
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Метод интервалов применим и к неравенствам, левая часть которых – дробь, у которой числитель и знаменатель разложены на линейные множители, например, к неравенству
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В этом случае находим значения х, которые обращают в нуль и числитель и знаменатель (то есть решаем уравнения (х–5)(2х+6)=0 и (6–3х)(х+8)=0), а затем, действуем по алгоритму приведенному выше, учитывая, что значения х, обращающие в нуль знаменатель не являются решениями неравенства (изображаем их «дырками»).

Решим записанное неравенство:

1. (х–5)(2х+6)=0   (   х=5  или  х=−3;

(6–3х)(х+8)=0   (   х=2  или  х=−8.

2. Нанесем полученные значения х на числовую прямую

3. Определим знак левой части неравенства на интервале [5; +().

х=6,  
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и проведем кривую знаков

Ответ: 
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Пример 4. Найти при каких значениях х выражение имеет числовое значение 
[image: image2172.wmf]15
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Так как арифметический квадратный корень вычисляется только из неотрицательного числа, то для того, чтобы выражение имело числовое значение, нужно чтобы выполнялось неравенство
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Найдем значения х, при которых это неравенство выполняется, то есть решим это неравенство. Для решения воспользуемся методом интервалов.

1. Решим уравнения

–2х–10=0   (   х=5

  5х+15=0   (   х=3

2. Нанесем полученные значения на числовую прямую, найдем знак левой части неравенства на промежутке (5; +(), проведем кривую знаков.

х=6, 
[image: image2174.wmf]0
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Решением неравенства является промежуток [3; 5).

Ответ: выражение 
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 имеет числовое значение при 3(х<5.

Контрольное задание

Ниже приводятся тексты заданий для самостоятельного решения. Вам необходимо решить эти задачи, оформить решения отдельно от решений по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

1. Решить неравенства методом интервалов

М8.9.1. 
[image: image2176.wmf](
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М8.9.2.
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М8.9.3. 
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М8.9.4. 
[image: image2179.wmf](
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М8.9.5. 
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2. При каких значениях х выражение имеет числовое значение

М8.9.6. 
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М8.9.7. 
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М8.9.8.* 
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3. Решить методом интервалов

М8.9.9. 
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М8.9.10. 
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М8.9.11. 
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Математика, 10 класс

Колегаева Елена Михайловна

Арифметическая и геометрическая прогрессии

Напомним основные определения и формулы.

Определение. Арифметической прогрессией называется последовательность чисел а1, а2, ..., аn, ... , для которой имеют место соотношения: 

а1 – заданное число, первый член прогрессии;

аn=an-1+d – n-й член прогрессии (n(2), задается рекуррентной формулой;

d – заданное число, разность прогрессии.

Имеют место формулы:

1) an=a1+d(n-1) – формула n-го члена (n(2);

2) 
[image: image2187.wmf]n
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4) 
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Определение. Геометрической прогрессией называется последовательность чисел b1, b2, ..., bn, ... , для которой имеют место соотношения:

b1 – заданное число, первый член прогрессии;

bn=bn-1q – n-й член прогрессии (n(2), задается рекуррентной формулой;

q – заданное число (q(1), знаменатель прогрессии.

Если (q(<1, то прогрессия называется бесконечно убывающей.

Имеют место формулы:

5) 
[image: image2190.wmf]1
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 – формула n-го члена (n(2);

6) 
[image: image2191.wmf]q
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 – формула суммы n первых членов;

7) 
[image: image2192.wmf]q
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 – формула суммы всех членов бесконечно убывающей геометрической прогрессии.

8) 
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9) 
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2

(

1

1

2

³

=

+

-

k

b

b

b

k

k

k

;

10) 
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2

3

1

2

1

...

+

-

-

-

=

=

=

=

k

n

k

n

n

n

b

b

b

b

b

b

b

b

;

Рассмотрим несколько примеров.

Пример 1. Доказать, что последовательность 
[image: image2196.wmf]{
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 с общим членом 
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 является арифметической прогрессией.

Решение. Воспользуемся формулой (4): 
[image: image2198.wmf]2
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, n(2. Эта формула выражает необходимое и достаточное условие того, что последовательность 
[image: image2199.wmf]{
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 является арифметической прогрессией.

Найдем 
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Поэтому последовательность 
[image: image2203.wmf]{
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 является арифметической прогрессией.

Пример 2. Найти a1 и d, если a11=6; a16=8,5.

Решение: 

Имеем:
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[image: image2205.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image2206.wmf]
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Ответ: а1=1; d=0,5.

Пример 3. Найти количество всех трехзначных натуральных чисел, делящихся на 7.

Решение. Наименьшее трехзначное число, делящееся на 7 без остатка, есть 105, а наибольшее число – 994.

Пусть n – количество всех трехзначных чисел, белящихся без остатка на 7. Тогда a1=105; an=994; d=7 и 994=105+7(n-1)  (  n=(994–98):7=128.

Ответ: n=128.

Пример 4. Велосипедист, едущий в гору, в первый час достиг высоты 200 м, а за каждый следующий час поднимался на высоту, на 20 м меньше, чем в предыдущий. За сколько времени он достиг высоты 900 м?

Решение: Пусть n – количество часов его подъема. Выпишем последовательность высот, на которое он поднимался за каждый час: 200; 180; 160; ... . Получили арифметическую прогрессию, в которой a1=200; d=–20; Sn=900.
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[image: image2211.wmf]0
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Решая это уравнение, получим n1=6;  n2=15.

Решение n2=15 является посторонним, так как  
[image: image2212.wmf]0
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Ответ: за 6 часов велосипедист достиг высоты 900 м.

Пример 5. Может ли число 75 быть членом геометрической прогрессии 
[image: image2213.wmf]{
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Решение: Если bn=75 есть n-й член геометрической прогрессии, то должно выполняться соотношение:
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, где n – натуральное число. То есть 
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. Решим это уравнение.
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 – не является  натуральным числом.

Ответ: число 75 не может быть членом заданной геометрической прогрессии.

Пример 6. Решить уравнение 
[image: image2218.wmf]6
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Решение. Левая часть уравнения – бесконечно убывающая геометрическая прогрессия 
[image: image2219.wmf]{
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, у которой b1=x2; q=– x, если (q(<1 (то есть(x(<1).

Поэтому можно записать уравнение в виде:
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[image: image2221.wmf]12
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[image: image2222.wmf].
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 Так как (x1(<1 и (x2(<1, то оба корня удовлетворяют условию задачи.

Ответ:  
[image: image2223.wmf].
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Пример 7. Три числа образуют геометрическую прогрессию. Если второе число увеличить на 2, то прогрессия станет арифметической, а если после этого последнее число увеличить на 9, то прогрессия станет геометрической. Найти эти числа.

Решение. Пусть данные числа a, b, c.

1) геометрическая прогрессия: a, b, c.

2) Арифметическая прогрессия: a, b+2, c.

3) Геометрическая прогрессия: a, b+2, c+9.

Имеем: 
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[image: image2225.wmf]ï
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Решаем второе уравнение. Имеем после преобразований 
[image: image2226.wmf]0
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Подставляя эти значение в систему уравнений, получим:
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Ответ: (4; 8; 16)  или  
[image: image2230.wmf]÷
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Контрольное задание

Ниже приводятся тексты заданий для самостоятельного решения. Вам необходимо решить эти задачи, оформить решения отдельно от решений по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

I. Пусть 
[image: image2231.wmf]{
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n
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 – арифметическая прогрессия с разностью d и Sn – сумма n первых членов. Найти:

М8.10.1. a13, если a5=2; a40=142.

М8.10.2. a1+a20, если a3+a18=50.

М8.10.3. n, если a1=3; a2=5; Sn=360.

М8.10.4. a1  и d, если a17+a20=35; a16(a21=150.

М8.10.5. a1 и d, если Sn=2n2-3n.
М8.10.6. Сумму всех натуральных трехзначных чисел, не делящихся на 3.

М8.10.7. Первых 100 натуральных чисел, каждое из которых при делении на 5 дает в остатке 2.

II. Пусть 
[image: image2232.wmf]{
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n
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 – геометрическая прогрессия со знаменателем q и Sn – суммой первых n членов. Найти:

М8.10.8. b6, если b5=36, b7=114.

М8.10.9. q, если b1=10, b2+b3=60.

М8.10.10. b13, если b11=25, b15=400.

М8.10.11. b1 и q, если b1+b2+b3=62, b12+b22+b32=2604.

М8.10.12. S6, если b1=–2, b6=–486.

М8.10.13. n, если b1=9, bn=
[image: image2233.wmf]81

64

, Sn=25
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М8.10.14. Какому условию удовлетворяют три числа a1, a2, a3, которые одновременно являются последовательными членами как геометрической, так и арифметической прогрессий?

М8.10.15. Решить уравнение: 
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М8.10.16. По преданию, индийский шах позволил изобретателю шахматной игры самому назначить себе награду. Изобретатель просил, чтобы ему за первую клетку шахматной доски было дано 1 зерно, за вторую – 2, за третью – 4. В общем случае, за каждую следующую клетку в 2 раза больше, чем за предыдущую. Узнать, сколькими цифрами изображается число зерен, предназначенное изобретателю; найти это число.

Математика, 11 класс
Колегаева Елена Михайловна

Первообразная и интеграл

Напомним основные понятия и формулы.

Определение. Функция y=f(x), x((a,b), называется первообразной для функции y=f(x), x((a,b), если для каждого x((a,b) выполняется равенство

F((x)=f(x).

Замечание. Если f(x) есть первообразная для функции f(x), то при любой константе С, F(x)+C также является первообразной для f(x).
Задача нахождения всех первообразных функции f(x) называется интегрированием, а множество всех первообразных называется неопределенным интегралом для функции f(x) по dx и обозначается
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Имеют место свойства:
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Замечание. В школьном курсе математики не употребляется термин «неопределенный интеграл», вместо этого говорят «множество всех первообразных».

Приведем таблицу неопределенных интегралов.
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Пример 1. Найти первообразную для функции 
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Решение. Множество всех первообразных функции 
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 есть неопределенный интеграл 
[image: image2251.wmf](

)

ò

-

dx

x

2

3

2

. Вычислим его, используя свойства интеграла 1( и 2(. Имеем:
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Получили, что множество всех первообразных задается семейством функций y=F(x)+C, то есть y=x3–2x+C, где С – произвольная постоянная.

Зная, что первообразная проходит через точку М(2;4), подставим ее координаты в предыдущее выражение и найдем С.

4=23–2(2+С  (  С=4–8+4;  С=0.

Ответ: F(x)=x3-2x – искомая первообразная.

Нахождение площадей плоских фигур

Задача нахождения площади плоской фигуры тесно связана с задачей нахождения первообразных (интегрированием). А именно: площадь криволинейной трапеции ограниченной графиком функции y=f(x) (f(x)>0) прямыми x=a; x=b; y=0, равна разности значений первообразной для функции y=f(x) в точках b и a:

S=F(b)–F(a)

Дадим определение определенного интеграла.

Определение. Пусть функция y=f(x) определена и интегрируема на отрезке [a,b] и пусть F(x) – некоторая ее первообразная. Тогда число F(b)–F(a) называется интегралом от а до b функции f(x) и обозначается
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 называется формулой Ньютона–Лейбница.

Эта формула связывает задачу нахождения площади плоской фигуры с интегралом.

В общем случае, если фигура ограничена графиками функций y=f(x); y=g(x) (f(x)>g(x)) и прямыми x=a; x=b, то ее площадь равна:
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Пример 2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

y=–x2+6x–5; y=–x2+4x–3; y=3x–15.

Решение. Изобразим указанные линии.

1) y=–x2+6x–5 – парабола с вершиной С1(3;4), ветви которой направлены вниз; точки пересечения с осью Ox: (1;0), (5;0).

2) y=–x2+4x–3 – парабола с вершиной С2(2;1), ветви которой направлены вниз; точки пересечения с осью Ox: (1;0), (3;0).

3) y=3x–15 – прямая, однозначно определяемая двумя точками, например, (5;0), (4;–3).

Данную криволинейную трапецию удобно разбить на две области (это не единственный способ разбиения):
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Заметим, что точку х=4 нашли, как абсциссу точки пересечения графиков функций 

y=–x2+4x–3 и y=3x–15.

Имеем: S=S1+S2,
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 EMBED Equation.3  [image: image2259.wmf](

)

ò

=

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

-

=

4

1

4

1

4

1

2

9

2

9

2

)

1

4

(

2

1

2

16

2

2

2

1

2

x

x

dx

x

(кв. ед.);


[image: image2260.wmf](

)

(

)

(

)

ò

ò

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

-

=

+

+

-

=

-

-

-

+

-

=

5

4

5

4

5

4

5

4

2

5

4

3

2

2

2

0

1

2

3

3

10

3

15

3

5

6

x

x

x

dx

x

x

dx

x

x

x

S



[image: image2261.wmf]6

19

=

(кв. ед.)


[image: image2262.wmf]6

73

6

19

9

2

1

=

+

=

+

=

S

S

S

(кв. ед.)

Ответ: 
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Пример 3. В какой точке графика функции y=x2+1 надо провести касательную, чтобы она отсекала от фигуры, образованной графиком этой функции и прямыми y=0, x=0, x=1 трапецию наибольшей площади?

Решение. Пусть M0(x0,y0) – точка графика функции y=x2+1, в которой проведена искомая касательная.

1) Найдем уравнение касательной y=y0+f((x0)(x–x0).

Имеем: 
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Поэтому  
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2) Найдем площадь трапеции ОАВС.
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Далее, А – точка пересечения касательной с осью Oy, поэтому
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B – точка пересечения касательной с прямой  x=1 ( 
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Задача свелась к нахождению наибольшего значения функции 

S(x)=–x2+x+1 на отрезке [0;1]. Найдем S((x)=–2x+1. Найдем критическую точку из условия S((x)=0 ( x=
[image: image2271.wmf]2
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Найдем  
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Видим, что функция достигает наибольшего значения при x=
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Ответ: касательную надо провести в точке 
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Отметим, что часто встречается задача нахождения интеграла, исходя из его геометрического смысла. Покажем на примере, как решается такая задача.

Пример 4. Используя геометрический смысл интеграла вычислить

а) 
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Решение. 

а) 
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– равен площади криволинейной трапеции, ограниченной линиями 
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Преобразуем 
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[image: image2281.wmf](
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 – верхняя половина окружности с центром Р(1;0) и радиусом R=1.

Поэтому  
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Ответ: 
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б) Рассуждая аналогично, построим область, ограниченную графиками 
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Имеем: 
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Ответ: 
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Контрольное задание

Ниже приводятся тексты заданий для самостоятельного решения. Вам необходимо решить эти задачи, оформить решения отдельно от решений по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

Найти первообразную функции y=f(x), проходящую через точку M0(x0,y0).

М8.11.1. f(x)=1+cosx+cos2x,      M0(0;1)

М8.11.2. f(x)=3cosx–2sinx,       M0
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М8.11.3. f(x)=
[image: image2289.wmf]2
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 ,          M0(0;3)

Найти площадь фигуры. Ограниченной линиями (М8.11.4.- М8.11.9.)

М8.11.4. y=–3x2–2,    x=1,   x=2,   y=–1

М8.11.5. y=4x–x2,   y=0
М8.11.6. y=x2–2x+3,   x+y=5
М8.11.7. y=x2,   y=(x(
М8.11.8. y=0,5x2–2x+2, касательными к ней в точках A
[image: image2290.wmf]÷
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М8.11.9.  y=–9x–59, параболой y=3x2+ax+1, если известно, что касательная к параболе в точке x=–2 составляет с осью Ox угол величиной arctg6.

М8.11.10. Найти а, если известно, что площадь криволинейной трапеции, ограниченной линиями y=3x3+2x,  x=a,  y=0, равна единице.

М8.11.11. Найти наименьшее значение площади фигуры, ограниченной параболой y=x2+2x–3 и прямой y=kx+1.
Исходя из геометрического смысла интеграла вычислить

М8.11.12.
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М8.11.14.
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МИФ-2, №4, 2001 год

Математика, 8 класс

Романишина Дина Соломоновна 

Линейные уравнения и неравенства

Рецепта как решить любое уравнение, которое может Вам встретиться, не существует. Обычно поступают так: с помощью разного рода преобразований и логических рассуждений сводят эту задачу к одной или нескольким попроще. Полученные уравнения тоже сводят к еще более простым, и так, до тех пор, пока не дойдут до таких, способ решения которых уже известен. Понятно, что чем больше разнообразных уравнений Вы решите, тем легче будет справиться с новыми.

Рассмотрим основы теории по данной теме и примеры решений некоторых уравнений и неравенств.
1. Уравнения с одной переменной
Равенство, содержащее переменную, называют уравнением с одной переменной, или уравнением с одним неизвестным. Например, уравнением с одной переменной является равенство 3(2х+7)(4х-1. 

Корнем или решением уравнения называется значение переменной, при котором уравнение обращается в верное числовое равенство. Например, число 1 является решением уравнения 2х+5(8х-1. Уравнение х2+1(0 не имеет решения, т.к. левая часть уравнения всегда больше нуля. Уравнение (х+3)(х-4) (0 имеет два корня: х1( -3, х2(4.

Решить уравнение — значит найти все его корни или доказать, что корней нет.

Уравнения называются равносильными, если все корни первого уравнения являются корнями второго уравнения и наоборот, все корни второго уравнения являются корнями первого уравнения или, если оба уравнения не имеют корней. Например, уравнения х-8(2 и х+10(20 равносильны, т.к. корень первого уравнения х(10 является корнем и второго уравнения, и оба уравнения имеют по одному корню.


При решении уравнений используются следующие свойства:

1. Если в уравнении перенести слагаемое из одной части в другую, изменив его знак, то получите уравнение, равносильные данному.

2. Если обе части уравнения умножить или разделить на одно и то же отличное от нуля число, то получится уравнение, равносильное данному.


Уравнение ах(b, где х – переменная, а и b – некоторые числа, называется линейным уравнением с одной переменной.


Если а(0, то уравнение имеет единственное решение 
[image: image2294.wmf]a
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Если а(0, b(0, то уравнению удовлетворяет любое значение х.


Если а(0, b(0, то уравнение не имеет решений, т.к. 0х(b не выполняется ни при одном значении переменной.

Пример 1. Решить уравнение:
-8(11-2х)+40(3(5х-4)


Раскроем скобки в обеих частях уравнения, перенесем все слагаемые с х в левую часть уравнения, а слагаемые, не содержащие х, в правую часть, получим:

16х-15х(88-40-12

х(36.   Ответ: 36.

Пример 2. Решить уравнения:

a) 3х2-5х(0;

b) х3-2х2-9х+18(0;

c) х2+7х+12(0.


Эти уравнения не являются линейными, но покажем, как можно решать такие уравнения.

а) 3х2-5х(0; х(3х-5)(0. Произведение равно нулю, если один из множителей равен нулю, получаем х1(0; х2(
[image: image2295.wmf]3

5

.  Ответ: 0; 
[image: image2296.wmf]3

5

.

б) Разложить на множители левую часть уравнения: 

х2(х-2)-9(х-2)((х-2)(х2-9)((х-2)(х-3)(х-3), т.е. (х-2)(х-3)(х+3)(0. Отсюда видно, что решениями этого уравнения являются числа х1(2, х2=3, х3(-3.

с) 
Представим 7х, как 3х+4х, тогда имеем: х2+3х+4х+12(0,  х(х+3)+4(х+3)(0, (х+3)(х+4)(0, отсюда х1(-3, х2(- 4.  Ответ: -3; - 4.

Пример 3. Решить уравнение:
(х+1(+(х-1(=3.


Напомним определение модуля числа:
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Например: (3((3, (0((0, (- 4(( 4.


В данном уравнении под знаком модуля стоят числа х-1 и х+1. Если х меньше, чем –1, то число х+1 отрицательное, тогда (х+1((-х-1. А если х>-1, то (х+1((х+1. При х(-1 (х+1((0.

Таким образом, 
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   ,   аналогично 
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а) Рассмотрим данное уравнение(х+1(+(х-1((3 при х(-1, оно равносильно уравнению -х-1-х+1(3, -2х=3, х(
[image: image2300.wmf]2

3

-

, это число принадлежит множеству х(-1.

b) Пусть -1 ( х ( 1, тогда данное уравнение равносильно уравнению х+1-х+1(3, 2(3 уравнение не имеет решения на данном множестве.

с) Рассмотрим случай х>1.


х+1+х-1(3, 2х(3, х(
[image: image2301.wmf]2

3

. Это число принадлежит множеству х>1.

Ответ: х1(-1,5; х2(1,5.

Пример 4. Решить уравнение:(х+2(+3(х((2(х-1(.


Покажем краткую запись решения уравнения, раскрывая знак модуля “по промежуткам”.

   

                     -2                0       1          х        

1) х (-2,  -(х+2)-3х(-2(х-1), - 4х(4, х(-2((-(; -2(
2) –2(х(0,  х+2-3х(-2(х-1), 0(0, х((-2; 0(
3) 0(х(1,  х+2+3х(-2(х-1), 6х(0, х(0((0; 1(
4) х(1,  х+2+3х(2(х-1), 2х(- 4, х(-2((1; +((
Ответ: [-2; 0]

Пример 5. Решить уравнение:(а-1)(а+1)х((а-1)(а+2), при всех значениях параметра а.

 В этом уравнении на самом деле две переменных, но считают х–неизвестным, а а–параметром. Требуется решить уравнение относительно переменной х при любом значении параметра а.


Если а(1, то уравнение имеет вид 0(х(0, этому уравнению удовлетворяет любое число.


Если а(-1, то уравнение имеет вид 0(х(-2, этому уравнению не удовлетворяет ни одно число.


Если а(1, а(-1, тогда уравнение имеет единственное решение 
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Ответ: если а(1, то х – любое число; если а(-1, то нет решений; если а((1, то 
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2. Системы уравнений с двумя переменными


Решением системы уравнений с двумя переменными называется пара значений переменных, обращающая каждое уравнение системы в верное равенство. Решить систему — значит найти все ее решения или доказать, что их нет. Две системы уравнений называются равносильными, если каждое решение первой системы является решением второй системы и каждое решение второй системы является решением первой системы или они обе не имеют решений.

При решении линейных систем используют метод подстановки и метод сложения.

Пример 1. Решить систему уравнений:
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Для решения этой системы применим метод подстановки. Выразим из первого уравнения х и подставим это значение 
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 во второе уравнение системы, получим 
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EMBED Equation.3[image: image2311.wmf]Û



EMBED Equation.3[image: image2312.wmf]3
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EMBED Equation.3[image: image2314.wmf]2
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Ответ: (2; 3).

Пример 2. Решить систему уравнений:
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Для решения этой системы применим метод сложения уравнений. 8х(16, х(2. Подставим значение х(2 в первое уравнение, получим 10-у(9, у(1.

Ответ: (2; 1).

Пример 3. Решить систему уравнений:
[image: image2316.wmf]ï
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Нам дана система из трех уравнений с тремя неизвестными. Применим метод Гаусса, который состоит в том, что равносильными преобразованиями приводят данную систему к треугольной форме. Прибавим к первому уравнению второе, умноженное на –2.

    2х+у+3z(13

+ -2х-2у-2z(-12


-у+z(1 или у-z(-1.

Далее к третьему уравнению системы прибавим второе, умноженное на –3,

    3х+у+z(8

+ -3х-3у-3z(-18 
        -2y-2z(-10,

наконец прибавим к этому уравнению уравнение у-z(-1, умноженное  на 2, получим - 4z(-12, z(3. Итак получаем систему уравнений:


   х+у+z(6


        у-z(-1


           z(3, 
которая равносильна данной.

Система такого вида называется треугольной.

Ответ: (1; 2; 3). 
3. Линейные неравенства с одной переменной


Если переменной х придать какое-либо числовое значение, то мы получим числовое неравенство, выражающее либо истинное, либо ложное высказывание. Пусть, например, дано неравенство 5х-1>3х+2. При х=2 получим 5·2-1>3·2+2 – истинное высказывание (верное числовое высказывание); при х=0 получаем 5·0-1>3·0+2 – ложное высказывание. Всякое значение переменной, при котором данное неравенство с переменной обращается в верное числовое неравенство, называется решением неравенства. Решить неравенство с переменной – значит найти множество всех его решений.

Два неравенства с одной переменной х называются равносильными, если множества решений этих неравенств совпадают.

Основная идея решения неравенства состоит в следующем: мы заменяем данное неравенство другим, более простым, но равносильным данному; полученное неравенство снова заменяем более простым равносильным ему неравенством и т.д.


Такие замены осуществляются на основе следующих утверждений.

Теорема 1. Если какой-либо член неравенства с одной переменной перенести из одной части неравенства в другую с противоположным знаком, оставив при этом без изменения знак неравенства, то получится неравенство, равносильное данному.
Теорема 2. Если обе части неравенства с одной переменной умножить или разделить на одно и то же положительное число, оставив при этом без изменения знак неравенства, то получится неравенство, равносильное данному.
Теорема 3. Если обе части неравенства с одной переменной умножить или разделить на одно и то же отрицательное число, изменив при этом знак неравенства на противоположный, то получится неравенство, равносильное данному.


Линейным называется неравенство вида ax+b>0 (соответственно ax+b<0, ax+b(0, ax+b(0), где а и b – действительные числа, причем а(0. Решение этих неравенств основано на трех теоремах равносильности изложенных выше.

Пример 1. Решить неравенство: 
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Освободимся от знаменателей, для чего умножим обе части неравенства на положительное число 6, оставив без изменения знак неравенства.
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, далее последовательно получаем 
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Последнее неравенство верно при любом значении х, так как при любом значении переменной х получается истинное высказывание 0>-55. Поэтому множеством его решений служит вся числовая прямая.

Ответ: (-(; +().

Пример 2. Решить неравенство:(х+1(>2-х.
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отсюда х>0,5 из первой системы, а вторая система – не имеет решения.

Ответ: (0,5; +()

5. Системы и совокупности неравенств


Говорят, что несколько неравенств с одной переменной образуют систему, если ставится задача найти множество общих решений заданных неравенств.


Значение переменной, при котором каждое из неравенств системы обращается в верное числовое неравенство, называется решением системы неравенств.


Множество решений системы неравенств есть пересечение множеств решений неравенств, образующих систему. Неравенства, образующие систему, объединяются фигурной скобкой.  Например: 
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Иногда используется запись в виде двойного неравенства. Например, систему неравенств 
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 можно записать в виде двойного неравенства 
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Говорят, что несколько неравенств с одной переменной образуют совокупность, если ставится задача найти множество таких решений, каждое из которых является решением хотя бы одного из этих неравенств.


Значение переменной, при котором хотя бы одно из неравенств, образующих совокупность, обращается в верное числовое неравенство, называется решением совокупности неравенств.


Множество решений совокупности неравенств есть объединение множеств решений неравенств, образующих совокупность. Неравенства, образующие совокупность, иногда объединяются квадратной скобкой.  Так, запись 
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 означает, что неравенства образуют совокупность.

Пример 1. Решить систему неравенств: 
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С помощью числовой прямой находим, что пересечением этих множеств служит интервал 
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. Это и есть множество решений данной системы. 

Пример 2. Решить совокупность неравенств:
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Преобразовав каждое из неравенств, получим совокупность, равносильную данной 
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Объединением этих множеств служит промежуток 
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, который и является решением совокупности неравенств.

6. Неравенства и системы неравенств с двумя переменными


Известно, что пара действительных чисел (х0; у0) однозначно определяет точку координатной плоскости. Это дает возможность изображать множество решений неравенства или системы неравенств с двумя переменными геометрически, в виде некоторого множества точек координатной плоскости.

Пример 1. Решить систему неравенств: 
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Найдем на координатной плоскости пересечение областей 
[image: image2337.wmf]5
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, получим геометрическое решение заданной системы неравенств.



 

 







Для того, чтобы записать решения, найдем координаты точек пересечения линий 
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Решив систему уравнений
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найдем координаты искомых точек: (1;4) и (4;1), таким образом приходим к системе
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Задания для самостоятельного решения


Приведенные ниже задачи, являются контрольным заданием. Необходимо решить все задачи, однако, если это не удалось, присылайте  те, которые решены. Правила оформления работ смотрите во вступительной статье.

М8.11.1 Решить уравнения:

а) 
[image: image2342.wmf];
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г) 
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ж) 
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М8.11.2. Указать, при каких значениях параметра а уравнение имеет бесконечно много решений: 
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М8.11.3. Указать, при каких значениях параметра а уравнение не имеет решений:
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М8.11.4. Решить систему уравнений:
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М8.11.5. Решить неравенство: 
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М8.11.6. Решить совокупность неравенств:
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М8.11.7. Найти геометрические решения систем.

а)  
[image: image2354.wmf]î
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б) 
[image: image2355.wmf]ï
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Математика 9 класс
Карпова Ирина Викторовна

Уравнения и системы уравнений

Уравнение – одно из важнейших понятий математики. В большинстве практических и научных задач, где какую то величину непосредственно нельзя измерить или вычислить по готовой формуле, удается составить соотношение или соотношения, которым удовлетворяет это величина. Таким образом, нахождение неизвестной величины сводят к решению уравнения или системы уравнений.


Классификацию уравнений можно проводить по разным основаниям: по числу неизвестных (уравнение с одной, двумя, и т.д. неизвестными), по виду функций входящих в уравнение (алгебраические и трансцендентные). Мы будем рассматривать алгебраические уравнения с одной неизвестной и системы алгебраических уравнений с двумя неизвестными.

1. Уравнения, приводимые к квадратным

Мы не будем подробно останавливаться на методах решения линейных уравнений,  они вам известны, известны вам так же и формулы нахождения корней квадратного уравнения. Рассмотрим уравнения, решение которых тем или иным способом может быть сведено к решению квадратного уравнения или нескольких квадратных уравнений.

Уравнение вида  
[image: image2356.wmf]0
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, где 
[image: image2357.wmf]0
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называется биквадратным. Для нахождения корней уравнения (1) обычно используют метод замены переменных. Введем новую переменную t, которая будет связанна с переменной х равенством 
[image: image2358.wmf]t
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[image: image2359.wmf]2
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. В результате такой замены уравнение (1) примет вид: 
[image: image2360.wmf]0
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, а это уравнение является квадратным относительно переменной t,  его корни можно найти по известным формулам. 

Понятно, что если полученное уравнение корней не имеет, то и уравнение (1) корней не имеет.

Если полученное квадратное уравнение имеет два положительных корня 
[image: image2361.wmf]1
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и 
[image: image2362.wmf]2

t

, то, подставляя их в равенство (2) и, решая два получившихся квадратных уравнения, мы получим четыре корня уравнения (1).

Если хотя бы один из корней полученного квадратного уравнения отрицателен,  то при подстановке этих значений в равенство (2) по крайней мере одно из полученных квадратных уравнений корней иметь не будет, и в этом случае уравнение (1) будет иметь или только два корня, или вообще корней не иметь.

Если один из корней полученного квадратного уравнения будет равен 0, а другой положительный, то уравнение (1) будет иметь три корня.

Пример 1.      Решить уравнение  
[image: image2363.wmf]0
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Решение. Имеем биквадратное уравнение. Введем новую переменную 
[image: image2364.wmf]2
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[image: image2365.wmf]0
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. Решим полученное квадратное уравнение, используя теорему Виета: 
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[image: image2368.wmf]10
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Так как оба корня этого уравнения отрицательны, то данное биквадратное уравнение корней не имеет.

Ответ: решений нет.

Пример 2. Решить уравнение 
[image: image2369.wmf]0
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Решение. Так как наивысшая степень переменной в этом уравнении равна 4, то имеем уравнение 4-ой степени. Для решения уравнения используем тоже метод введения нового переменного, но прежде чем ввести новую переменную, преобразуем данное уравнение. Слева в уравнении прибавим и отнимем 3, сгруппируем слагаемые, содержащие множитель (-3) и вынесем его за скобку: 
[image: image2370.wmf]0
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. Введем новую переменную 
[image: image2371.wmf]1
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, получим уравнение 
[image: image2372.wmf]0
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. Найдем корни полученного уравнения, используя теорему Виета: 
[image: image2373.wmf]1
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. Так как оба полученных корня положительны, то корни первоначального уравнения  находим из уравнений   
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1

2

+

+

=

x

x

,   
[image: image2376.wmf]1

2

2

+

+

=

x

x

. Приведем уравнения к стандартному виду: 
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Ответ: 
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2. Возвратные уравнения
Рассмотрим уравнения: 
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1

5

5

2

3

=

-

+

+

-

x

x

x

.

Все три уравнения объединяет то, что коэффициенты равноотстоящие от начала и конца левой части уравнения равны. Такие уравнения называются возвратными.


Рассмотрим методы решения возвратных уравнений 3-ей и 4-ой степени. В общем виде возвратное уравнение 3-ей степени имеет вид

                                                      
[image: image2386.wmf]0
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Сгруппируем первый и последний, второй и третий члены, вынесем общие множители, тем самым, разложив левую часть уравнения (3) на множители:
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Тогда уравнение (3) примет вид  
[image: image2388.wmf]0
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, полученное уравнение равносильно совокупности двух уравнений 
[image: image2389.wmf]0

1

=

+

x

,  
[image: image2390.wmf]0
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, решая первое уравнение получаем один из корней уравнения (3) 
[image: image2391.wmf]1
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, другие корни, если они есть, находят, решая второе уравнение. Заметим, что (-1) является корнем любого возвратного уравнения 3-ей степени.


Рассмотрим возвратное уравнение 4-ой 

                                                
[image: image2392.wmf]0
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Так как 
[image: image2393.wmf]0
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 не является корнем этого уравнения. Поэтому, если разделить обе части уравнения на 
[image: image2395.wmf]2
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, равносильное данному.

Полученное уравнение можно решить уже знакомым нам методом замены переменной. Пусть 
[image: image2397.wmf]t
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, откуда получаем, что 
[image: image2400.wmf]2
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 и  уравнение (4) примет вид 
[image: image2401.wmf]0
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. Решив это уравнение, найдем его корни 
[image: image2402.wmf]1
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. Теперь чтобы найти корни уравнения (4) необходимо решить два уравнения 
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Пример 3. Решить уравнение  
[image: image2406.wmf]0
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Решение. Имеем возвратное уравнение 4-ой степени. Разделим обе части уравнения на 
[image: image2407.wmf]2
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, проведем группировку слагаемых и вынесем общие множители за скобки, получим уравнение  
[image: image2408.wmf]0
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. Введем новую переменную 
[image: image2409.wmf]t
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, подставляя новую переменную в уравнение, получим уравнение: 
[image: image2411.wmf]0
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.  Для нахождения корней первоначального уравнения решим дробно-рациональные уравнения 
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, решение которых сводится к решению двух квадратных уравнений 
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. Корни этих уравнений являются корнями первоначального уравнения: 
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Ответ: 
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3. Системы алгебраических уравнений

Напомним, что несколько уравнений образуют систему уравнений, если ставится задача о нахождении таких значений переменных, которые являются решениями каждого из уравнений. Если система содержит две переменные, то решением системы будет упорядоченная пара чисел, если система содержит три переменные, то решением системы будет упорядоченная тройка чисел. Решить систему уравнений – означает  найти все ее решения. 

Процесс решения системы уравнений, как и процесс решения уравнения,  состоит в последовательном переходе с помощью некоторых преобразований от данной системы к более простой. Обычно пользуются преобразованиями, которые приводят к равносильной системе, в этом случае не требуется проверка найденных решений. Если же были использованы неравносильные преобразования, то обязательна проверка найденных решений. Рассмотрим некоторые способы решения систем уравнений, в которых, по крайней мере, одно из уравнений не является линейным.

3.1. Метод подстановки

Основная идея этого метода состоит в выражении одного неизвестного через другое и подстановки его в оставшееся уравнение системы. Если сразу выразить одно переменное через другое затруднительно, или подстановка такого выражения приведет к сложному уравнению, то предварительно преобразуют уравнения системы.

Пример 4. Решить систему уравнений  
[image: image2426.wmf]î
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Решение.  Выразив х из первого уравнения системы и подставив во второе, получим равносильную систему  
[image: image2427.wmf]î
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Решая второе уравнение системы (1), находим два значения переменной у: 
[image: image2428.wmf]5
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, подставляя эти значения в первое уравнение системы (1), получаем два значения переменной х: 
[image: image2429.wmf]4
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Ответ: (5; 4),(-4; -5).

Пример 5.  Решить систему уравнений 
[image: image2430.wmf]î
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Решение. Сразу выразить одну переменную через другую в данном случае затруднительно, мешает слагаемое ху. Чтобы избавиться от этого слагаемого умножим первое уравнение системы на 3 и сложим со вторым уравнением. При этом получим равносильную систему уравнений 
[image: image2431.wmf]î
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Из второго уравнения получаем: 
[image: image2432.wmf]9
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. Подставив это выражение в первое уравнение системы (2) получим уравнение 
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. Преобразовав его, получим квадратное уравнение относительно у:  
[image: image2434.wmf]0
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[image: image2435.wmf]4
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, подставим в формулу для х, и получим 
[image: image2436.wmf]9
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Ответ: (-1; -3),(13/9; -1/4).

Пример 6. Решить систему уравнений 
[image: image2437.wmf]ï
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Решение. В левых частях уравнений системы стоят произведения двух сомножителей, а справа число отличное от нуля, поэтому, очевидно,  ни один из сомножителей левых частей уравнений не может быть равен нулю. Таким образом, получаем, что 
[image: image2438.wmf]0

¹

x

и 
[image: image2439.wmf]y

x

y

x

2

3

0

3

2

-

¹

Þ

¹

-

. Разделим первое уравнение системы на второе почленно, в силу сделанного выше замечания, получим равносильную систему 
[image: image2440.wmf]ï
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. Выразим из первого уравнения полученной системы выразим х: 
[image: image2441.wmf]y

x

4

=

. Подставим это значение во второе уравнение системы и найдем 
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Ответ: (4; 1).

Метод алгебраических преобразований уравнений системы

Фактически этот метод мы уже применяли (примеры 5, 6). Рассмотрим его более подробно. Уравнения системы можно почленно складывать, вычитать, умножать на число, перемножать, делить, соблюдая при этом возможность выполнения таких преобразований. Заметим, что полученные в результате этих преобразований системы, могут быть неравносильны первоначальным, поэтому после нахождения решений полученных систем необходимо сделать проверку. 

Пример 7.  Решить систему уравнений: 
[image: image2444.wmf]ï
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Решение. 1. Имеем систему 8-ой степени относительно переменной у и 4-ой степени, относительно переменной х. Чтобы решить систему необходимо понизить степени неизвестных. 

2. Заметим, что правые части в уравнениях системы есть произведения сомножителей, а левые - отличные от нуля числа, поэтому сомножители в левой части уравнений обязаны быть отличны от нуля.

3. Вычтем почленно из первого уравнения системы второе и в левой части полученного уравнения вынесем общий множитель за скобки, приведя подобные члены в скобках. В результате получим систему уравнений, состоящую из полученного таким образом уравнения и, например, второго уравнения первоначальной системы, которая будет равносильна данной системе: 
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EMBED Equation.3[image: image2447.wmf]ï
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(равносильность будет выполняться ввиду замечания 2). 

4. Второе уравнение системы решим как биквадратное: 
[image: image2448.wmf]1
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, и, подставив полученные значения в первое уравнение последней системы, получим четыре квадратных уравнения, два из которых решений не имеют ( в левой части квадрат, а в правой отрицательное число). Решим два оставшихся уравнения и найдем значения второй переменной: 
[image: image2449.wmf]1

1

=

y

, 
[image: image2450.wmf]1

2

-

=

y

, 
[image: image2451.wmf]2

3

=

y

, 
[image: image2452.wmf]2

4

-

=

y

.

Ответ: (2; 1); (2; -1); 
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3.2. Метод разложения на множители

Рассмотрим применение этого метода к системам двух уравнений с двумя неизвестными. Метод разложения на множители применяется в том случае если в одном или в обоих уравнениях системы  в левой части уравнения стоит некоторый многочлен, а в правой части нуль. Тогда разлагая левую часть такого уравнения на множители, мы получим уравнение вида  
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……………(1)     (заметим, что сомножителей в левой части уравнения может быть и больше). Известно, что уравнение такого вида равносильно совокупности уравнений 
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…………………(2), а значит,  первоначальная система равносильна совокупности двух систем, в которых вместо уравнения вида (1) стоят соответственно уравнения (2). Такой прием в большинстве случаев позволяет понизить степень переменных, входящих в уравнение.

Пример 8. Решить систему уравнений: 
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Решение.  1. Перенесем числа, стоящие в левых частях уравнений в правые части, получим систему 
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2. Используя формулу разности квадратов, разложим левые части уравнений системы (3) на множители, в результате чего, уравнения системы примут вид (2). Тогда система (3) будет равносильна совокупности четырех систем.
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4. Решим каждую из полученных систем: выразим из первого уравнения системы переменную у, и подставим это выражение во второе уравнение системы: 
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 . Второе уравнение системы зависит от одной переменной, решая его получаем 
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, подставляя полученное значение в первое уравнение, находим 
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. Аналогично решаем оставшиеся три системы и находим: 
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Ответ: (1; 2); (-1; 2); (1; -2); (-1; -2).

3.3. Метод введения новых переменных.

Этот метод широко используется как для решения уравнений, так и для решения систем уравнений. Как и при решении уравнений, суть метода заключается в следующем: ввести новую переменную так, чтобы уравнения системы были более простыми относительно новой переменной.

Пример 9. Решить систему уравнений 
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Решение. 1. Перепишем систему в виде 
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 Первое уравнение этой системы зависит от 
[image: image2472.wmf])
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2. Введем новые переменные 
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, тогда получим новую систему двух квадратных уравнений, каждое из которых содержит только одну переменную: 
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. Решая каждое уравнение этой системы, получим: 
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3. Делая обратную подстановку, получим что система (1) равносильна совокупности четырех систем: 
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4. Решая каждую из этих систем, например,  методом алгебраического сложения, получим четыре пары решений первоначальной системы.

Ответ: (-5; 2); (-3; 4); (1; 4); (3; 2).

3.4. Графический метод

Чтобы решить графически систему уравнений надо: 1) построить графики уравнений, входящих в систему, в координатной плоскости; 1) найти точки пересечения этих графиков и определить их координаты; 3) найденные координаты точек пересечения проверить подстановкой в систему. Графический метод удобно применять только в том случае, когда после несложных преобразований уравнений системы можно без затруднений построить их графики.

Напомним:1) графиком уравнения 
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 является парабола, полученная сдвигом параболы 
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является окружность, с центром в точке с координатами 
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, в частности уравнение 
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 определяет окружность с центром в начале координат; 4) графиком уравнения 
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является “галочка”,  крылья которой являются биссектрисами первого и второго координатных углов (рис.1); 4) графиком уравнения 
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Пример 10. Решить графически систему уравнений: 
[image: image2509.wmf]ï
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Решение. 1. Преобразуем уравнения системы: в первом - перенесем все члены из правой части в левую и выделим два полных квадрата относительно х и относительно у, во втором - уединим переменную у:
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[image: image2511.wmf]Û
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2. Построим графики обоих уравнений: графиком первого уравнения будет окружность с центром в точке с координатами (2; 3) и радиусом 1; чтобы получить график второго уравнения системы сдвинем график уравнения   
[image: image2513.wmf]x
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   на две единицы вправо вдоль оси Ох, построим симметричный ему относительно оси Ох и сдвинем его на 4 единицы вверх вдоль оси Оу. 

3. Найдем координаты точек пересечения графиков: А(1; 3); В(3; 3); С(2; 4) . Подстановкой этих значений в систему (1) убеждаемся, что они являются решениями данной системы.

Ответ: (1; 3); (3; 3); (2; 4).

Задачи для самостоятельного решения

Ниже приводятся тексты заданий для самостоятельного решения. Вам необходимо решить эти задачи, оформить решения отдельно от решений по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

Решить уравнения:

М9.11.1. 
[image: image2514.wmf]0

9

8

2

4

=

-

-

x

x


М9.11.2. 
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М9.11.3.
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М9.11.4.  
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М9.11.5.  
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Решить системы уравнений: 

М.9.11.6. 
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М9.11.7. 
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М9.11.8.  
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М9.11.9.  
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М9.11.10. 
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М9.11.11. Решить систему уравнений графически: 
[image: image2524.wmf]ï
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Математика, 10 класс

Мендель Виктор Васильевич
Применение векторов и координат для решения задач

Введение

Одним из универсальных приемов решения геометрических задач является метод координат. Кроме этого, часто (особенно при доказательстве различных неравенств) используется  векторный метод.

Вы уже хорошо знакомы с векторами, координатами и их свойствами. Цель нашей работы: научиться применять знания для решения задач. Здесь большое значение имеет опыт: чем с большим числом приемов решений и доказательств вы ознакомились – тем “мощнее” ваш арсенал.

Дадим несколько общих указаний, которые помогут сориентироваться и решить, можно ли в данной задаче использовать  векторы и координаты:

Во-первых, естественно, нужно применять координатный или векторный метод, если в условиях задачи говорится о векторах или координатах;

Во-вторых, координатный метод может помочь, если в задаче требуется определить геометрическое место точек (т.е. спрашивается, какую фигуру образуют точки, удовлетворяющие некоторому условию);

В-третьих, очень полезно применить координатный метод, если из условия задачи не понятно, как расположены те или иные точки;

В-третьих, полезно и удобно применять координаты и векторы для вычисления углов и расстояний;

В-четвертых, вообще, часто, когда не видно ни каких подходов к решению задачи, или вы не можете составить уравнения, попробуйте применить координатный метод. Он не обязательно даст решение, но поможет разобраться с условиями и даст толчок к поиску другого решения.

Вооружившись этими советами и повторив материал по школьному учебнику геометрии
, вы можете двигаться дальше. В следующем параграфе изложен материал, который не включен в школьный учебник, но может быть весьма полезен нам в дальнейшем.

§2 Свойства и теоремы о векторах и координатах на плоскости

п.1. Разные способы определения координат точки на плоскости

1.1. В математике используется два способа введения координат. В первом случае используются понятия: “систе​ма координат”, “координатные оси”, “координаты точки”.  Тогда  координаты точки определяются как координаты ее проекций на координатные оси (ОХ) и (OY). Аналогично определяются и  координаты вектора. Остановимся на этом по подробнее: В прямоугольной системе координат векторы 
[image: image2525.wmf]a
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, 
[image: image2526.wmf]i

r

 и 
[image: image2527.wmf]j

r

 отложим от точки О – начала координат (см. Рис. 1). В этом случае  координаты вектора 
[image: image2528.wmf]a

r

 совпадают с координатами точки А в рассматриваемой системе координат. Поэтому координаты вектора  вычисляются как координаты его конца – точки А.

Во “взрослой” математике применяется другой способ определения координат точки. Познакомимся с ним. Рассмотрим вектор, начало которого находится в начале координат, а конец – в некоторой точке А. Вектор 
[image: image2529.wmf]OA

 называют радиус-вектором точки А. Коэффициенты разложения радиус-вектора по векторам 
[image: image2530.wmf]i
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 и 
[image: image2531.wmf]j
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 мы и будем называть координатами точки А.
Такое определение может показаться ненужным, с его помощью координаты построенной на чертеже точки не найдешь. Но оно позволяет применять  аппарат векторной алгебры для работы с координатами точек. В этом читатель может убедиться, познакомившись с примерами.

Пример 1. Пусть нам даны координаты точек М1 и М2: М1(х1; у1), М2(х2; у2). Надо найти координаты точки М, такой, что 
[image: image2532.wmf]2
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 (где λ – некоторое действительное число, не равное -1).
Решение: При изучении темы “Векторы” в 8 классе вы узнали, что для любой точки О и указанных выше точек М1, М2 и М имеет место векторное равенство:
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Выберем точку О так, чтобы она совпала с началом координат. Тогда векторы 
[image: image2534.wmf]1
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, 
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 и 
[image: image2536.wmf]OM

 и будут радиус-векторами точек М1, М2 и М и их координаты будут совпадать с координатами самих точек.

Применим к уравнению (2.1) известные правила действий над векторами в координатах. Мы получим для координат (х; у) вектора 
[image: image2537.wmf]OM

 следующие выражения:
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(2.2)

Так как координаты радиус-вектора равны координатам точки, то формулы (2.2) дают нам искомое решение.


Следующий пример показывает, как можно задать координаты точек, лежащих на некоторой прямой.

Пример 2. Пусть нам известны координаты двух разных точек А и В (А(х1; у1), В(х2; у2)). Требуется выразить через них координаты (x, y) любой точки М, лежащей на прямой АВ.
Решение: Конечно, мы можем попробовать составить уравнение прямой так, как этому вас учат на уроках алгебры. Однако попробуем векторный метод. На рисунке 2 вы видите, что радиус-вектор точки М – вектор 
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 по правилу треугольника можно представить в виде суммы 
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. Обратим также внимание на то, что векторы 
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 и 
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 коллинеарны, и значит (по признаку коллинеарности) 
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, где t – некоторое число. Заметим также, что 
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, поэтому окончательно получим:
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Для координат (х; у) точки М имеем:
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(2.3)

Задача решена.

Замечание 1. В примере  мы изначально считаем, что число t - любое. Если же ввести ограничение  0≤t≤1, то получатся координаты всех точек отрезка АВ.

Замечание 2. Уравнения (2.3) называют параметрическими уравнениями прямой (число t – параметр).

Параметрические уравнения прямой можно получить и по другому. Параметрические уравнения прямой, проходящей через точку М0(х0; у0) и параллельной вектору 
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п.2. Длина вектора и отрезка

Напомним, что если вектор 
[image: image2549.wmf]a
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 имеет координаты (а1; а2), то его длина равна: 
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Если известны координаты концов отрезка (А(х1; у1), В(х2; у2)), то его длина равна:
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Обратим внимание читателей еще  на один интересный факт, связанный с координатами вектора единичной длины.

Пример 3. Найдите координаты единичного вектора 
[image: image2552.wmf]e
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, если он составляет с осью ОХ угол 
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.

Решение: Отложим единичный вектор от начала координат. Пусть 
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Координаты точки М (а значит, и вектора 
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) равны 
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, где М1 и М2 – проекции точки М на координатные оси. Рассмотрим прямоугольный треугольник ОМ1М. Его прилежащий катет ОМ1=
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 по условию. Таким образом, 
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С другой стороны, М1М – противолежащий катет треугольника ОМ1М, и его длина равна: 
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. Таким образом, координаты вектора 
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 такие: 
[image: image2566.wmf]{

}

a

a

sin

,

cos

OM


(2.6)

Замечание: Мы рассмотрели случай, когда 
[image: image2567.wmf]OM

 лежит в I-ом координатном угле. Другие случаи можно рассмотреть аналогично.

1.1. Напомним, что для длин векторов выполняется неравенство треугольника:
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Как следствие, длина суммы двух единичных векторов не больше двух, а длина суммы n единичных векторов не превосходит число n:
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п.3 Векторы и многоугольники

3.1. В некоторых задачах на векторы требуется выяснить, можно ли из данных векторов составить многоугольник. Поясним, что это означает: векторы откладываются так, что конец предыдущего является началом следующего. Если конец последнего вектора совпадет с началом первого, то “цепочка” замкнется и получится замкнутая ломаная. Это и означает, что из векторов можно построить многоугольник.

Алгебраически это означает, что сумма рассматриваемых векторов равна нулевому вектору: 
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Замечание: Иногда это условие заменяется другим: один из векторов равен сумме остальных, т.е. 
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п.4. Целочисленные решетки

4.1. Иногда встречаются задачи, в которых рассматриваются точки, координаты которых – целые числа. Такие точки принято называть узлами и вот почему. Отметим на оси ОХ точки с целыми координатами и проведем через них прямые, параллельные оси ОY. Затем также поступим с аналогичными точками оси OY. В результате мы получим “решетку”, каждая “ячейка” которой – квадрат со стороной, равной единице. Точки с целыми координатами будут служить вершинами ячеек – узлами.

4.2. Если параллелограмм имеет целочисленные вершины, и одна из его сторон параллельна какой-нибудь координатной оси, то площадь параллелограмма – целое число.

Чтобы убедиться в этом, посмотрим на рисунок 5. Мы видим, что параллелограмм АВСD и прямоугольник АВС1D1 имеют общее основание АВ и равные высоты. Очевидно, что если координаты вершин прямоугольника – целые числа, то его длина и высота – также целые числа. Значит и площадь прямоугольника – целое число. С другой стороны, площадь параллелограмма равна площади прямоугольника. Значит она тоже целое число.

Замечание: Мы далее получим формулу, из которой следует, что у любого параллелограмма с целочисленными вершинами, площадь – целое число.

п.5. Скалярное произведение векторов

5.1. Скалярным произведением векторов 
[image: image2573.wmf]a
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 и 
[image: image2574.wmf]b

r

 называется число, равное произведению длин этих векторов на косинус угла между ними:


[image: image2575.wmf])

,

cos(

Ù

×

=

×

b

a

b

a

b

a

r

r

r

r

r

r


(2.11)

5.2. Скалярное произведение в координатах находим по формуле:
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здесь 
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5.3. Если векторы перпендикулярны, то их скалярное произведение равно нулю.
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5.4. Пример 4. Для вектора 
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 найдите перпендикулярный, равный ему по длине.

Решение: Рассмотрим векторы 
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 (формула 2.4). Легко убедиться, что 
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. Аналогично показывается, что 
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Таким образом, 
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 – искомые векторы.

5.5. Угол между векторами вычисляется по формуле 
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В координатах эта формула имеет вид: 
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5.6.  Из определения синуса и косинуса угла в прямоугольном треугольнике следует, что для его острых углов ( и ( имеют места равенства 
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Найдем формулу для вычисления площади параллелограмма, построенного на векторах 
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. Воспользуемся известной формулой для вычисления площади параллелограмма: 
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. Нам теперь нужно найти sin(. Поступим следующим образом. Рассмотрим векторы 
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 из пункта (5.4). На чертеже 6 видно, что один из углов 
[image: image2609.wmf]Ù

1

,

b

b

r

r

, или 
[image: image2610.wmf]Ù

2

,

b

b

r

r

 равен 90(-(. (Какой именно, зависит от того, с какой стороны от 
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 лежит вектор 
[image: image2612.wmf]b

r

. Если 
[image: image2613.wmf]b

r

 и 
[image: image2614.wmf]1

b

r

 лежат по одну сторону от 
[image: image2615.wmf]a

r

, берем первый угол, если по разные стороны – второй).

Найдем 
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Подставим все найденные значения в формулу (*). Получим окончательное выражение для площади параллелограмма:
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Итак 
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п.6 Задание геометрического места точек аналитическим условием на их координаты.

6.1. Вы уже знаете, что некоторые геометрические фигуры можно задать уравнением. Например: прямая задается (в прямоугольной системе координат) уравнением y=kx+b, а окружность с центром в точке M0(x0, y0) и  радиусом R, задается уравнением:                          (x-x0)2+(y-y0)2=R2. 

С другой стороны, геометрическую фигуру можно задать как геометрическое место точек, например: 

· множество точек, удаленных от данной точки на расстояние R (окружность),

· множество точек, равноудаленных от концов данного отрезка (серединный перпендикуляр к отрезку), 

· множество точек, равноудаленных от сторон угла (прямая, содержащая биссектрису  этого угла).

Ниже мы рассмотрим более сложные примеры геометрических мест точек.


Теперь подробнее остановимся на понятии “аналитическое условие”. Задать фигуру аналитическим условием, значит в некоторой системе координат найти уравнения или неравенства, которым удовлетворяют координаты точек этой фигуры. 

Рассмотрим пример.


6.2. Пример 5.

Система неравенств 
[image: image2620.wmf]î
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 задает на координатной плоскости квадрат, длины сторон которого равны двум, центр совпадает с началом координат, а стороны параллельны осям координат.


6.3. В геометрии можно рассматривать три основных задачи: 

· отыскание аналитических условий для некоторого геометрического места точек,

· определение по аналитическим  условиям вида и строения  геометрического места точек (что собой представляет данное множество, какая это фигура –окружность, отрезок, луч и т.п.),

· использование аналитических условий для исследования геометрических свойств фигуры.

В рамках данной статьи мы ограничимся рассмотрением нескольких примеров нахождения аналитических условий.

§ 3. Примеры решения задач
3.1. Даны координаты вершин треугольника АВС: А(1, 0), В(4, -3), С(12, 5). Точки М и N лежат на сторонах АВ и ВС соответственно и делят их в одинаковом отношении 1:2. Найдите координаты середины отрезка MN.

Решение: 

Из чертежа (рис. 7) и условия задачи следует, что 
[image: image2621.wmf]MB
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 и 
[image: image2622.wmf]NC
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=

. Найдем координаты точек М и N по формулам (2.2):
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Теперь, зная координаты концов отрезка MN, найдем координаты его середины:
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Ответ: 
[image: image2625.wmf]÷
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3.2. На сторонах треугольника АВС построены параллелограммы AKLB, BMNC и CPQA (рисунок 8). Можно ли составить треугольник из векторов 
[image: image2626.wmf]NP

LM

,

 и 
[image: image2627.wmf]QK

? 

Решение: 

Сумма векторов 
[image: image2628.wmf]0
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, так как они образуют замкнутый контур. Так как 
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 и 
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, то из первого равенства получаем, что 
[image: image2631.wmf]0
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. А из п. 3.1. следует, что эти векторы могут составить треугольник.

3.3. Не производя построение, определите, являются ли точки А (1, 2), В (6, -2), С (3, 4) и 

D (-12, 0) вершинами выпуклого четырехугольника.

Решение: 

Необходимым и достаточным условием того, что четырехугольник выпуклый, является то, что отрезки АС и BD – диагонали – пересекаются (рисунок 9). Составим параметрические уравнения отрезков АС и BD:
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Приравняем координаты 
[image: image2633.wmf]x

 и 
[image: image2634.wmf]y

, тогда мы получим два уравнения относительно неизвестных 
[image: image2635.wmf]1
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 и 
[image: image2636.wmf]2

t

. Найдем их решения. Если выполнены условия 
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, то точка пересечения прямых AC и BD лежит внутри обеих диагоналей, значит, диагонали пересекаются и четырехугольник – выпуклый. Если хотя бы одно условие нарушено, четырехугольник не выпуклый. Итак:
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Мы видим, что t1 не удовлетворяет условию  0<t1<1, значит четырехугольник – невыпуклый.

3.4. В равнобедренном треугольнике ABC AC=2a,  высота BH=h, BA=BC. На стороне AB лежит точка  M (AM:MB=1:2), на стороне BC точка - N (BN:NC=2:3). На прямой MN лежит центр окружности, касающейся сторон внешнего угла треугольника при вершине C. Найдите радиус этой окружности.

Решение:

1. Из чертежа (рисунок 11) видно, что центр искомой окружности лежит на пересечении прямой MN и биссектрисы внешнего угла треугольника при вершине С. 

2. Введем систему координат так: H – начало координат, HC – ось OX, HB – ось OY. Тогда координаты A(-a,0), B(0,h), C(a,0).

3. Используя формулы (2.2) деления отрезка в данном отношении, найдем координаты M((1=1/2) и координаты N((2=2/3):


M 
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4. Найдем вектор, лежащий на биссектрисе CO: для этого от точки С отложим вектор 
[image: image2647.wmf]CK

, длина которого равна 
[image: image2648.wmf]BC

. Тогда вектор 
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 лежит на биссектрисе CO (Подумайте, почему. Это вам пригодится при решении задачи № 3).

4.1. Найдем длину ВС: 
[image: image2651.wmf]2
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. Поэтому координаты 
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4.2. Координаты 
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, поэтому координаты 
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5. Перпендикуляр, опущенный из точки О на прямую АС с одной стороны равен радиусу искомой окружности, а с другой стороны – координате 
[image: image2655.wmf]y

 точки О. Поэтому наша задача сводится к отысканию координаты 
[image: image2656.wmf]y

 точки пересечения прямых MN и СО.
5.1. Составим параметрические уравнения прямой MN (см. 2.3):


[image: image2657.wmf](
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5.2. Найдем координаты точки L: Её радиус-вектор представляется как сумма 
[image: image2658.wmf]CL
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, откуда 
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5.3. Теперь составим уравнения прямой:


[image: image2660.wmf](
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Найдем, при каких 
[image: image2661.wmf]1

t

 и 
[image: image2662.wmf]2

t

 координаты точек прямых MN и CL совпадают, для этого в уравнениях этих прямых приравняем правые части:
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Умножим левую и правую части первого уравнения на 15, а во втором выразим  
[image: image2664.wmf]2
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 через 
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EMBED Equation.3[image: image2667.wmf]ï
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Выразим в первом уравнении 
[image: image2668.wmf]2
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 через 
[image: image2669.wmf]1
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[image: image2671.wmf]2
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[image: image2672.wmf]2
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[image: image2673.wmf]2
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В принципе, мы можем найти значение 
[image: image2674.wmf]2

t

, но нас оно не интересует. Теперь достаточно в уравнениях прямой (MN) найти координату у (это и есть искомый радиус):
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Отсюда 
[image: image2676.wmf]2
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Исследуем полученный ответ и дадим ему геометрическую интерпретацию:

1. Пусть 


[image: image2677.wmf]6

2

,

24

25

5

0

5

2

2

2

2

2

2

2

2

2

h

a

h

a

a

h

a

a

h

a

a

h

a

>

>

+

>

+

>

>

+

-


В этом случае прямые MN и CL пересекаются в первом квадранте (координата 
[image: image2678.wmf]0

>

y

) и окружность касается лучей СВ и СК (т.е. она вписана в угол ВСК).

2. Если вторая координата точки О отрицательна, то окружность касается луча СК и дополнения к лучу СВ (т.е. она вписана в угол, смежный углу ВСК).

3. Равенство 
[image: image2679.wmf]0
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 означает, что MN параллельна биссектрисе CL.

Таким образом, мы, имея один подход к решению задачи, смогли охватить сразу три разных случая, и дали их интерпретацию.

Замечание 1:

Как мог заметить читатель, для нас не являлось самоцелью полное решение полученной системы уравнений, мы вычислили только те значения (
[image: image2680.wmf]1

t

 и R), которые нам нужны для решения задачи.

Замечание 2:

При решении задачи координатным способом очень важно анализировать полученное решение и давать ему интерпретацию (т.е., например, выяснить, имеют ли полученные результаты геометрический смысл: вдруг появилась отрицательная площадь или косинус угла имеет значение больше единицы; исследовать, как изменение тех или иных параметров влияет на расположение рассматриваемых геометрических объектов, и т.п.).

3.5. На плоскости даны две точки F1 и F2. Найдите геометрическое место точек М, таких, что сумма расстояний от точки M до точек F1 и F2 равно постоянному числу 2a.

Решение: Введем на плоскости систему координат так, чтобы точки имели координаты (-c,0) и (c,0).  Пусть точка M имеет координаты (x,y). Расстояния от M до F1 и F2 
выразятся так: 
[image: image2681.wmf]2
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. Сложим два этих корня и приравняем эту сумму к 2a:
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Возведем обе части уравнения в квадрат, приведем подобные, сократим уравнение на 2, перенесем выражение, содержащее знак корня в правую часть, а a2 – в левую часть и еще раз возведем левую и правую части  полученного уравнения в квадрат. Получим:
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Раскроем скобки, упростим выражение и приведем подобные. В результате получим:


[image: image2685.wmf])

(

)

(

2

2

2

2

2

2

2

2

c

a

a

a

y

c

a

x

-

=

+

-

.

Обозначим 
[image: image2686.wmf]2
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 и разделим в последнем равенстве левую и правую часть на 
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[image: image2688.wmf]1
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. Фигура, задаваемая этим уравнением, называется эллипсом. Само же уравнение называют каноническим уравнением эллипса.  Точки F1 и F2  называют фокусами эллипса, отрезки  a и b (a>b) – полуосями эллипса.

Задание для самостоятельного решения

Необходимо решить предложенные ниже задачи, оформить их решения отдельно от заданий по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

М.10.11.1. Докажите, что прямая, проходящая через точку М1(х1; у1) и М2(х2; у2) может быть задана уравнением 
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Указание: в уравнениях (2.3) §2 выразите параметр t и приравняйте правые части.

М.10.11.2. Векторы 
[image: image2690.wmf]a
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 образуют угол, докажите, что вектор 
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 лежит на биссектрисе этого угла.

М.10.11.3. Даны координаты вершин треугольника: А(0; 1), В(1; 0), С(6; -3), найдите параметрические уравнения биссектрисы угла 
[image: image2693.wmf]Ù
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.

Указание: используйте результаты задач М.10.8.1 и М.10.8.3.

М.10.11.4. В условиях задачи 3.1.2 из §3 проверьте, могут ли векторы 
[image: image2694.wmf]MQ

,

LP

 и 
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 служить сторонами треугольника.

М.10.11.5. АВСD – ромб со стороной 2 см и углом при вершине А в 60(. Введите систему координат, поместив ее начало в т. А, направив ось ОХ по прямой АВ, а ось OY – перпендикулярно к АВ, в ту сторону, с которой лежит сам ромб. Найдите координаты всех вершин ромба и точки пересечения его диагоналей.

М.10.11.6. Точки А(7; -1) и С(3; 0) – противоположные вершины прямоугольника АВСD. Найдите координаты двух других вершин, если стороны прямоугольника параллельны координатным осям.

М.10.11.7. Окружности радиусов r и R касаются внешним образом, прямая а – их общая касательная. Найдите радиус окружности, которая касается двух данных и прямой а.

М.10.11.8. Докажите, что площадь параллелограмма, координаты всех вершин которого – целые числа, целое число.

М.10.11.9. Решите систему
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Указание: рассмотрите векторы с координатами (х; 
[image: image2697.wmf]2
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), тогда левые части уравнений системы есть координаты суммы двух этих векторов. Рассмотрите длины трех этих векторов и убедитесь (докажите), что два первых – равны.

М.10.11.10. Докажите, что все точки параболы 
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 обладают следующим свойством: расстояние от любой точки M параболы до точки F(0,p) равно расстоянию от точки M до прямой 
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(Точку F называют фокусом параболы, а прямую 
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- директрисой.)

М.10.11.11. Сколько точек с целочисленными координатами лежит внутри треугольника АВС  если вершины имеют координаты: А(1,-1), В(3,-8), С(11,6).
Математика, 11 класс

Колегаева Елена Михайловна 

ЗАДАЧИ НА НАХОЖДЕНИЕ НАИБОЛЬШЕГО И НАИМЕНЬШЕГО ЗНАЧЕНИЙ ФУНКЦИИ

В течение ряда лет в вариантах выпускных и вступительных работ по математике встречаются задачи, в решении которых применяется дифференциальное исчисление. Перечислим примерные типы таких задач. Это могут быть:

· задачи, связанные с исследованием функции и построением ее графика (в том числе при нахождении площади плоской фигуры);

· задачи на геометрический смысл первой производной (нахождение касательной к графику функции);

· задачи на нахождение наибольшего и наименьшего значения функции на отрезке (представляющие, как правило, наибольшую сложность, связанную с тем, что понятия наибольшего и наименьшего значения функции на отрезке часто путают с понятиями минимума и максимума).

Напомним ряд определений и выясним отличия в используемых понятиях.

Определение 1. Говорят, что функция 
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 достигает на множестве X своего наименьшего (наибольшего) значения в точке  
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Введем для наименьшего и наибольшего значений следующие  обозначения: 
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Рассмотрим различные случаи:

1. Пусть - отрезок. Имеет место теорема.

Теорема 1. Если функция 
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непрерывна на отрезке 
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, то она достигает на этом отрезке своих наименьшего  и наибольшего значений. 

Следствие. Если функция 
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дифференцируема на интервале 
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, то она достигает на отрезке 
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наибольшего и наименьшего  значений либо в точках экстремума, принадлежащих этому отрезку, либо на концах отрезка. (Смотри рисунок 1.)

Для функции, график которой изображен на рисунке 1, имеются две точки максимума (
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2. Пусть X – некоторый промежуток, на котором функция имеет единственную точку экстремума. Тогда имеет место теорема.

Теорема 2. Пусть 
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 - единственная точка экстремума функции 
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на множестве X. Тогда, если 
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 - точка минимума, то в этой точке функция достигает своего наименьшего значения. Если же 
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 - точка максимума, то в этой точке функция достигает своего наибольшего значения. 


Рассмотрим пример. На рисунке 2а 
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 - единственная точка минимума функции 
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[image: image2724.wmf](

)

+¥

¥

-

,

. Поэтому 
[image: image2725.wmf][

]

)

(

)

(

0

,

x

f

x

f

наим

=

+¥

¥

-

. 

На рисунке 2б 
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 - единственная точка максимума функции 
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3. Пусть 
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- периодическая непрерывная на интервале 
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 функция. Тогда имеет место теорема.

Теорема 3. Если 
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- периодическая непрерывная на интервале 
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 функция, то она достигает своего наибольшего значения в бесконечном числе точек максимума и наименьшего значения в бесконечном числе точек минимума. 

Например, на рисунке 3 
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Если же исследуемая функция 
[image: image2737.wmf])
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 не удовлетворяет условиям теорем 1-3, то будет полезно построить график этой функции и по графику выяснить, существуют ли точки с наибольшим и наименьшим значениями. Рассмотрим примеры.

Пример 1. Исследовать функцию на наибольшее и наименьшее значение на заданном промежутке Х. 
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Решение. Исследуемая функция дифференцируема и непрерывна на отрезке, поэтому можно применить теорему 1. 

а) Найдем производную: 
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б) Найдем стационарные точки (в них производная обращается в нуль).
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Точки 
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. Найдем значения функции в точке 
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 и на концах отрезка и выберем среди них наибольшее и наименьшее значения. Так как
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Пример 2. Найти наибольшее значение функции 
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Решение. Условия задачи подходят под условия теоремы 2. 

а) Найдем производную функции: 
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б) Найдем стационарные точки: 
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в) Составим таблицу.
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Рассмотрим теперь примеры использования метода нахождения наибольших и наименьших значений при решении других задач.

Задача 1. Нахождение области значений функции


Напомним, что геометрически область значений функции представляет из себя промежуток (или несколько промежутков) на оси 
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, являющийся проекцией графика этой функции на  данную координатную ось. Например, на рисунках 4а) и 4б) указаны области значений функции 
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Поэтому, если функция 
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 - непрерывна, то множество ее значений – это промежуток (открытый или замкнутый), левый конец которого равен наименьшему, а правый – наибольшему значениям функции в области ее определения.

Пример 3. Найти множество значений функции 
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Решение. Так как знаменатель 
[image: image2760.wmf]1
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всегда положителен (объясните, почему?), то областью определения функции является вся числовая ось и функция на ней везде непрерывна. Исследуем функцию на наибольшее и наименьшее значения.

а) Найдем производную: 
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б) Найдем точки возможного экстремума: 
[image: image2766.wmf]

EMBED Equation.3[image: image2767.wmf]0

)

(

=

¢

x

y

;  
[image: image2768.wmf]Û

=

-

0

1

2

x

  
[image: image2769.wmf].

1

,

1

2

1

-

=

=

x

x


в) Исследуем функцию на экстремум
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г) Построим для наглядности график функции

Ответ: область значений функции 
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б) Найдем значение функции в полученных точках и выберем из них самое большое и самое маленькое значение.
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Пример 5. (Выпускной экзамен по математике для классов с углубленным изучением математики) Найти множество значений функции 
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Подставив эти значения в (преобразованную) функцию 
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Задачи для самостоятельного решения

Необходимо решить предложенные ниже задачи, оформить их решения отдельно от заданий по другим предметам и выслать в адрес Хабаровской краевой заочной физико-математической школы.

М11.11.1. Исследовать функцию на наибольшее и наименьшее значения на данном промежутке.
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М11.11.2. Найти множество значений функции
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М11.11.3. Найти точку графика функции 
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М11.11.4. Из гранита нужно вырубить постамент в форме прямоугольного параллелепипеда, высота которого, должна быть равна диагонали основания, а площадь основания – 4 кв.м. При каких значениях сторон основания площадь поверхности постамента наименьшая.
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М11.11.6. Найти все значения а из промежутка 
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