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Мендель Виктор Васильевич

ПРОГРАММА И УЧЕБНЫЕ МАТЕРИАЛЫ ЭЛЕКТИВНОГО КУРСА по математике для учащихся 10-11 классов « КОНСТРУКЦИЯ  «треугольник-окружность» и ее применение в решении задач геометрии»

Пояснительная записка


При решении многих задач планиметрии возникают различные конфигурации, в которых участвуют треугольник и окружность. Знание наиболее распространенных комбинаций и их свойств позволяет получать короткие и красивые решения сложных на первый взгляд задач. К таким конструкциям  в первую очередь относятся «треугольник и описанная окружность», «треугольник и вписанная окружность», которые довольно подробно изучаются в школьном курсе, в меньшей степени изучаются конструкции «треугольник и вневписанная окружность», «треугольник и окружность, проходящая через две его вершины», «треугольник и окружность, касающаяся двух его сторон» и другие.  


Взгляд на планиметрию через призму конструкций дает учащимся возможность по-новому посмотреть на хорошо знакомый материал и связать его с новыми знаниями, укрепив их через практическое применение к решению задач.


Предлагаемый курс рассчитан в первую очередь на школьников 9-11 классов, обучающихся в классах естественно-математического, экономического и общеобразовательного профиля.


Цель данного курса: 

· познакомить слушателей с различными конструкциями, в которых участвуют треугольник и окружность и свойствами этих конструкций,

· научить находить эти конструкции в ходе исследования условий задачи и применять нужные свойства для получения решения.

Требования к уровню усвоения содержания курса


По окончании курса слушатели должны знать:

· основные конструкции, описанные выше и связанные с ними факты и теоремы, 

· ряд вспомогательных конструкций: «треугольник и секущая», «окружность и касательная», «треугольник и точка», «окружность и секущая» и их свойства.


Слушатели должны уметь:

· определять, какие конструкции возникают в геометрических задачах,

· применять подходящие свойства этих конструкций для поиска решения.

Объем курса: предлагаемый курс рассчитан на 20 часов 
Тематическое планирование

	№

п/п
	Темы занятий
	Количество часов

	
	Часть 1. Вспомогательные конструкции и их свойства
	4

	1. 
	Треугольник и секущая, теорема Менелая
	

	2. 
	Треугольник и точка, теорема Чевы
	

	3. 
	Вписанный угол. Теорема синусов.
	

	4. 
	Окружность и касательная,  окружность и секущая. Теоремы о свойствах секущих.
	

	
	Часть 2. Основные конструкции
	6

	5. 
	Треугольник и описанная окружность. Частные случаи: прямоугольный, равнобедренный и равносторонний треугольник.
	

	6. 
	Треугольник и вписанная (вневписанная) окружность. Частные случаи: прямоугольный, равнобедренный и равносторонний треугольник. Расстояние между центрами описанной и вписанной (вневписанной)  окружностей.
	

	7. 
	Окружность, проходящая через две вершины треугольника.
	

	8. 
	Окружность, касающаяся двух сторон треугольника.
	

	
	Часть 3. Примеры решения задач
	10

	Итого
	20


Текст пособия
КОНСТРУКЦИЯ – «треугольник-окружность» и ее применение в решении задач геометрии

Введение


При решении многих задач планиметрии возникают различные конфигурации, в которых участвуют треугольник и окружность. Знание наиболее распространенных комбинаций и их свойств позволяет получать короткие и красивые решения сложных на первый взгляд задач. К таким конструкциям  в первую очередь относятся «треугольник и описанная окружность», «треугольник и вписанная окружность», которые довольно подробно изучаются в школьном курсе, в меньшей степени изучаются конструкции «треугольник и вневписанная окружность», «треугольник и окружность, проходящая через две его вершины», «треугольник и окружность, касающаяся двух его сторон» и другие.  

Взгляд на планиметрию через призму конструкций дает нам возможность по-новому посмотреть на хорошо знакомый материал, связать его с новыми знаниями, укрепив их через практическое применение к решению задач.



Цель данного курса: 
· познакомить слушателей с различными конструкциями, в которых участвуют треугольник и окружность и свойствами этих конструкций,

· научить находить эти конструкции в ходе исследования условий задачи и применять нужные свойства для получения решения.
Часть 1. Вспомогательные конструкции и их свойства

В этой части мы рассмотрим некоторые важные конфигурации, в которых участвуют треугольник, окружность, прямая или угол.

Треугольник и секущая, теорема Менелая


Секущей будем называть прямую, которая пересекает некоторую геометрическую фигуру: треугольник, окружность, угол и т.п. Иногда удобно брать не только точки пересечения фигуры и секущей, но и некоторые дополнительные точки: например, точку пересечения прямой, на которой лежит сторона треугольника и секущей.
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Рассмотрим секущую треугольника. К ней относится одна замечательная теорема: теорема Менелая, которая связывает отношения длин отрезков, на которые секущая делит стороны треугольника.
Теорема Менелая. Пусть [image: image1.wmf]ABC
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 пересечен прямой, не параллельной стороне АC и пересекающей две его стороны АB и ВС соответственно в точках C1 и А1, а прямую АC  в точке B1  тогда
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Справедлива также обратная теорема Менелая. 

Теорема, обратная теореме Менелая. В треугольнике АВС точки А1, В1, С1 принадлежат прямым ВС, АС, АВ соответственно, тогда если 
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 то точки А1, В1, С1 лежат на одной прямой.

Упражнение 1. Докажите теорему Менелая. (Указание: опустите на секущую перпендикуляры из вершин треугольника и рассмотрите пары получившихся подобных прямоугольных треугольников. Заменив в (1)  отношения гипотенуз на отношения соответствующих катетов и выполнив сокращения, получите нужный результат.)
Упражнение 2. Докажите теорему, обратную теореме Менелая. (Указание: воспользуйтесь методом «от противного». Предположите, что, например, точка A1 не лежит на секущей. Тогда секущая пересечет сторону BC  в некоторой точке A2, для которой выполнена прямая теорема Менелая. Далее самостоятельно получите противоречие.)

Треугольник и точка, теорема Чевы


Второй интересной конструкцией, которую мы рассмотрим, является треугольник, у которого три отрезка, проведенных из вершин на противоположные стороны или их продолжения, пересекаются в одной точке.


Свойства этой конструкции описывает теорема Чевы.
Теорема Чевы. В произвольном треугольнике АВС  на сторонах ВС, СА, АВ или их продолжениях взяты соответственно точки А1, В1, С1. Если прямые АА1, ВВ1, СС1 пересекаются в некоторой внутренней точке Z треуголь​ника АВС то выполнено условие
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Так же, как и в случае теоремы Менелая, для теоремы Чевы справедливо обратное утверждение.
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Теорема, обратная теореме Чевы. Если в произвольном треугольнике АВС  на сторонах ВС, СА, АВ или их продолжениях взяты соответственно точки А1, В1, С1, для которых выполнено условие
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то прямые АА1, ВВ1, СС1 пересекаются в одной точке.

Упражнение 3. Докажите теорему Чевы. (Указание: попробуйте записать условие теоремы Менелая для треугольников ABB1 и B1BC и секущих CC1 и AA1, а затем исключите из этих равенств «лишние» отрезки.)
Упражнение 4. Докажите теорему, обратную теореме Чевы. (Указание: вновь используйте метод доказательства «от противного».)

Вписанный угол. Теорема синусов 


Свойства угла, вписанного в окружность, подробно изучаются в школьном курсе геометрии. Тем не менее, эта конструкция достойна отдельного упоминания, так как из нее можно получить очень полезное доказательство теоремы синусов.
Теорема о вписанном угле. Величина угла, вписанного в окружность, равна половине величины центрального угла, опирающегося на ту же дугу.

Теорема синусов. В произвольном треугольнике отношения длин сторон треугольника к синусам противолежащих углов есть постоянная величина, равная диаметру описанной вокруг этого треугольника окружности.
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Упражнение 5. Докажите теорему синусов. (Указание: воспользуйтесь рисунком и выразите длину хорды (стороны треугольника) через радиус окружности и величину центрального угла.)
Окружность и касательная,  окружность и секущая. Теоремы о свойствах секущих
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Вспомогательная конструкция «окружность – секущая» часто встречается в разных задачах. Более того, она связана с важным понятием «степень точки относительно окружности». Подробно об этом можно прочитать в методической разработке по математике для слушателей летней школы ХКЗФМШ-2005.

Мы рассмотрим только несколько конструкций, которые для удобства собраны на одном чертеже.

Перечислим некоторые их свойства.
Свойство 1. Длины отрезков касательных, проведенных к одной окружности из одной точки M равны (MT2=MO2-R2).

Свойство 2. Произведения отрезков двух секущих к одной окружности равны (MA(MB= MC(MD).

Свойство 3. Произведение отрезков внешней секущей равно квадрату отрезка касательной, проведенной из той же точки (MA(MB=MT2=MO2-R2).

Далее рассмотрим случай, когда точка расположена внутри окружности.

Свойство  4.  (аналог свойства 2)  Произведения отрезков двух секущих к одной окружности равны (MA(MB= MC(MD).
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Свойство 5. (аналог свойства 3) Произведение отрезков внутренней секущей равно разности квадратов радиуса и расстояния от точки до центра окружности (MA(MB=  R2-MO2).

Упражнения 6 – 10.  Докажите свойства 1-5.
Часть 2. Основные конструкции


В этой части мы рассмотрим основные конструкции, которые образуют треугольник и окружность.
Треугольник и описанная окружность


Центр описанной окружности лежит на пересечении серединных перпендикуляров к сторонам треугольника. 


У остроугольного треугольника эта точка находится внутри, у прямоугольного – на середине гипотенузы, а у тупоугольного – вне треугольника.

Упражнение 11. Докажите, что если два треугольника имеют общую сторону, то прямая, проходящая через центры описанных окружностей этих треугольников делит такую сторону пополам (проходит через середину стороны).

Из теоремы о вписанном угле следует, что из центра описанной окружности каждая сторона видна под углом, в два раза большем, чем противолежащий угол треугольника. Используйте это свойство для решения следующего упражнения.
Упражнение 12. Выразить стороны треугольника через его углы и радиус описанной окружности.

Упражнение 13. Докажите для произвольного треугольника следующую формулу: 
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, здесь a, b и c – стороны, R – радиус описанной окружности, S – площадь треугольника. (Указание: используйте выражение для стороны c из предыдущего упражнения и формулу для площади треугольника 
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 Частные случаи: прямоугольный, равнобедренный и равносторонний треугольник

Как уже отмечалось выше, у прямоугольного треугольника центр описанной окружности лежит на середине гипотенузы. Отсюда следует, что радиус описанной вокруг прямоугольного треугольника окружности равен половине его гипотенузы.


Справедлива также следующая теорема.

Теорема. Если радиус описанной окружности некоторого треугольника равен половине длины одной из его сторон, то этот треугольник – прямоугольный.
Упражнение 14. Докажите теорему. (Указание: покажите, что центр описанной окружности лежит на середине стороны треугольника, и найдите синус противоположного угла с помощью теоремы синусов.)
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Рассмотрим теперь равнобедренный треугольник. Так как высота, проведенная к основанию такого треугольника, одновременно является серединным перпендикуляром и биссектрисой, то центр описанной окружности лежит на высоте (или ее продолжении).
Упражнение  15. Выразите отношение радиуса описанной окружности равнобедренного треугольника к его высоте через угол при вершине этого треугольника.
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Рассмотрим, наконец, равносторонний или правильный треугольник. В этом треугольнике высоты являются медианами, биссектрисами и серединными перпендикулярами. Поэтому центр описанной окружности совпадает с точкой пересечения медиан.

Так как точка пересечения медиан делит каждую из них в отношении 2 к 1 считая от вершины, то радиус описанной окружности равен двум третьим от высоты. Таким образом, 
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, где a – сторона треугольника.
Упражнение 16. Выразите высоту, сторону и площадь равностороннего треугольника через радиус описанной окружности.
Треугольник и вписанная (вневписанная) окружность
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Центр вписанной окружности лежит на пересечении биссектрис внутренних углов треугольника. Радиус этой окружности и точки касания можно определить, опустив перпендикуляр из центра на сторону. Довольно распространенной является такая ошибка: за точку касания окружности и стороны принимают точку пересечения стороны и биссектрисы.


Рассмотрим некоторые свойства вписанного треугольника. 
[image: image396.wmf])
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Пусть x, y, z – отрезки, на которые точки касания вписанной окружности делят стороны треугольника. Эти отрезки можно выразить через стороны треугольника, решив следующую систему уравнений:

[image: image9.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

=

+

=

+

.

b

z

x

a

z

y

c

y

x


Получим:
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Упражнение 17. Докажите, что отрезки, соединяющие вершины треугольника с точками касания вписанной окружности, лежащими на противоположных сторонах, пересекаются в одной точке.

Если вписанные окружности всем хорошо знакомы, то  вневписанными встречаются реже. Поясним, чем они отличаются от вписанных. 


Итак, центр вневписанной окружности лежит вне треугольника. Это точка пересечения биссектрис одного внутреннего и двух внешних углов треугольника. 
Вневписанная окружность касается одной стороны и продолжений двух других сторон треугольника. Для треугольника существует три  вневписанных окружности. (На рисунке изображены вписанная и вневписанная окружности. Хорошо видно, что точки касания этих окружностей со стороной треугольника не совпадают.)
[image: image397.jpg]Cy,

A1




Упражнение 18. Выразите длины отрезков касательных, проведенных из вершин треугольника к вневписанной окружности, через длины сторон этого треугольника. (Указание: используйте метод, который был применен к вписанной окружности.) 
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Найдем выражения для радиусов вписанной и вневписанных окружностей. Начнем со случая вписанной окружности. « Разрежем» треугольник на три треугольника так, как показано на рисунке. Каждый из них имеет высоту, равную радиусу вписанной окружности. Сумма площадей трех треугольников равна площади большого:
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Отсюда легко получить формулу для вычисления радиуса вписанной окружности:
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Радиусы вневписанных окружностей можно получить аналогично. Представим площадь треугольника ABC так:
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Далее применим те же рассуждения, что и ранее. В результате получим следующую формулу:
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Упражнение 19.  Докажите, что прямые, соединяющие вершины треугольника с точками касания сторон или продолжений сторон этого треугольника с вневписанной окружностью, пересекаются в одной точке. (Указание: используйте теорему Чевы.)

 Расстояние между центрами описанной и вписанной (вневписанной)  окружностей


Замечательный математик Леонард Эйлер вывел замечательную формулу, выражающую расстояние между центрами описанной и вписанной (вневписанной) окружностей треугольника. Вот она: 
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 - для вписанной, и 
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- для вневписанной окружности.

Между прочим, из первой формулы следует, что радиус вписанной окружности не менее чем в два раза меньше радиуса описанной окружности. Как мы увидим ниже, равенство выполняется только для равностороннего треугольника.
 Частные случаи: прямоугольный, равнобедренный и равносторонний треугольник

 Для прямоугольного треугольника имеется очень изящная формула, выражающая радиус вписанной окружности через его стороны: 
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Упражнение 20. Докажите эту формулу. (Указание: покажите, что точки CA1JB1 являются вершинами квадрата, сторона которого равна радиусу вписанной окружности и примените формулы, выражающие отрезки касательных через стороны треугольника.)


Для радиуса вписанной окружности равнобедренного треугольника можно получить простое выражение через основание и угол при нем (смотри чертеж):
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Окружность, проходящая через две вершины треугольника


Чаще всего в геометрических задачах встречается конфигурация, в которой окружность проходит только через две вершины треугольника, при этом вторично пересекая две его стороны. В такой конструкции появляются два подобных треугольника ABC и AML, у которых соответственные стороны ML и BC – не параллельны.

Рассмотрим некоторые примеры, в которых появляется такая конструкция.

Пример 1. Окружность, проходящая через две вершины и основания двух высот треугольника (В этом случае сторона AC будет диаметром окружности).
[image: image402.jpg]



В этой конфигурации коэффициент подобия треугольников равен косинусу угла при третьей вершине: 
[image: image19.wmf]A

k

Ð

=

cos

.
[image: image403.jpg]AvaS

o



Упражнение 21. Докажите сформулированное выше утверждение. (Указание: выразите отрезки AM и AL через стороны треугольника и угол A.)

Взглянем на эту же конструкцию с другой стороны. 

Пример 2. Пусть одна из сторон треугольника (например, BC) является диаметром окружности, а L и M точки пересечения окружности с двумя другими сторонами. Тогда из этих точек диаметр окружности виден под прямым углом.
Нетрудно увидеть, что отрезки BM и CL являются высотами треугольника.
Упражнение 22. Окружность, диаметром которой служит одна из сторон треугольника, пересекает другую сторону в точке, являющейся ее серединой. Докажите, что данный треугольник – равнобедренный.

Окружность, касающаяся двух сторон треугольника
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На математических олимпиадах нередко предлагаются задачи, в которых рассматриваются либо угол и вписанная в него окружность, либо равнобедренный треугольник, касающийся некоторой окружности в двух своих вершинах. При этом обычно присутствует еще один элемент: секущая угла, касающаяся окружности в некоторой точке. Наблюдательный читатель уже заметил, что описанная здесь конструкция – ни что иное, как треугольник и вневписанная окружность.


При решении задач бывает полезно следующее свойство, которое кажется очевидным: длина отрезка DE равна сумме длин отрезков DB и EC. 
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Окружность, касающаяся одной из сторон треугольника в вершине

[image: image406.png]



Так как угол между хордой и касательной к окружности равен половине центрального угла, опирающегося на хорду, то изображенные на чертеже треугольники ABD и ABC имеют равные углы при вершинах B и C соответственно. А если учесть, что угол при вершине A у них общий, то нетрудно заметить, что два этих треугольника подобны. 
Упражнение 23.  Дайте строгое доказательство сформулированного выше утверждения.

Еще раз о высотах треугольника


Через точку пересечения высот треугольника (ортоцентр), основания двух высот и третью вершину проходит окружность. Отрезок AH является диаметром этой окружности.
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Рассмотрим теперь сразу две окружности, проходящие через основания высот.
Упражнение 24. Докажите, что прямая O1O2 перпендикулярна прямой C1B1.
Продолжение темы о двух окружностях


С парой пересекающихся окружностей и треугольником связан ряд интересных конфигураций. 
Первая конструкция. Две окружности пересекаются в точках A и B. Через точку B проведена секущая CD. 

Упражнение 25. Докажите, что какая бы не была взята секущая, будут получаться подобные треугольники ACD. 

Вторая конструкция. Две окружности пересекаются в точках A и B. CD – отрезок общей касательной к этим окружностям. 
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Упражнение 26. Исследуйте свойства треугольника ACD. (Смотри чертеж.)
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Упражнение 27. Выразите стороны треугольника ACD через радиусы окружностей и длину хорды AB.
Задачи для самостоятельного решения

1. Две окружности внешне касаются в точке А, ВС - их общая внешняя касательная. Доказать, что 
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2. Две окружности пересекаются в точках А и В. Точки А и В лежат по разные стороны от прямой l, которая пересекает окружности соответственно в точках С, D, Е и М. Доказать, что сумма углов DBE и САМ равна 180°.

3. Две окружности пересекаются в точках А и В. Прямые l1 и l2 параллельны, причем l1 проходит через точку А и пересекает окружности в точках Е и К, а l2 про​ходит через точку В и пересекает окружности в точках М и Р. Доказать, что четырехугольник ЕКМР - параллелограмм.

4. Из точки М проведены к окружности с центром в точке О касательные МА и МВ. Прямая l касается окружности в точке С и пересекает МА и МВ соответственно в точках D и Е. Доказать, что: а) периметр треугольника MDE не зависит от Выбо​ра точки С; б) угол DOE не зависит от выбора точки С.

5. Точки А, В, С и D делят окружность на части, отношение которых 1 : 3 : 5 : 6. Найти углы между касательными к окружности, проведенными в точках А, В, С и D.

6. Две равные окружности внешне касаются друг друга и третьей окружности, радиус которой равен 8 см. Отрезок, соединяющий точки касания двух равных ок​ружностей с третьей, равен 12 см. Найти радиусы равных окружностей.

7. Общая хорда двух пересекающихся окружностей равна а и служит для одной окружности стороной правильного вписанного шестиугольника: а для другой ​вписанного квадрата. Найти расстояние между центрами окружностей.


8. Две окружности радиусами, и R касаются внешним образом. Найти дли​ну их общей внешней касательной.


9. Две окружности радиусами r и R касаются внешним образом. Прямая 1 пересекает окружности в точках А, В, С и D так, что АВ = ВС = CD. Найти AD.

10. Две окружности, радиусы которых относятся как 1 : 3, касаются внешним образом, длина их общей внешней касательной 
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 см. Найти периметр фигуры, образованной внешними касательными и внешними дугами окружностей.


11. Из внешней точки к окружности проведены секущая длиной 48 см и каса​тельная, длина которой составляет 
[image: image22.wmf]3
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 от внутреннего отрезка секущей. Найти ра​диус окружности, если известно, что секущая удалена от центра на расстояние 24 см.


12. Общая внешняя касательная двух внешне касающихся окружностей составляет с линией центров угол а. Найти отношение радиусов.

13. Из точки А, расположенной вне круга с центром О, проведены секущие АВС и АМК (В и М - ближайшие к А точки окружности, лежащие на секущих). Найти ВС, если известно, что 
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 и секущая АМК проходит через центр окружности.

14. Две окружности пересекаются в точках А и В. Через точку А проведены отрезки АС и AD, каждый из которых, являясь хордой одной окружности, касается другой окружности. Доказать, что АС2 . BD = AD2 . BС.

15. АВ и CD - взаимно перпендикулярные пересекающиеся хорды окружно​сти радиуса R. Доказать, что АС2 + BD2 = 4R2.

16. Доказать, что сумма квадратов расстояний от точки М, взятой на диаметре окружности, до концов любой из параллельных этому диаметру хорд есть для дан​ной окружности постоянная величина.

17. Две окружности внешне касаются в точке С, АВ - их общая внешняя ка​сательная. Найти радиусы, если АС = 8 см, ВС = 6 см.

18. Окружности радиусами R и 
[image: image24.wmf]2
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 касаются внешним образом. Из центра мень​шей окружности под углом 30° к линии центров проведен отрезок длиной 2R. Найти длины тех частей отрезка, которые лежат вне окружностей.

19. Окружности радиусами а и b имеют внутреннее касание (а < b), причем центр большей окружности лежит вне меньшей окружности. Хорда АВ большей окружности касается меньшей окружности и образует с общей касательной к окруж​ностям угол 
[image: image25.wmf]a

. Найти АВ.

20. В правильном треугольнике АВС на сторонах АВ и АС взяты точки М и К так, что  АМ : МВ = 2 : 1, АК : КС = 1 : 2. Доказать, что отрезок КМ равен радиусу окружности, описанной около треугольника АВС.

21. Около треугольника АВС (АВ = ВС) описана окружность. Биссектрисы углов А и С при продолжении пересекают окружность в точках К и Р, а друг друга в точке Е. Доказать, что четырехугольник ВКЕР - ромб.

22. AD и СЕ - биссектрисы треугольника АВС. Окружность, описанная око​ло треугольника BDE, проходит через центр окружности, вписанной в треугольник АВС. Доказать, что 
[image: image26.wmf]Ð

ABC = 60°.

23. Доказать, что центр окружности, вписанной в треугольник, лежит внутри треугольника, образованного средними линиями данного треугольника.

24. Прямая l касается окружности, описанной около треугольника АВС, в точке С. Доказать, что квадрат высоты СН треугольника АВС равен произведению расстояний точек А и В от прямой l.

25. Найти углы треугольника, если известно, что центры его вписан​ной и описанной окружностей симметричны относительно одной из сторон треуголь​ника.

26. Основание равнобедренного треугольника 2а, высота h. К окружности, вписанной в треугольник, проведена касательная, параллельная основанию. Найти длину отрезка этой касательной, заключенного между боковыми сторонами треуголь​ника.

27. В прямоугольном треугольнике точка касания вписанной окружности де​лит гипотенузу на отрезки 24 и 36 см. Найти катеты.

28. В прямоугольном треугольнике один катет равен 48 см, а проекция другого катета на гипотенузу равна 3,92 см. Найти длину вписанной окружности.

29. В прямоугольном треугольнике с катетами 18 и 24 см найти расстояние меж​ду центрами вписанной и описанной окружностей.

30. В равнобедренном треугольнике высота, проведенная к основанию, в 1,5 ра​за меньше радиуса описанной окружности. Найти угол при основании.

31. Найти радиус окружности, описанной около треугольника со сторонами а и b и углом 
[image: image27.wmf]g

между ними.

32. В равнобедренном треугольнике основание равно b, угол при основании а. К окружности, вписанной в треугольник, проведена касательная, параллельная ос​нованию. Найти длину отрезка этой касательной, заключенного между боковыми сторонами треугольника.

33. В равнобедренном треугольнике отношение радиусов вписанной и описан​ной окружностей равно k. Найти углы треугольника.

34. Доказать, что для любого прямоугольного треугольника справедливо неравенство 0.4< 
[image: image28.wmf]h

r

< 0.5, где r - радиус вписанной окружности, а  h - высота, опущенная на гипотенузу.

35. Доказать, что окружность, описанная около треугольника, равна окруж​ности, проходящей через две его вершины и ортоцентр.

36. В окружность вписан правильный треугольник АВС. На дуге ВС взята произвольная точка М и проведены хорды АМ, ВМ и СМ. Доказать, что АМ =ВМ+СМ.

37. Доказать, что сумма квадратов расстояний от произвольной точки окруж​ности до вершин вписанного в нее правильного треугольника есть величина постоянная, не зависящая от положения точки на окружности.

38. В окружность вписан равнобедренный треугольник АВС (АВ = ВС). На дуге АВ взята произвольная точка К и соединена хордами с вершинами треуголь​ника. Доказать, что АК.KC = AB2 – KB2.

39. В остроугольном треугольнике со сторонами а, b и с из центра описанной окружности опущены перпендикуляры на стороны. Длины этих перпендикуляров  равны соответственно т, п и р. Доказать, что 
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40. Доказать, что основания перпендикуляров, опущенных на стороны треугольника, или на продолжения сторон из произвольной точки описанной около треугольника окружности, лежат на одной прямой.

41. Доказать, что если а и b - стороны треугольника, l - биссектриса угла между ними и а', b' - отрезки, на которые биссектриса делит третью сторону, то l2=ab - а' b' .

42. Доказать, что радиус описанной около треугольника окружности, прове​денный в одну из вершин треугольника, перпендикулярен прямой, соединяющей ос​нования высот, проведенных из двух других вершин треугольника.

43. Около треугольника АВС описана окружность. Через точку В проведена касательная к окружности до пересечения с продолжением стороны СА за точку А в точке D. Найти периметр треугольника  АВС, если АВ+AD =АС, CD =3, 
[image: image30.wmf]Ð

BAC = 60о.

44. В окружность радиуса R вписан правильный треугольник АВС. Хорда BD пересекает АС в точке Е так, что АЕ : СЕ = 2 : 3. Найти CD.

45. В трапеции ABCD биссектриса угла А пересекает основание ВС (или его продолжение) в точке Е. В треугольник АВЕ вписана окружность, касающаяся сто​роны АВ в точке М и стороны ВЕ в точке Р. Найти угол BAD, если известно, что АВ : МР = 2.

46. Гипотенуза прямоугольного треугольника делится точкой касания вписан​ной окружности на отрезки, отношение которых равно k (k > 1). Найти углы тре​угольника.

47. Найти угол при основании равнобедренного треугольника, если известно, что его ортоцентр лежит на вписанной окружности.

48. Отрезки AD, ВМ и СР - медианы треугольника АВС. Окружность, опи​санная около треугольника DMC, проходит через центроид треугольника АВС. Доказать, что 


[image: image31.wmf]Ð

ABM= 
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, а 
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BAD = 
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PCA.
49. В прямоугольный треугольник вписана полуокружность так, что ее диа​метр лежит на гипотенузе, а центр делит гипотенузу на отрезки 15 и 20 см. Найти радиус полуокружности.

50. Окружность проходит через вершину А прямоугольного треугольника АВС, касса-ется катета ВС и имеет центр на гипотенузе АВ. Найти ее радиус, если АВ = с, ВС = а.

51. На катете ВС прямоугольного треугольника АВС как на диаметре построе​на окружность, пересекающая гипотенузу АВ в точке D так, что AD : DB = 3 : 1. Найти стороны треугольника АВС, если высота, проведенная к гипотенузе, равна 3 см.

52. Стороны треугольника равны а и b, угол между ними 1200. Найти радиус окружности, проходящей через две вершины третьей стороны и центр вписанной в данный треугольник окружности.

53. Окружность проходит через вершины А и В треугольника АВС и касается стороны ВС в точке В. Сторона АС делится окружностью на части АМ и МС так, что АМ = МС + ВС. Найти ВС, если АС = 4 см.

54. На стороне АВ треугольника АВС как на диаметре построена окружность, пересекающая сторону ВС в точке D. Найти АС, если известно, что CD = 2 см и 

АВ = ВС = 6 см.

55. На стороне АВ треугольника АВС как на диаметре построена окружность, пересекающая АС в точке D и ВС в точке Е. Найти АС и ВС, если известно, что АВ=3 см,  AD : DC = 1 : 1 и ВЕ : ЕС = 7 : 2.

56. Отрезок BD - высота треугольника АВС, а DE - медиана треуголь​ника BCD. В треугольник BDE вписана окружность, касающаяся стороны ВЕ в точке К и стороны DE в точке М. Найти углы треугольника АВС, если АВ  = ВС = 8 см, КМ = 2 см.

57. В треугольнике АВС проведены высота AD и окружность с центром в точ​ке А и радиусом AD. Найти длину дуги этой окружности, лежащей внутри треуголь​ника, если ВС = а, 
[image: image35.wmf]Ð

В =
[image: image36.wmf]b

, 
[image: image37.wmf]Ð

С = 
[image: image38.wmf]g

.
58. Доказать, что радиус окружности, касающейся гипотенузы и продолже​ний катетов прямоугольного треугольника, равен сумме длин гипотенузы и радиуса окружности, вписанной в треугольник.

59. Биссектрисы AD и СК треугольника АВС пересекаются в точке О, KD = = 1 см. Найти углы и две другие стороны треугольника KDO, если известно, что точка В лежит на окружности, описанной около треугольника KDO.


60. Окружность касается сторон АС и ВС треугольника АВС и имеет центр на АВ. Найти радиус окружности, если АС = 48 см, ВС = 140 см, АВ = 148 см.

61. В треугольнике АВС точка D - середина АС, точка Е - середина ВС, окружность, описанная около треугольника CDE, проходит через центроид треуголь​ника АВС. Найти длину медианы СК, если АВ = с.

62. Найти зависимость между сторонами а, b и с треугольника АВС, если из​вестно, что вершина С, центроид М и середины сторон АС и ВС лежат на одной окружности.


63. В равнобедренный треугольник АВС с углом В, равным 120o, вписана полу​окружность радиуса (
[image: image39.wmf]21
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) см с центром на АС. К полуокружности про​ведена касательная, пересекающая боковые стороны АВ и ВС в точках соответствен​но D и Е. Найти BD и ВЕ, если DE = 2 
[image: image40.wmf]7

см.

64. В треугольнике АВС известны стороны: АВ = ВС = 39 см, АС = 30 см. Проведены высоты AD и ВЕ. Найти радиус окружности, проходящей через точки D и Е и касающейся стороны ВС.

65. В треугольнике АВС проведены высоты CD и АЕ. Около треугольника BDE описана окружность. Найти длину дуги этой окружности, лежащей внутри треугольника АВС, если АС = b, 
[image: image41.wmf]Ð

АВС =
[image: image42.wmf]b

.

Колегаева  Елена Михайловна
ПРОГРАММА И УЧЕБНЫЕ МАТЕРИАЛЫ ЭЛЕКТИВНОГО КУРСА по математике для учащихся 10-11 классов «Применение свойств функций для решения нестандартных задач»
Пояснительная записка


Большое количество математических методов основано на применении свойств функций. С функциями, или функциональными зависимостями, человек встречается постоянно в своей профессиональной, учебной и другой деятельности. Задачи экономики, оптимального управления и многие другие  требуют описания и исследования функциональных зависимостей между переменными и параметрами реальных процессов. В последние годы математическое моделирование широко используется во многих областях, а это требует основательной подготовки будущих специалистов, а ныне – школьников в области математического анализа. Поэтому в программу ЕГЭ включено большое количество задач, требующих понимания основных свойств функций и умения использовать эти свойства при решении уравнений, неравенств или задач, содержащих  неизвестный параметр. 

Задачи курса

Основной задачей представленного курса «Применение свойств функций для решения нестандартных задач» является:

· систематизация изученного на протяжении ряда лет учебного материала, посвященного основным элементарным  функциям,
· изучение методов решения нестандартных задач, использующих свойства функций. 
Подробно исследуется квадратный трехчлен и его график – парабола, расположение параболы и ее корней в зависимости от параметров. Решаются задачи разные типы задач с параметром. Освоение предложенного курса поможет школьникам в подготовке к олимпиадам и к ЕГЭ.
Требования к уровню усвоения содержания курса

В результате освоения программы курса учащиеся должны знать:
· Основные элементарные функции и их характеристики (область определения, множество значений, вид графика),
· Основные свойства функций: монотонность,  четность и нечетность, периодичность, ограниченность,

Должны уметь применять эти знания:

· При решении уравнений и неравенств, 

· Нестандартных задач,

· Для построения и исследования графиков функций. 
Объем курса: предлагаемый курс рассчитан на 20 часов 
Тематическое  планирование
	№
	Тема
	Кол-во часов

	1. 
	Понятие функции. Область определения, множество значений, график функции
	2

	2. 
	Основные свойства функций – четность, нечетность, периодичность, монотонность, ограниченность
	2

	3. 
	Решение основных типов задач
	4

	4. 
	Исследование квадратного трехчлена в зависимости от его коэффициентов
	2

	5. 
	Исследование расположения параболы и ее корней в зависимости от параметров
	2

	6. 
	Решение задач, содержащих неизвестный параметр
	4

	7. 
	Решение уравнений, содержащих различные типы функций в правой и левой частях
	4

	Итого
	20 часов


Текст пособия

1. Основные понятия

Определение. Функцией f, действующей из множества X действительных чисел, называется закон, по которому каждому элементу x, 
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 ставится в соответствие единственный элемент 
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Множество X называется областью определения функции 
[image: image45.wmf](
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, множество Y, состоящее из всех значений функции, называется множеством значений функции. Тот факт, что задана функция f с областью определения X и множеством значений Y, часто записывают в следующей форме:
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Замечание. Если функция задана формулой, то говорят, что она задана аналитическим способом. Кроме аналитического способа, функцию можно задать графически, таблично, описательно и т.д.

Определение. Графиком функции 
[image: image48.wmf](

)

x

f

y

=

 называется множество точек плоскости 
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, где 
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[image: image52]  

[image: image53]
Область определения функции может быть указана при задании функции. В противном случае функция считается заданной на ее естественной области, которая  называется областью существования функции и определяется как множество всех значений x, для каждого из которых выражение  
[image: image54.wmf](
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Например, рассмотрим функцию, заданную аналитически 
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. Если задать область определения 
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 и графиком является часть гиперболы (рис. 1.а) Если же область определения не задана, то функция рассматривается на всей области существования 
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. В этом случае множество значений 
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 и графиком является гипербола (рис. 1.б)

2. Основные свойства функций

1) Четность, нечетность 

Определение. Функция 
[image: image60.wmf](
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 называется четной, если ее область определения X является симметричным относительно начала координат промежутком и для любого 
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Определение. Функция 
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 называется нечетной, если ее область определения X является симметричным относительно начала координат промежутком и для любого 
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Функция, не являющаяся четной или нечетной, называется функцией общего вида.

2) Монотонность

Определение. Функция 
[image: image66.wmf](
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 называется монотонно возрастающей на промежутке U, если для любых  
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 выполняется неравенство 
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Определение. Функция 
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 называется монотонно убывающей на промежутке U, если для любых  
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 выполняется неравенство 
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3) Экстремумы

Определение. Точка 
[image: image72.wmf]1
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 называется точкой максимума функции 
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Замечание. Значение функции в точке максимума является наибольшим значением функции на промежутке  U, но не обязательно является наибольшим значением функции на всей области определения. Слева от точки максимума функция возрастает, справа – убывает.

Определение. Точка 
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 называется точкой минимума функции 
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Замечание. Значение функции в точке минимума является наименьшим значением функции на промежутке U, но не обязательно является наименьшим значением функции на всей области определения. Слева от точки минимума функция возрастает, справа – убывает.

Точками экстремума называются точки минимума и максимума функции.

4) Ограниченность, неограниченность

Определение. Функция 
[image: image80.wmf](
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 называется ограниченной сверху, если существует такое число M, что для любого 
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 выполняется неравенство 
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. В противном случае говорят, что функция неограниченна сверху.
Определение. Функция 
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 называется ограниченной снизу, если существует такое число m, что для любого 
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. В противном случае говорят, что функция неограниченна снизу.

Определение. Функция 
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5) Периодичность
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Напомним свойства основных элементарных функций, на которые будем ссылаться в дальнейшем при решении задач.
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3. Исследование квадратного трехчлена

Рассмотрим квадратный трехчлен 
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 является парабола. Напомним основные положения, которые будут использоваться в дальнейшем. Преобразуем квадратный трехчлен, выделив полный квадрат:
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На основе этого преобразования выводятся основные формулы и теоремы. Приведем их.

1.Уравнение 
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[image: image153.wmf](

)

(

)

2

1

2

x

x

x

x

a

c

bx

ax

-

×

-

×

=

+

+

.

2. (теорема Виета) Если 
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Из этой теоремы следует, в частности, что квадратный трехчлен можно записать в виде 
[image: image157.wmf](

)

2

1

2

1

2

x

x

x

x

x

x

+

+

-

.

3.Парабола 
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4.Ветви параболы направлены вверх, если a>0 и направлены вниз, если a<0. 

5. Парабола имеет две точки пересечения с осью Ox, если D>0; одну точку пересечения с осью Ox, если D=0 и не имеет точек пересечения с осью Ox, если D<0. Возможные случаи расположения параболы изображены на рисунке 2. 
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6.Парабола имеет единственную точку (0, с) пересечения с осью Oy.

7.Парабола симметрична относительно прямой 
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Если a<0, то функция 
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4. Расположение корней квадратного трехчлена в зависимости от параметра

Часто встречаются задачи с параметрами, в которых требуется определить расположение корней квадратного трехчлена на числовой оси. Опираясь на основные положения и обозначения предыдущего параграфа, рассмотрим следующие случаи:
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Геометрическая иллюстрация приведена на рисунке 3.1 и 3.2.
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2.Пусть задан квадратный трехчлен 
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3. Пусть задан квадратный трехчлен 
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Геометрическая иллюстрация приведена на рисунке 5.1 и 5.2.
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4. Пусть задан квадратный трехчлен 
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Геометрическая иллюстрация приведена на рисунке 6.1 и 6.2.
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5. Пусть задан квадратный трехчлен 
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Геометрическая иллюстрация приведена на рисунке 7.1 и 7.2.
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Пример. Найти все значения параметра a, при каждом из которых оба корня уравнения 
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Решение. В условии задачи указано. Что уравнение имеет два корня, поэтому 
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Найдем 
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. Учитывая все это, запишем совокупность двух систем:
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Решая эти две системы, получим 
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Ответ. При каждом значении параметра a из промежутка  
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 оба корня уравнения 
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Пример. При каких значениях параметра a неравенство 
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Решение. Если множество X – решение данного неравенства, то условие задачи означает, что промежуток 
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Рассмотрим все возможные значения параметра а. 

1.Если а=0, то неравенство примет вид 
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2.Если 
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, то графиком правой части неравенства является квадратный трехчлен, ветви которого направлены вверх. Решение неравенства зависит от знака 
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Рассмотри случай, когда  
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, требуется, чтобы корни квадратного трехчлена были меньше числа -1, то есть:
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Решив эту систему, получим 
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Если 
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, то парабола лежит выше оси Оx, и решением неравенства будет любое число из множества действительных числе, в том числе, и промежуток 
[image: image243.wmf](

)

¥

+

-

,

1

. Найдем такие а из условия:


[image: image244.wmf]î

í

ì

<

>

0

,

0

D

a

                           или                       
[image: image245.wmf](

)

(

)

î

í

ì

<

-

-

>

0

9

1

,

0

a

a

a


Решив эту систему, получим 
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3.Если 
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 решением неравенства является промежуток 
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Объединяя все найденные значения а, получим ответ.

Ответ. Для любого значения параметра из промежутка 
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Пример. При каких значениях параметра а множество значений функции 
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 содержит отрезок 
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Решение. 1. Если 
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а) при а =1 функция  примет вид y = 2, и множество ее значений состоит из единственной точки 2 и не содержит отрезок 
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б) при а = -1 функция  примет вид y = -2x+2. Ее множество значений 
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2.Если 
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, то ветви параболы направлены вверх, наименьшее значение функция принимает в вершине параболы 
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Множество значений функции есть промежуток 
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Решая эту систему неравенств, получим 
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3. Если 
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, то ветви параболы направлены вниз, наибольшее значение функция принимает в вершине параболы 
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Решая эту систему неравенств, получим 
[image: image274.wmf](
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Объединяя решения, получим 
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Ответ. При 
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 множество значений функции  
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Задачи для самостоятельного решения

1. Не вычисляя корней квадратного уравнения 
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2. Найти множество значений функции
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3. Решить уравнения

а) 
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4. При каких значениях параметра а оба корня уравнения 
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5. При каких значениях параметра а неравенство 
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6. При каких значениях параметра а наименьшее значение функции 
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7. При каких значениях параметра а уравнение 
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 имеет корни?
Карпова Ирина Викторовна

ПРОГРАММА И УЧЕБНЫЕ МАТЕРИАЛЫ ЭЛЕКТИВНОГО КУРСА по математике для учащихся 8-9 классов «Элементы теории вероятностей и математической статистики»
Пояснительная записка

     
В настоящее время становится очевидной универсальность вероятностно-статистических законов, они стали основой описания научной картины мира. Современная физика, химия, биология, демография, лингвистика, философия, весь комплекс социально-экономических наук развиваются на вероятносто-статистической базе.


Ребенок в своей жизни ежедневно сталкивается с вероятностными ситуациями. Круг вопросов, связанных с осознанием соотношения понятий вероятности и достоверности, проблемой выбора наилучшего из нескольких вариантов решения, оценкой степени риска и шансов на успех – все это находится в сфере реальных интересов становления и саморазвития личности. 


Все вышесказанное обусловливает необходимость знакомства ребенка с вероятностно-статистическими закономерностями.


Цель курса: познакомить учащихся с некоторыми теоретико-вероятностными закономерностями и статистическими методами обработки данных.

Задачи курса

· Познакомить учащихся с основным понятийным аппаратом теории вероятностей. 

· Научить определять вероятность событий в классической схеме испытаний.

· Познакомить с методами первичной обработки статистических данных.

Требования к уровню усвоения содержания курса


В результате освоения программы курса учащиеся должны знать:

· основные понятия теории вероятностей: испытание, исход испытания, пространство элементарных событий, случайное, достоверное, невозможное события, совместные и несовместные события;

· условия классической схемы испытаний и определение вероятности события в классической схеме испытаний;

· определение относительной частоты появления события и статистической вероятности;

· определение вариационного ряда и его основных числовых характеристик.

В процессе изучения курса учащиеся должны пробрести умения:
· определять все возможные исходы испытания, совместность и несовместность событий;

· решать теоретико-вероятностные задачи на вычисление вероятности в классической схеме испытаний;

· вычислять относительную частоту появления события;

· составлять статистическое распределение выборки и вычислять её числовые характеристики.

Программа предполагает развитие у учащихся навыков:

· использования имеющихся алгоритмов и при необходимости их творческой переработки в конкретных условиях задачи;

· самостоятельного решения задач;

· использования при решении задач обобщенных схем, содержащих основные определения и формулы.

Объем курса: предлагаемый курс рассчитан на 20 часов 
Тематическое планирование

	№

п/п
	Темы занятий
	Количество часов

	1. 
	Основные понятия теории вероятностей.
	2

	2. 
	Классическая схема испытаний. Определение вероятности в классической схеме испытаний.
	3

	3. 
	Частота абсолютная и относительная.
	3

	4. 
	Статистическое определение вероятности.
	2

	5. 
	Генеральная и выборочная совокупности.
	2

	6. 
	Статистическое распределение выборки.
	3

	7. 
	Числовые характеристики статистического распределения.
	3

	8. 
	Статистическое оценивание и прогноз.
	2

	
	Итого
	20


Текст пособия

Математику многие любят за её вечные истины: дважды два всегда четыре, сумма четных чисел четна, а площадь прямоугольника равна произведению его смежных сторон. В любой задаче, которую вы решали на уроках математики, у всех получался один и тот же ответ – нужно было только не делать ошибок в решении.


Реальная жизнь не так проста и однозначна. Исходы многих явлений заранее предсказать невозможно, какой бы полной информацией мы о них не располагали. Нельзя, например, сказать наверняка, какой стороной упадет подброшенная вверх монета, когда в следующем году выпадет первый снег или сколько человек в городе захотят в течение ближайшего часа позвонить по телефону. Такие непредсказуемые явления называются случайными.


Однако случай тоже имеет свои законы, которые начинают проявляться при многократном повторении случайных явлений. Если подбросить монету 1000 раз, то «орёл» выпадет приблизительно в половине случаев, чего никак нельзя сказать о двух или даже десяти бросаниях. Обратите внимание на слово «приблизительно» – закон не утверждает, что число «орлов» будет в точности 500 или окажется в промежутке от 490 до 510. Он вообще ничего не утверждает наверняка, но дает определенную степень уверенности в том, что некоторое случайное событие произойдет. Такие закономерности изучает специальный раздел математики – теория вероятностей.

Теория вероятностей неразрывно связана с нашей повседневной жизнью. Это дает замечательную возможность установить многие вероятностные законы опытным путем, многократно повторяя случайные эксперименты. Материалами для этих экспериментов чаще всего будут обыкновенная монета, игральный кубик, набор домино, рулетка и даже колода карт. Каждый из этих предметов, так или иначе, связан с играми. Дело в том, что случай здесь предстает в наиболее чистом виде, и первые вероятностные задачи были связаны с оценкой шансов игроков на выигрыш.


Современная теория вероятностей ушла от азартных игр так же далеко, как геометрия от задач землеустройства, но их реквизит по-прежнему остается наиболее простым и надежным источником случая. Поупражнявшись с рулеткой и кубиком, вы научитесь вычислять вероятность случайных событий в реальных жизненных ситуациях, что позволит вам оценивать свои шансы на успех, проверять гипотезы, принимать решения не только в играх и лотереях.

Математическая статистика – раздел математики, в котором изучаются методы сбора, систематизации и обработки результатов наблюдений массовых случайных явлений для выявления существующих закономерностей.

В некотором смысле задачи математической статистики обратны задачам теории вероятностей: имея дело только с  экспериментально полученными значениями случайных величин, статистика ставит своей целью выдвижение и проверку гипотез о распределении этих случайных величин и оценку параметров их распределения.

1. Случайные события. Как сравнивать события?

Как любой другой раздел математики, теория вероятностей имеет свой понятийный аппарат, который используется при формулировке определений, доказательстве теорем и выводе формул. Рассмотрим понятия, которые будем использовать при дальнейшем изложении теории.


Испытание – осуществление комплекса условий.

Исход испытания (элементарное событие) – любой результат который может произойти при проведении испытания.

Примеры.

1) Испытание: подбрасывается игральный кубик.

    Исходы испытания: ω1 – на верхней грани кубика появилось одно очко;

                                        ω2 – на верхней грани кубика появилось два  очка;

                                        ω3 – на верхней грани кубика появилось три  очка;

                                        ω4 – на верхней грани кубика появилось четыре очка;

                                        ω5 – на верхней грани кубика появилось пять  очков;

                                        ω6 – на верхней грани кубика появилось шесть  очков.

      Всего возможно 6 исходов испытания (или 6 элементарных события).

2) Испытание: ученик сдает экзамен.

     Исходы испытания: ω1 – ученик получил двойку;

                                         ω2 – ученик получил тройку;

                                         ω3 – ученик получил четверку;

                                         ω4– ученик получил пятерку.

      Всего возможно 4 исхода испытания (или 4 элементарных события).

Замечание. Обозначение ω – является стандартным обозначением для элементарного события, в дальнейшем мы будем пользоваться этим обозначением.


Будем называть исходы данного испытания равновозможными, если исходы испытания имеют одинаковые шансы на появление.


Пространство элементарных событий – множество всех элементарных событий (исходов испытания), которые могут появиться при проведении испытания.


В примерах, которые мы рассмотрели выше, фактически были описаны пространства элементарных событий данных испытаний.

Замечание. Число точек в пространстве элементарных событий (ПЭС), т.е. число элементарных событий в дальнейшем будем обозначать буквой n.


Рассмотрим основное понятие, которым мы будем пользоваться в дальнейшем.

Определение 1.1. Событием называется совокупность некоторого числа точек ПЭС.
События в дальнейшем мы будем обозначать большими латинскими буквами: А, В, С.

Определение 1.2. Событие, которое может произойти, а может и не произойти при проведении испытания, называется случайным событием.

Купив лотерейный билет, мы можем выиграть, а можем и не выиграть; на очередных выборах правящая партия может победить, а может и не победить; на уроке Вас могут вызвать к доске, а могут и не вызвать и т.п. Все это примеры случайных событий, которые при одних и тех же условиях могут произойти, а могут и не произойти при проведении испытания.

Замечание. Любое элементарное событие так же является случайным событием.

Определение 1.3. Событие, которое происходит при любом исходе испытания, называется достоверным событием.
Определение 1.4. Событие, которое не может произойти ни при каком исходе испытания, называется невозможным событием.
Пример. 

1) Испытание: подбрасывается игральный кубик.

    Событие А: на верхней грани кубика выпало четное число очков;

    Событие В: на верхней грани кубика выпало число очков, кратное 3;

    Событие С: на верхней грани кубика выпало 7 очков;

    Событие D: не верхней грани кубика выпало число очков меньшее 7.

События А и В могут произойти, а могут и не произойти при проведении испытания, поэтому это случайные события.

Событие С не может произойти никогда, поэтому оно является  невозможным событием.

Событие D происходит при любом исходе испытания, значит это достоверное событие.

Мы говорили, что случайные события при одних и тех же условиях могут произойти, а могут и не произойти. При этом у одних случайных событий шансов произойти больше (значит, они более вероятные – ближе к достоверным), а у других меньше (они менее вероятные – ближе к невозможным). Поэтому в первом приближении можно определить вероятность, как степень возможности наступления того или иного события.


Понятно, что более вероятные события будут происходить чаще, чем менее вероятные. Так что сравнивать вероятности можно по частоте, с которой события происходят.


Попытаемся расположить на специальной вероятностной шкале следующие события в порядке возрастания вероятности их появления.

Событие А: в следующем году первый снег в Хабаровске выпадет в воскресенье;

Событие В: свалившийся со стола бутерброд упал маслом вниз;

Событие С: при подбрасывании игрального кубика выпадет 6 очков;

Событие D: при подбрасывании игрального кубика выпадет четное число очков;

Событие Е: при подбрасывании игрального кубика выпало 7 очков;

Событие F: при подбрасывании игрального кубика выпадет число очков, меньшее 7.


Итак, в начальной точке нашей шкалы расположим невозможные события, так как степень возможности их наступления (вероятность) практически равна 0. Таким образом, это будет событие Е. В конечной точке нашей шкалы расположим достоверные событие – F. Все остальные события являются случайными, попробуем расположить их на шкале в порядке возрастания степени их появления. Для этого мы должны выяснить какие из них менее вероятные, а какие более вероятные. Начнем с события D: когда мы подбрасываем игральный кубик, каждая из 6 граней имеет равные шансы оказаться верхней. Четное число очков – на трёх гранях кубика, на трёх других – нечетное. Значит, ровно половина шансов (3 из 6) за то, что событие D произойдет. Поэтому расположим событие D в середине нашей шкалы.


У события С только один шанс из 6, в то время как у события D – три шанса из 6 (как мы выяснили). Поэтому С менее вероятно и будет расположено на шкале левее события D.


Событие А еще менее вероятно, чем С, ведь в недели 7 дней и в любой из них с равной вероятностью может выпасть первый снег, поэтому у события А один шанс из 7. Событие А, таким образом, будет расположено еще левее, чем событие С.


Труднее всего расположить на шкале событие В. Здесь нельзя точно подсчитать шансы, но можно призвать на помощь жизненный опыт: бутерброд гораздо чаще падает на пол именно маслом вниз (есть даже «закон бутерброда»), поэтому событие В гораздо вероятнее, чем D, поэтому на шкале расположим его правее, чем D. Таким образом, получим шкалу:

                               Е      А  С                      D     В                            F
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            невозможное                         случайные                           достоверное

Построенная вероятностная шкала не совсем настоящая – на ней нет числовых меток, делений. Перед нами встает задача научиться вычислять степень возможности наступления (вероятность) того или иного события.

2. Классическое определение вероятности

В теории вероятностей в зависимости от того, каким условиям удовлетворяют испытания, существует несколько определений вероятности. Мы рассмотрим одно из них.

Пусть проводится одно испытание, удовлетворяющее следующим условиям:

1) число исходов испытания конечно (равно n);

2) исходы испытания являются несовместными;

3) исходы испытания являются равновозможными.

Перечисленные условия составляют так называемую классическую схему испытаний (КСИ).

Определение 2.1. Вероятностью события в классической схеме испытаний называется число равное отношению числа исходов испытания, благоприятствующих для данного события, к числу всех исходов испытания. 

Обычно вероятность  события А обозначают Р(А). Таким образом, 
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где  m – число исходов испытания, благоприятствующих для события А;

       n  – число всех исходов данного испытания.


Решение задач на вычисление вероятности в классической схеме испытаний обычно осуществляется по следующему алгоритму.

3. Алгоритм вычисления вероятности в КСИ

1) Формулируется испытание.

2) Определяется ПЭС данного испытания и число n  - число точек в нём.

3) Проверяется, удовлетворяет ли испытание (КСИ).

4) Формулируется событие А, вероятность которого нужно найти.

5) Определяется число m – число элементарных событий, благоприятствующих событию А.

6) Вычисляется вероятность события А по формуле (1).

Задачи

3.1. Наудачу выбрано двузначное число. Определите вероятность того, что оно оказалось: а) простым; б) составным; в) кратным 5; г) взаимно простым с числом 100?

3.2. У маленькой Вари две одинаковые пары варежек. Уходя на улицу, она наугад берет две варежки. Какова вероятность того, что они окажутся парными (т.е. на разные руки)?

3.3. Варя потеряла одну из варежек на улице, и теперь их у неё три. Уходя на улицу, она по-прежнему выбирает две варежки случайным образом. Какова на этот раз вероятность, что они окажутся парными?

4. Основные принципы и соединения комбинаторики

Человеку часто приходится иметь дело с задачами, в которых нужно подсчитать число всех возможных способов расположения некоторых предметов или число всех возможных способов осуществления некоторого действия. Сколькими способами можно расположить 50 человек в очереди в кассу за билетами в кино? Сколькими способами могут быть распределены  золотая, серебряная и бронзовая медали на чемпионате Европы по футболу? Задачи такого типа называются комбинаторными.


С комбинаторными вычислениями приходится иметь дело представителям многих специальностей: ученому-химику при рассмотрении различных возможных типов связи атомов и молекулах, биологу при изучении различных возможных последовательностей чередования аминокислот в белковых соединениях, конструктору вычислительных машин, агроному, рассматривающему различные возможные способы посевов на нескольких участках, диспетчеру при составлении графика движения. Комбинаторные соображения лежат в основе решения многих задач теории вероятностей.

Рассмотрим два основных комбинаторных принципа (правила), которые часто применяются при комбинаторных расчетах. 

Принцип произведения (Пр П). Если элемент х из множества Х может быть выбран m способами и после каждого такого выбора элемент y из множества Y может быть выбран n способами, то элементы x и y могут бать выбраны 
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Мы сформулировали принцип произведения для двух множеств, но он может быть обобщен на любое конечное число множеств:


Пр П: Если элемент 
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из множества Х1 может быть выбран m1 способами, и после каждого такого выбора элемент 
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из множества Х2 может быть выбран m2 способами, и после каждого такого выбора элемент 
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из множества Х3 может быть выбран m3 способами,…, и после каждого такого выбора элемент 
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[image: image300.wmf]1

2

1

,...

,

-

k

x

x

x

и 
[image: image301.wmf]k

x

 могут быть выбраны 
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Таким образом, если в задаче происходит выбор нескольких элементов из нескольких множеств, причем выбор сначала одного элемента, затем ещё одного, после этого следующего элемента и т.д., то для подсчета числа выборов одновременно всех элементов, нужно применить принцип произведения.

Сформулируем второй комбинаторный принцип сразу в общем виде.

Принцип суммы (Пр∑). Если элемент 
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из множества Х1 может быть выбран m1 способами, элемент 
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из множества Х2 может быть выбран m2 способами, элемент 
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из множества Х3 может быть выбран m3 способами,…, элемент 
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из множества Хk может быть выбран mk способами, причем любой выбор какого-то элемента не зависит от выбора остальных, то элемент 
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Таким образом, если происходит выбор одного элемента из нескольких, то для подсчета числа выборов этого элемента можно использовать принцип суммы.


Прежде чем перейти к определению комбинаторных соединений, введем понятия, которые нам потребуются в дальнейшем.


В дальнейшем мы будем рассматривать только конечные множества, т.е. множества состоящие из конечного числа элементов, в частности, если множество состоит из n элементов, то будем называть его для краткости n- множеством.


Некоторая совокупность элементов данного n- множества называется выборкой. Число элементов в выборке называется длиной выборки.

Пример 1. Пусть дано множество Х – множество цифр, т.е.  
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Это множество состоит из 10 элементов. Любой набор цифр, состоящий, например, из 4 цифр будет являться выборкой длины 4.

Замечание. Некоторую совокупность элементов из данного конечного множества можно выбирать по-разному: 

1) если при составлении выборки учитывается порядок следования элементов в выборке, тогда выборка называется упорядоченной; если же при составлении выборки не учитывается порядок следования элементов в ней, то выборка называется неупорядоченной;

2) если при составлении выборки в нее может быть включен один и тот же элемент множества несколько раз, то выборка называется выборкой с повторениями; если же элементы множества входят в выборку только по одному разу, то выборка называется выборкой без повторений.


Рассмотрим три основных вида комбинаторных соединений: размещения, перестановки и сочетания.

Определение 4.1. Размещением с повторениями из m элементов данного n- множества называется упорядоченная выборка с повторениями длины m из элементов данного множества.

Таким образом, если характер выборки: 1) упорядоченная; 2) с повторениями, то выборка является размещением с повторениями.  Число размещений с повторениями из m элементов данного n- множества обозначается  
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Определение 4.2. Размещением без повторений из m элементов данного n- множества называется упорядоченная выборка без повторений длины m из элементов данного множества.
Таким образом, если характер выборки: 1) упорядоченная; 2) без повторений, то выборка является размещением без повторений.  Число размещений без повторений из m элементов данного n- множества обозначается  
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Замечание. Символ 
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 читается как n – факториал и означает произведение первых n натуральных чисел: 
[image: image320.wmf]n

n

×

×

×

×

=

...

3

2

1

!

.

Определение 4.3. Перестановкой без повторений из n элементов данного n- множества называется упорядоченная выборка без повторений длины n из элементов данного множества.

Таким образом, если характер выборки: 1) упорядоченная; 2) без повторений, и выбирают все элементы n- множества, то выборка является перестановкой без повторений.  Число перестановок без повторений из n элементов обозначается  
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Пусть составлена упорядоченная выборка длины m из элементов множества 
[image: image323.wmf]}

,...,

,

{

2

1

k

x

x

x

X

=

. Причем элемент 
[image: image324.wmf]1

x

 входит в выборку 
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 называется составом выборки длины m. В соответствии с данным определением состав слова мама – (2, 2). 

Определение 4.4. Перестановкой с повторениями данного состава 
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называется упорядоченная выборка с повторениями из 
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 элементов данного множества.

Таким образом, если характер выборки: 1) упорядоченная; 2) с повторениями данного состава 
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, то выборка является перестановкой из m элементов с повторениями.  Число перестановок с повторений из m элементов данного состава
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Определение 4.5. Сочетанием без повторений из m элементов данного n- множества называется любое подмножество из m элементов данного n- множества.

Таким образом, если характер выборки: 1) неупорядоченная; 2) без повторений, то выборка является сочетанием без повторений.  Число сочетаний без повторений из m элементов данного n- множества обозначается  
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Определение 4.6. Сочетанием с повторениями называется неупорядоченная выборка с повторениями из m элементов данного n- множества.


Таким образом, если характер выборки: 1) неупорядоченная; 2) с повторениями, то выборка является сочетанием с повторениями.  Число сочетаний с повторениями из m элементов данного n- множества обозначается  
[image: image340.wmf]m

n

С

~

, и вычисляется по формуле:                    
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Как видно из определений (1) – (6) классификация комбинаторных соединений ведётся по характеру выборки, поэтому при решении конкретной задачи очень важно определить характер выборки. Если в комбинаторной задаче дано одно множество, из которого происходит выбор, на выборку, кроме характера не накладываются дополнительные условия, то такую задачу будем называть простой комбинаторной задачей и решать по алгоритму:

1) Определить множество, из которого производится выборка и число элементов n в этом множестве.

2) Определить выборку и число элементов m в выборке.

3) Определить характер выборки.

4) По характеру выборки определить, с каким комбинаторным соединением мы имеем дело, и выбрать формулу для вычисления.

5) По выбранной формуле произвести вычисления.


Если, в задаче определяется несколько множеств, или на выборку, кроме характера накладываются дополнительные условия, то такую задачу будем называть сложной комбинаторной задачей и решать по следующему алгоритму.


Алгоритм решения сложной комбинаторной задачи.
1. По условию задачи определить сложную или простую задачу мы имеем.

2. Разбить сложную комбинаторную задачу на несколько простых задач.

3. Решить каждую простую задачу по приведенному выше алгоритму.

4. Определить какой комбинаторный принцип нужно применить в этой задаче: 

· если выбираем несколько элементов по принципу «сначала… потом…», то необходимо применить ПрП;

· если выбираем один элемент из нескольких по принципу или первый или второй или …, то применяем ПрΣ.

5. В соответствии с выбранным принципом проводим вычисления.

5. Вероятность и комбинаторика

Мы уже рассмотрели одно из определений вероятности события А – классическое определение. Чтобы воспользоваться этим определением, нужно знать два числа: 

n – число  всех исходов данного испытания и m – число исходов, благоприятствующих  для события А.

Эти два числа можно найти непосредственным пересчетом всех возможных исходов, и исходов, благоприятствующих событию А. Но во многих задачах исходов оказывается очень много, тогда на помощь приходит комбинаторика. Рассмотрим примеры решения таких задач.

Пример 1. Какова вероятность того, что при случайном расположении в ряд кубиков, на которых нанесены буквы а, г, и, л, м, о, р, т, получится слово алгоритм?

Решение. Проводим по алгоритму.

1) Исп. Случайным образом располагают 8 кубиков в ряд.

2) ПЭС: каждое элементарное событие ω – слово из восьми букв, поэтому, чтобы подсчитать число элементарных событий нужно решить комбинаторную задачу: Скольким числом способов можно переставить 8 кубиков, на которых написаны буквы а, г, и, л, м, о, р, т. (комбинаторную задачу будем решать по алгоритму, приведенному в предыдущем номере журнала, см. ст. «Комбинаторика»)

1) Определим число элементов в множестве из которого выбираем n = 8.

2) Определим число элементов в выборке m = 8.

3) Определим характер выборки: 1) упорядоченная; 2) без повторений.

4) Каждое расположение кубиков, т.е. каждое слово, есть перестановка без повторений, поэтому 
[image: image342.wmf]=

=

!

8

8

P

40320.

      Таким образом, решив сформулированную комбинаторную задачу, мы нашли, что ПЭС данного испытания содержит n = 40320 точек. (Не путайте, пожалуйста, при решении комбинаторной задачи n – число элементов в множестве из которого идет выборка; при решении первоначальной теоретико-вероятностной задачи n – число точек в ПЭС).

3) Проверим условия КСИ: 1) число точек в ПЭС конечно n = 40320;

     2) одновременно два разных слова при однократном расположении в ряд кубиков появиться не могут, поэтому исходы испытания несовместны;

     3) так как располагаем кубики случайным образом, то исходы испытания равновозможные. Условия КСИ выполняются.

4) Соб. А: появилось слово алгоритм.

5) Этому событию благоприятствует только один исход испытания, т.е. m = 1.

6) 
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Пример 2. Имеется 25 российских и 15 зарубежных марок. Какова вероятность того, что из пяти выбранных наугад марок окажется  3 российские и 2 зарубежные марки?

Решение.

1) Исп. Из 40 марок наудачу извлекают 5.

2) ПЭС: каждое элементарное событие ω – появление определенной пятерки марок, поэтому чтобы определить число точек в ПЭС, нужно решить комбинаторную задачу:   скольким числом способов из 40 марок можно выбрать 5? Эту задачу решим по известному алгоритму:

1) Число элементов в множестве из которого выбираем n = 40.

2) Длина выборки m = 5.

3) Характер выборки: 1) неупорядоченная; 2) без повторений.

4) Каждый набор из 5 марок есть сочетание без повторений, поэтому имеем 
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      Таким образом, число точек в ПЭС равно n = 658008.

3) КСИ выполняется.

4) Соб. А: появились 3 российские и 2 зарубежные марки.

5) Чтобы определить число исходов, благоприятствующих данному событию нужно решить комбинаторную задачу: скольким числом способов можно выбрать 3 российские марки из 25 и 2 зарубежные марки из 15? (см. задачу М9.3.4 из МИФ №3 за 2003г.). В результате решения получаем, что число исходов, благоприятствующих для Соб. А  m = 
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Ответ: Р(А) = 0,367.

Задачи

5.1. Одновременно бросают три монеты.

А) Сколько равновозможных исходов у этого испытания?

Б) С какой вероятностью все монеты выпадут на одну сторону?

В) С какой вероятностью выпадет хотя бы один «орел»?

5.2. Кодовый замок имеет 10 кнопок с цифрами от 0 до 9 и открывается одновременным нажатием на определенные три кнопки. Какова вероятность того, что человеку, не знающему код, удастся открыть его с первого раза?

5.3. Замок на сейфе открывается набором из 5 цифр от 0 до 9 (при этом учитывается порядок цифр в комбинации). С какой вероятностью мы откроем сейф в течение часа, если будем тратить на набор каждой новой комбинации около секунды?

5.4. Колоду из 36 карт раздают на двоих. Какова вероятность того, что на концерт пойдет поровну мальчиков и девочек?

5.5. Восемь футбольных команд тянут жребий, кому с кем играть в четвертьфинале. Победители этих матчей выходят в полуфиналы, а победители полуфиналов – в финал. Команда «Локомотив» самая сильная, она обыграет любого из своих соперников. Команда «Зенит» обыграет любого, кроме «Локомотива». Какова вероятность, что в финале встретятся «Локомотив» и «Зенит»?

6. Частота абсолютная и относительная. Статистическое определение вероятности


Теория вероятностей имеет дело с испытаниями, исходы которых непредсказуемы: они зависят от случая. О таких испытаниях мы уже говорили – это подбрасывание монеты и кубика, проверка лотерейных билетов, падение бутерброда на пол и т.д.


Для всех таких испытаний характерно то, что их можно многократно повторять (хотя бы мысленно) в одних и тех же условиях. То есть условия проведения испытания не меняются, а результаты могут быть совершенно различными (такие испытания называют массовыми однородными испытаниями).


Чтобы выяснить, насколько вероятно то или иное случайное событие, связанное с испытанием, нужно подсчитать, как часто оно происходит. Для этого используют два важных теоретико-вероятностных понятия.

Определение  6.1. Пусть проводится n однородных испытаний, и пусть событие   А произошло в m из них, тогда число  называется абсолютной частотой появления события А. 
Определение  6.2. Пусть проводится n однородных испытаний, и пусть событие   А произошло в m из них. Число равное отношению числа всех проведенных испытаний к числу испытаний, в которых событие А произошло, называется относительной частотой появления события А.

Относительная частота появления события А обозначается: W(А). Таким образом, по определению, 
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Замечание. Относительную частоту можно найти, поделив абсолютную частоту на число испытаний. Иногда относительную частоту измеряют в процентах.

Рассмотрим пример: игральный кубик подбросили 50 раз, и исходы испытаний занесли в таблицу, в первом строке которой перечислены все возможные исходы, во второй и третьей строках фиксировались значения абсолютной и относительных частот соответственно

	исходы
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	абсолютная частота
	9
	8
	6
	11
	9
	7

	относительная частота
	0,18
	0,12
	0,16
	0,22
	0,18
	0,14


Полученная таблица обладает некоторыми замечательными свойствами, которые характерны для любой таблицы абсолютных и относительных частот:

1) сумма абсолютных частот по всем исходам испытания равна числу проведенных испытаний, для данной таблицы – 50;

2) сумма относительных частот по всем исходам испытания равна 1.

Замечание. Проверка этих свойств поможет в дальнейшем избегать ошибок при заполнении таких таблиц.
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Наглядной иллюстрацией распределения абсолютных и относительных частот служат гистограммы, на которых каждая из частот изображается в виде столбика соответствующей высоты. Гистограмма относительных частот для рассмотренного примера изображена на следующем рисунке

По таблице и гистограмме легко оценивать какой исход в данной серии испытаний появляется чаще остальных. В данном примере видно, что четверка  выпадала в этой серии испытаний чаще остальных, а двойка реже. Но можно ли на этом основании сказать, что исход «4» более вероятен, чем исход «2»? 


Пусть проводится серия испытаний, и фиксируются абсолютные и относительные частоты исходов испытаний. Выясним, как ведут себя частоты при увеличении числа испытаний в серии. Это удобно наблюдать на конкретном примере.

Пример. Игральный кубик подбрасывали 1000 раз, и после каждой серии их 100 подбрасываний фиксировали относительную частоту появления каждого исхода. В результате была получена следующая таблица.

	Количество испытаний
	Частота исходов

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	100
	0,16
	0,16
	0,2
	0,15
	0,19
	0,14

	200
	0,16
	0,135
	0,185
	0,16
	0,18
	0,18

	300
	0,167
	0,16
	0,163
	0,153
	0,183
	0,173

	400
	0,168
	0,153
	0,175
	0,163
	0,185
	0,158

	500
	0,164
	0,146
	0,182
	0,16
	0,186
	0,162

	600
	0,152
	0,157
	0,183
	0,153
	0,188
	0,167

	700
	0,153
	0,164
	0,180
	0,151
	0,186
	0,166

	800
	0,159
	0,164
	0,181
	0,155
	0,180
	0,161

	900
	0,156
	0,164
	0,183
	0,166
	0,171
	0,160

	1000
	0,158
	0,170
	0,182
	0,165
	0,168
	0,157
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Построим график зависимости, например частоты выпадения тройки, от числа экспериментов.


По графику видно, что относительная частота появления тройки вначале проведения серии испытаний испытывает значительные колебания, но с ростом числа испытаний она стабилизируется около значения 0,18. Построив графики зависимостей относительных частот появления других исходов, от числа проведенных испытаний можно убедиться в аналогичном результате. Поэтому,  можно сделать вывод, что относительная частота появления той или другой цифра, в данном случае, стабилизируется с ростом числа испытаний.


Оказывается, что такое свойство относительных частот имеет место и в общем случае. Говорят, что с ростом числа однородных испытаний относительная частота появления события приобретает свойство устойчивости, мало отличается от некоторого фиксированного числа. На этом факте основывается одно из определений вероятности.

Определение 6.3. Статистической вероятностью события А называется число вокруг которого колеблется относительная частота появления события А в длинной серии испытаний.
Замечание. Следует заметить, что данное определение не является математически строгим, оно скорее, экспериментальное.

7. Случайные величины

Рассмотрим несколько примеров.

Пример 1. Производится восемь выстрелов по мишени, представляющей собой десять концентрических кругов. Рассмотрим всевозможные варианты выбитых очков при каждом выстреле. Это могут быть: 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9. Таким образом, с этим испытанием можно связать  вышеуказанную последовательность чисел, причем каждый член этой последовательности появляется случайным образом.

Пример 2. Подбрасывается игральный кубик. Число выпавших очков на верхней грани кубика может быть равно 1; 2; 3; 4; 5; 6. И с этим испытанием мы связываем числовую последовательность, каждый член которой появляется случайным образом. 

Пример 3. Света ожидает телефонного звонка от Сергея, который пообещал позвонить в течение десяти минут. Время ожидания Светой телефонного звонка может быть выражено любым действительным числом из интервала (0; 10), причем любое число из этого интервала появляется случайным образом.
Рассмотренные примеры и предыдущий опыт решения теоретико-вероятностных задач позволяет нам говорить о том, что в большинстве случаев с испытанием можно связать конечную или бесконечную числовую последовательность, члены которой появляются случайным образом.

Для описания таких ситуаций в теории вероятностей вводится понятие случайной величины.

Под случайной величиной (СВ) понимают величину, которая в результате испытания принимает то или иное значение, причем неизвестно какое именно. Дадим более строгое математическое определение случайной величины.

Определение 7.1. Случайной величиной называется функция, заданная на пространстве элементарных событий данного испытания.
Таким образом, областью определения случайной величины как функции является пространство элементарных событии данного испытания, и множеством значений конечное или бесконечное числовое множество.

Рассмотренные примеры говорят нам о том, что можно провести классификацию случайных величин по множеству их значений. В примерах 1 и 2 случайные величины имели конечной множества значений, в примере 3 случайная величина имеет бесконечное несчетное множество значений.

В теории вероятностей выделяются два класса случайных величин дискретные и непрерывные. Мы подробно остановимся на дискретных случайных величинах.

Определение 7.2. Случайная величина, имеющая конечное или счетное множество значений называется дискретной.
Для того чтобы задать дискретную СВ необходимо знать не только множество её значений, но и вероятности появления этих значений. Когда задано и то и другое, то говорят о том, что задан закон распределения вероятностей  СВ.

Вернемся к примеру 2. Мы с вами уже знаем, что вероятность появления какой-либо грани симметричного игрального кубика равна 1/6. Поэтому можно составить таблицу распределения вероятностей этой СВ, которая определяется её законом распределения. В первой строке такой таблицы пересилены все возможные значения случайной величины, во второй – соответствующие им вероятности.

	xi
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	pi
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6


Закон распределения этой СВ называется равномерным.

В теории вероятностей  рассматривают и другие законы распределения дискретных случайных величин.

Пример 4. Ученик 6б класса Костя Сидоров застал двухлетнюю сестренку Катю в момент, когда та инспектировала свой тайник, расположенный в проеме между стеной и книжным шкафом. В тайнике у Кати хранились пуговицы, срезанные в разное время с различных предметов одежды: 5 белых пуговиц с теперь уже не новой папиной рубашки, 3 красные пуговки с маминого халатика и 4 пуговицы с купленной три дня назад Костиной джинсовой куртки. Не обращая внимания на Катины протесты, Костя просунул руку в щель, нащупал 2 пуговицы и вытащил их. Число белых пуговиц оказавшихся у Кости в руках является случайной величиной. Найдем закон распределения этой случайной величины.

Множество значений данной СВ: {0; 1; 2}

Найдем вероятности каждого из значений.

Фактически Костя провел следующее испытание: из 12 пуговиц наугад вытащил две. Тогда число точек в ПЭС этого испытания равно n = С122 = 66.

Значению СВ равному 0 соответствует событие А: среди пуговиц нет ни одной белой. Вероятность этого события можно найти по формуле классической вероятности, но для этого нужно предварительно найти число m исходов благоприятствующих для события А. Благоприятствующими исходами  будут пары пуговиц не содержащих ни одной белой. Всего «небелых» пуговиц 7, тогда m = С72 = = 21.

Таким образом, вероятность события А,  Р(А) = 21/66 = 7/22, поэтому вероятность значения 0 случайной величины, Р(0) = 7/22.

Аналогично, найдем вероятность значений Р(1) = 35/66 и Р(2) = 10/66.

Тогда таблица распределения вероятностей имеет вид

	xi
	0
	1
	2

	pi
	7/22
	35/66
	5/33


Заметим, что сумма вероятностей всех значений случайной величины равна 1.

Замечание. Закон распределения случайной величины из примера 4 называется гипергеометрическим. Можно записать общую формулу вычисления вероятностей значений случайной величины, имеющей гипергеометрический закон распределения:

Р(m) = 
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где n – число элементов в множестве, из которого производится выборка;

       r – число элементов выборке;

       s – число элементов из множества, которые обладают некоторым свойством;

       m – значения случайной величины.

При решении некоторых задач достаточно знать достаточно знать не всю таблицу распределения, а некоторое число, которое описывает случайную величину суммарно. Такие числа называются числовыми характеристиками случайной величины.

Определение 7.3. Математическим ожиданием дискретной случайной величины называется число равное сумме всех произведений значений случайной величины на соответствующие им вероятности:    М(Х) = 
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Замечание. 1. Математическое ожидание случайной величины, имеющей равномерный закон распределения, равно среднему арифметическому её возможных значений.

2. Во многих случаях математическое ожидание близко или даже совпадает с наиболее вероятным значением случайной величины.

Пример 5.  Математическое ожидание СВ: число выпавших очков при двух подбрасываниях игрального кубика равно 7, и совпадает с наиболее вероятным её значением (проверить самостоятельно).
Определение 4. Дисперсией дискретной случайной величины называется сумма всех произведений квадратов значений случайной величины на соответствующие им вероятности без квадрата математического ожидания этой случайной величины:
[image: image414.jpg]



Замечание. Дисперсия показывает степень рассеяния случайной величины вокруг её математического ожидания. 

8. Генеральная и выборочная совокупности. Статистическое распределение выборки

Математическая статистика – раздел математики, в котором изучаются методы сбора, систематизации и обработки результатов наблюдений массовых случайных явлений для выявления существующих закономерностей.

Одной из главных задач статистики является принятие решений на основании сделанных наблюдений.

В некотором смысле задачи математической статистики обратны задачам теории вероятностей: имея дело только с  экспериментально полученными значениями случайных величин, статистика ставит своей целью выдвижение и проверку гипотез о распределении этих случайных величин и оценку параметров их распределения.

Обычно полученные наблюдаемые данные представляют собой множество расположенных в беспорядке чисел, зачастую бывает трудно выявить какую-либо закономерность их изменения (вырьирования). Для изучения закономерностей (если таковые имеются)  варьирования значений, случайной величины опытные данные подвергают обработке.

Пример 1. На телефонной станции проводились наблюдения над числом Х – неправильных соединений в минуту. Наблюдения в течение часа дали следующие результаты: 3; 1; 3; 1; 4; 2; 2; 4; 0; 3; 0; 2; 2; 0; 2; 1; 4; 3; 3; 1; 4; 2; 2; 1; 1; 2; 1; 0; 3; 4; 1; 3; 2; 7; 2; 0; 0; 1; 3; 3; 1; 2; 4; 2; 0; 2; 3; 1; 2; 5; 1; 1; 0; 1; 1; 2; 2; 1; 1; 5. Здесь, очевидно Х является дискретной случайной величиной, а полученные о ней сведения представляют собой статистические данные.

Операция, заключающаяся в том, что результаты наблюдений над случайной величиной, то есть наблюдаемые значения случайной величины, располагают в порядке неубывания, называется ранжированием опытных данных. После проведения операции ранжирования, данные нетрудно объединить в группы, т.е. сгруппировать так, что в каждой отдельной группе значения случайной величины будут одинаковые. Ранжируем и сгруппируем данные из примера 1.

0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 2; 2; 2; 2; 2; 2; 2; 2; 2; 2; 2; 2; 2; 2; 2; 2; 3; 3; 3; 3; 3; 3; 3; 3; 3; 3; 4; 4; 4; 4; 4; 4; 5; 5; 7.

Из полученного ряда чисел видно, что все 60 значений СВ разбиты на семь групп. Таким образом, имеется семь различных значений СВХ: 0; 1; 2; 3; 4; 5; 7.

Опишем рассмотренный пример в терминах математической статистики.

Определение 8.1. Совокупность всех подлежащих изучению объектов или результатов всех мыслимых наблюдений, производимых в неизменных условиях над одним объектом, называется генеральной совокупностью.
Определение 8.2. Выборочной совокупностью (выборкой) называется совокупность объектов, отобранных случайным образом из генеральной совокупности.

Число объектов в генеральной (выборочной) совокупности называется её объемом и обозначается N (n для выборки).

В примере 1, где  наблюдалось число неправильных соединений в минуту на телефонной станции, генеральной совокупностью будет число неправильных соединений в минуту за все время работы станции. Наблюдения, которые представлены в примере 1. являются выборочной совокупностью, объем которой n = 60.

Определение 8.3. Ранжированная выборка называется вариационным рядом. Различные элементы вариационного ряда называются вариантами.

Таким образом, в примере 1 СВ Х имеет семь различных вариантов: 0; 1; 2; 3; 4; 5; 7.

Число ni, показывающее сколько раз одна  и та же варианта xi встречается в вариационном ряду называется,  частотой этой варианты, очевидно, что n = n1 +…+ nk, где k – число различных вариант в заданном вариационном ряду.

В рассмотренном примере варианты имеют следующие частоты: 8; 17; 16; 10; 6; 2; 1 соответственно, и 60 = 8 + 17 + 16 + 10 + 6 + 2 + 1.

Определение 8.4. Отношение частоты данной варианты к объему всей выборки называется относительной частотой варианты.
Относительная частота варианты хi обычно обозначается wi = 
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 В нашем примере варианты имеют следующие относительные частоты: 0,13; 0,28;    0,27; 0,17; 0,1; 0,03; 0,02. Заметим, что сумма всех относительных частот равна 1.

Определение 8.5. Перечень вариант и соответствующих им частот или относительных частот называется статистическим распределением выборки или статистическим рядом.
	xi
	x1
	x2
	…
	xk

	ni
	n1
	n2
	…
	nk

	wi
	w1
	w2
	…
	wk


СВ Х из примера 1. имеет следующее статистическое распределение частот и относительных частот

	xi
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	7

	ni
	8
	17
	16
	10
	6
	2
	1

	wi
	0,13
	0,28
	0,27
	0,17
	0,1
	0,03
	0,02


Для решения многих задач удобно изображать статистическое распределение графически.

Полигоном частот (относительных частот) называют ломаную, отрезки которой соединяют точки с координатами (x1, n1); (x2, n2); …; (xk, nk) (для относительных частот: (x1, w1); (x2, w2); …; (xk, wk)).

Полигон относительных частот СВ Х из примера 1 изображен на рисунке
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В том случае, когда одинаковые наблюдаемые значения встречаются редко, а число значений велико или в случае, когда наблюдаемые значения имеют непрерывное распределение, строят гистограмму статистического распределения. Для построения гистограммы весь промежуток значений разбивают на несколько интервалов и подсчитывают, сколько значений входит в каждый из интервалов. Затем для каждого интервала вычисляется относительная частота попадания вариант в этот интервал. В прямоугольной системе координат строят ступенчатую фигуру, состоящую из прямоугольников, основаниями которых служат найденные интервалы, а высота каждого равна относительной частоте этого интервала поделенной на его длину. То есть, если длина каждого частичного интервала равна h, относительная частота i-го интервала равна 
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, то высота соответствующего прямоугольника равна 
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. Очевидно, что площадь такой ступенчатой фигуры будет равна 1.

9. Числовые характеристики статистического распределения

Для изучения закономерностей, которым подчиняется статистическое распределение, обычно вычисляю его  числовые характеристики.

Пусть статистическое распределение  выборки объема n  имеет вид

	xi
	x1
	x2
	…
	xk

	ni
	n1
	n2
	…
	nk


Определение 9.1. Выборочным средним 
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называется среднее арифметическое всех значений выборки:                      
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Определение 9.2. Выборочной дисперсией Dв называется среднее арифметическое квадратов отклонений значений выборки от выборочной средней 
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                                               Dв = 
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Определение 9.3. Модой М0* вариационного ряда называется варианта, имеющая наибольшую частоту.
Определение 9.4. Медианой Ме* вариационного ряда называется варианта, приходящаяся на середину ряда. Если n = 2k (то есть ряд имеет четное число членов), то медиана Ме* = (xk + xk+1)/2; если  n = 2k, то Ме* = xk+1.

Пример.  Найдем числовые характеристики статистического распределения 

	xi
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	7

	ni
	8
	17
	16
	10
	6
	2
	1


1) 
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2) Dв = 
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                Dв = 1,57 

3) М0* = 17

4) Ме* = 3 (так как ряд содержит нечетное число членов.

10. Статистическое оценивание и прогноз

Рассмотрим несколько практических приложений теории вероятностей. 

Как говорилось выше, с ростом числа испытаний  данной серии  частота появления события стремится к его вероятности. Значит, по известной вероятнос​ти можно прогнозировать частоту повторения интере​сующего нас события в будущем. При этом вероятность может быть найдена любым из известных нам способов (в том числе оценена по уже имеющейся частоте).
Пример 1. При проведении контроля качества среди 1000 случайно отобранных деталей оказалось 5 бракован​ных. Сколько бракованных деталей следует ожидать сре​ди 25 000 деталей?
По результатам контроля можно оценить вероятность события А={произведенная деталь бракованная}. Прибли​женно она будет равна его частоте:
                                    Р(А)
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Следует ожидать такую частоту и в будущем, поэтому среди 25 000 деталей окажется около 25 000 • 0,005 = 125 бракованных.
Пример 2. Население города Хабаровска составляет около 400 000 жителей. Сколько хабаровчан родились 29 февраля?
Заметим прежде всего, что вопрос задачи не совсем кор​ректен: мы можем ответить на него лишь приближенно, ибо реальная частота даже в такой большой выборке из 400 000 жителей не обязана совпадать с вероятностью.
29 февраля бывает только в високосном году — один раз в четыре года. Найдем вероятность того, что случайно выбранный хабаровчанин родился 29 февраля следовательно. Воспользуемся классическим определением вероятности: 

                     
[image: image367.wmf]=

+

×

=

366

365

3

1

Р



 EMBED Equation.3  [image: image368.wmf]1461
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Это значит, что среди 400 000 жителей Хабаровска следует ожидать около 
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человек, которым приходится праздновать свой день рождения раз в четыре года.

На прогнозировании частоты основан один интерес​ный способ определения численности популяций, ис​пользуемый в биологии. 
Пример 3.  Из озера выловили 86 рыб, которых поме​тили и отпустили обратно в озеро. Через неделю произве​ли повторный отлов — на этот раз поймали 78 рыб, среди которых оказалось 6 помеченных. Сколько приблизи​тельно рыб живет в озере?
Решить задачу алгебраическими методами не возможно, однако методами теории вероятностей это сделать достаточно несложно. 

В самом деле: обозначим не​известную нам численность рыб в озере через N. Всего помеченных рыб после первого отлова в озере стало 86. Тогда вероятность события  А = {выловленная во второй раз рыба оказалась помеченной}, можно вычислить по формуле классической вероятности:  
[image: image370.wmf]N

A

P

86

)

(

=

. С другой стороны, относительная частота события А равна: W(A) = 
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, имеем приближенное равенство: 
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. Отсюда имеем: 
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. Таким образом, основываясь на результатах проведенных испытаний, мы получили, что в озере приблизительно живет 1118 рыб.

Сравнивая вероятности всех возможных исходов испытания, можно предсказать, каким из них экспери​мент закончится скорее всего. Обратите внимание, что мы говорим «скорее всего», а не «наверняка» — ведь любой статистический прогноз может оказаться ошибочным. 
Пример 4.  Какая сумма, скорее всего, выпадет при бросании двух кубиков?


Используя алгоритм вычисления вероятности в КСИ можно найти вероятности появления всех возможных сумм при бросании двух игральных кубиков: 
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Так как вероятность выпадения  суммы 7 на двух игральных кубиках самая большая, то при бросании двух игральных кубиков семь очков будет выпадать чаще, чем все остальные суммы. 

Замечание. Рассмотренные примеры относятся к двум важнейшим типам статистических задач:

· оценка частоты появления события по известной вероятности;

· прогнозирование наиболее вероятного исхода данного испытания.
Рассмотрим теперь пример задачи, в которой по полученным в результате проведенного испытания данным нужно проверить правильность выдвинутой гипотезы.
Пример 5. В 10 бросаниях монеты было получено 9 «ор​лов». Следует ли считать монету правильной?
В условии задачи поставлена под сомнение гипотеза о правильности подбрасываемой монеты. 
Если бы монета была правильной, т.е. выпадение «орла» и «решки» были бы равновозможными, то получить 9 или 10 «орлов» в 10 бросаниях можно было бы с вероятностью 
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Значит, в результате опыта произошло очень редкое, маловероятное событие. В то же время, если предположить, что монета неправильная и вероятность выпадения «орла» на ней больше, чем 
[image: image387.wmf]2

1

, то произошедшее событие уже не будет таким невероятным. Это дает нам все основания считать, что монета несимметричная.

Замечание. Рассмотренная выше задача относится к широкому классу статистических задач по проверке статистических гипотез.

Задачи

10.1. В коробке 100 шаров белого и черного цвета. Из нее 60 раз вынули шар, возвращая его каждый раз обрат​но. При этом белый шар появился в 18 случаях. Сколько белых шаров в коробке?

10.2. Включая в течение месяца телевизор около 150 раз, Вова в 30 случаях попадал на рекламу. Какой про​цент от времени телевизионных трансляций занимает реклама?

10.3. В Москве около 10млн. жителей. Сколько жите​лей Москвы празднуют свой день рождения 1 января?
10.4. Комитет по проведению лотерей утверждает, что среди билетов лотереи «Спринт» половина выигрышных. Женя купил два билета лотереи и ничего не выиграл. Есть ли у жени повод усомниться в честности её устроителей?

10.5. Экзамен по истории включает 60 вопросов. Вова утверждает, что подготовил 80% всех вопросов экзамена. Папа задал ему три вопроса, ни на один из которых он не ответил. Есть ли у папы основания подозревать сына во лжи? 

10.6.* Из озера выловили 86 рыб, которых пометили и отпустили обратно в озеро. Через неделю произвели повторный отлов – на этот раз поймали 78 рыб, среди которых не оказалось ни одной помеченной! Что можно сказать о количестве рыб, живущих в озере?

10.7.* Перед тем как начать серию испытаний с кубиком, ребята высказали такие предположения:


Егор: шестерка впервые появится в 6-м испытании.


Олег: шестерка впервые появится в первом испытании.


Глеб: шестерка впервые появится в 3-ем испытании.


У кого из них больше шансов, что сделанный ими прогноз оправдается?
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