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Мендель Виктор Васильевич

ГЕОМЕТРИЯ ОКРУЖНОСТЕЙ

Пояснительная записка

Входящие в школьный курс геометрии факты геометрии окружностей имеют глубокие и очень интересные обобщения. Задача предлагаемого курса – обобщить полученные в школе знания об окружностях и секущих, познакомить слушателей ЛФМШ с новыми геометрическими объектами: пучком окружностей, радикальной осью и  радикальным центром; научить применять эти объекты при решении геометрических задач.

Тематическое планирование

	№
	ТЕМА
	количество часов

	1. 
	Свойства касательных и секущих к окружности. Степень точки относительно окружности.
	3

	2. 
	Радикальная ось двух окружностей: определение, теорема о радикальной оси. Построение радикальной оси при различном расположении окружностей.
	3

	3. 
	Радикальный центр трех окружностей. Теорема о радикальном центре. Построение радикального центра. применение к другим построениям.
	2

	4. 
	Пучки окружностей: определение, примеры, классификация.
	2

	5. 
	Задачи на построение циркулем и линейкой и пучки окружностей: понятие задачи на построение и ее решения; задачи для пучков окружностей (построение окружности пучка, проходящей через данную точку, построение окружности, касающейся данной прямой и т. д.).
	4

	6. 
	Примеры решения задач с использованием пучка окружностей, радикальной оси и радикального центра.
	6

	Итого
	20


Текст пособия

§ 1. Свойства касательных и секущих к окружности
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Будем рассматривать окружность ( с центром в точке O и радиусом R (далее будем использовать обозначение 
[image: image1.wmf])

,

(

R

O

w

)  и точку М. Заметим, что точка М относительно окружности может располагаться тремя способами:

a) М лежит вне окружности;

b) М лежит на окружности;

c) М лежит внутри окружности.

Нас в дальнейшем будут интересовать только случаи а) и с).


Проведем через точку М две прямые, которые пересекают окружность в точках А, В и А1, В1 – соответственно (смотри рисунки 1 и 3), причем последняя прямая проходит через центр окружности.

Рассмотрим первый случай: точка вне окружности. Так как четырехугольник АВВ1А1- вписан в окружность, то 
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, поэтому в треугольниках MBB1  и MAA1  равны пары углов 
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. Поэтому рассматриваемые треугольники подобны (по трем углам). Откуда следует соотношение: 
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из которого можно получить: 
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Представим MA1=MO-R, MB1=MO+R и подставим эти выражения в (1.1). В результате получим: 
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Так как МО и R – величины, связанные только с сточкой и окружностью, то какой бы мы не выбрали первую прямую (секущую), произведение отрезков секущей будет постоянным числом.


Обратим внимание на еще одну делать: проведем из точки М касательную МТ к окружности. Учитывая, что радиус, проведенный в точку касания перпендикулярен к касательной, по теореме Пифагора  находим:
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Перейдем теперь к случаю, когда точка М лежит внутри окружности (смотри рисунок 3). Нетрудно показать, что треугольники MBB1  и MAA1 подобны. Поэтому имеет место равенство [image: image10.wmf]1
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. Заметим, что 

MA1=R-MO, MB1=R+MO, откуда следует:
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Сравнив формулы (1.2) и (1.4), замечаем, что правые части в них отличаются только знаком, а само произведение отрезков секущей вновь зависит только от расстояния от точки до центра окружности и радиуса этой окружности.

Исходя из рассмотренных выше свойств, дадим определение степени точки относительно окружности.

Определение 1. Степенью точки М относительно окружности 
[image: image12.wmf])
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 будем называть число  deg(M,()=MO2-R2. 

(1.5)

Как видно из определения, степень точки положительна, если она лежит вне окружности, равна нулю, если точка лежит на окружности и отрицательна, если точка лежит внутри окружности.

Упражнения 

1. Докажите, что все точки, имеющие относительно данной окружности одну и ту же степень лежат на окружности с тем же центром.

2. Докажите, что середина отрезка общей касательной к двум окружностям имеет относительно каждой из них одинаковую степень.

3. Докажите формулу (1.4).

§ 2. Радикальная ось и радикальный центр

1. Рассмотрим две окружности 
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. Рассмотрим и исследуем множество точек, имеющих относительно этих окружностей одинаковую степень. Для этого дадим определение.

Определение 2. Радикальной осью двух окружностей называется множество точек, степени которых относительно этих окружностей равны:

deg(M,(1)= deg(M,(2).

Свойства радикальной оси сформулируем в виде теоремы.

Теорема 1. Для любых двух неконцентрических
 окружностей существует радикальная ось, которая является прямой, перпендикулярной к линии центров этой окружности.

Доказательство этой теоремы предлагаем провести самостоятельно.

Рассмотрим следующую задачу на построение.

Задача. Даны две неконцентрических окружности. Постройте их радикальную ось.

Решение. Заметим, что нам нужно рассмотреть четыре случая:

1. одна окружность целиком лежит  внутри другой,

2. окружности касаются (внутренним или внешним способом),

3. окружности пересекаются в двух точках,

4. окружности не пересекаются.

[image: image613.png]


Из теоремы следует, что достаточно знать только одну точку оси и провести из нее перпендикуляр к линии центров окружностей.


Рассмотрим сначала случаи 2 и 3. Очевидно, что общая точка окружностей (точка касания или пересечения) относительно обеих окружностей имеет одинаковую степень, равную нулю. Поэтому эта точка принадлежит радикальной оси окружностей и остается провести из нее перпендикуляр к линии центров (смотри рисунок 4).

Решение для случая 4 можно получить из упражнения 2: Надо построить общую касательную к двум окружностям и найти  середину отрезка, концы которого являются точками касания касательной с окружностями. Однако это очень трудоемкий способ. На практике используется более простой способ, который будет описан ниже.


Что касательно первого случая, то здесь так же можно предложить трудоемкое решение, основанное на методе подобия. Однако на практике оно не применяется. 

2. Теперь будем рассматривать три окружности, центры которых не лежат на одной прямой. Для этих окружностей вводится понятие радикального центра.

Определение 3. Радикальным центром трех окружностей называется точка, степень которой относительно этих окружностей одинакова:

deg(M,(1)= deg(M,(2)=deg(M,(3).

Основное свойство радикального центра сформулируем в виде теоремы.

Теорема 2. Для любых трех окружностей, центры которых не лежат на одной прямой, существует единственный радикальный центр. Он является точкой пересечения трех радикальных осей, построенных к каждой паре рассматриваемых окружностей.

Доказательство этой теоремы мы также не приводим. Однако его легко получить из предыдущей теоремы.
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Далее логично рассмотреть задачу о построении радикального центра. Формально решение такой задачи состоит в следующем: нужно построить две радикальных оси для любых двух пар рассматриваемых окружностей. Согласно теореме 2 эти оси пересекутся в радикальном центре. Однако затруднение возникает именно при построении радикальных осей. (Напомним, что мы пока не умеем строить радикальную ось для непересекающихся окружностей.) 

Поэтому вначале покажем, как строить радикальную ось непересекающихся окружностей (смотри рисунок 5).

Идея простая: строим третью окружность так, чтобы она пересекла две данных. Далее строим радикальные оси для первой и третьей и для второй и третьей окружностей. Точка М пересечения этих осей – радикальный центр данной тройки окружностей. Остается построить перпендикуляр из точки М к прямой О1О2 – это и есть искомая радикальная ось.

Теперь, когда мы умеем строить радикальные оси для любых пар окружностей, для нас не составит труда построить радикальный центр.

Упражнения:

1. Постройте радикальную ось для двух окружностей в случае 1.

2. Исследуйте расположение радикальной оси и центров окружностей в различных случаях.

3. Постройте радикальный центр трех окружностей в случаях, когда они не пересекаются, пересекаются в одной точке, попарно касаются.

4. Постройте окружность, касательную к двум данным касающимся окружностям.

5. Объясните, почему не существует радикальной оси у двух концентрических окружностей?

6. Объясните, почему не существует радикального центра у трех окружностей, центры которых лежат на одной прямой или совпадают?

§(3. Пучки окружностей

Мы познакомились с понятием радикальной оси. Возникает вопрос: а если выбрать некоторую прямую l и окружность (1, то, сколько можно построить окружностей, имеющих с данной окружностью  (1 радикальную ось l? Ответ на этот вопрос дает теорема.

Теорема 3. Через произвольную точку N, не лежащую на прямой l и окружности (1  можно провести единственную окружность (2, такую, что прямая  l есть радикальная ось этих окружностей.

Доказательство этой теоремы разбивается на несколько случаев. Наиболее простыми являются случаи, когда ось пересекает данную окружность или касается ее. Общим является случай, когда окружность (1 не пересекает прямую. Он будет рассмотрен на практике.


Из теоремы вытекает, что существует бесконечно много прямых, для любой пары которых данная прямая является радикальной осью. Множества таких окружностей принято называть пучками. Выделяют три типа пучков окружностей по их расположению с радикальной осью. Это:

1. эллиптические пучки (ось не имеет общих точек с окружностями),

2. параболические пучки (все окружности касаются радикальной оси в одной и той же точке),

3. гиперболические пучки (радикальная ось пересекается со всеми окружностями в одной и той же паре точек).

Упражнения
1. Докажите теорему 3 для случая, когда окружность пересекает радикальную ось.

2. Докажите теорему 3 для случая касания радикальной оси и окружности.

3. Постройте окружность пучка, касающуюся данной прямой. Рассмотрите три типа пучков. Исследуйте условия, когда эта задача имеет решение.

Список основных понятий

1. Секущая окружности. Отрезки секущей.

2. Пропорциональные отрезки секущих.

3. Степень точки относительно окружности.

4. Радикальная ось двух окружностей.

5. Радикальный центр трех окружностей.

6. Пучки окружностей.

Контрольные вопросы

1. Сформулируйте определения степени точки, радикальной оси, радикального центра.

2. Сформулируйте теоремы 1 – 3. Вычлените условия и заключение. Постройте чертежи к теоремам.

3. Сформулируйте понятие пучка окружностей. Постройте по несколько окружностей, принадлежащих эллиптическому, гиперболическому и параболическому пучкам.

Поличка Анатолий Егорович

Моделирование с использованием обыкновенных дифференциальных уравнений

Пояснительная  записка

Математическое моделирование – одно из бурно развивающихся направлений современной науки. Сочетание математического и компьютерного эксперимента стало эффективным инструментом в научных и прикладных исследованиях. 

Цель предлагаемой программы: познакомить слушателей летней физмат школы с основами математического моделирования. Рассмотреть примеры моделей в различных отраслях знаний. Для этого вводятся понятия дифференциальное уравнение, начальные условия и ряд других. На основе этих понятий вводятся и рассматриваются модели в химии, физике и других науках.

Тематическое планирование

	№
	ТЕМА
	количество часов

	1. 
	Примеры, приводящие к дифференциальным уравнениям. Понятие дифференциального уравнения. Решение. Начальные условия.
	4

	2. 
	Что такое математическая модель. Назначение и применение математических моделей.
	4

	3. 
	Математические модели в химии.
	4

	4. 
	Математические модели в физике: электродинамика, ядерная физика, теоретическая механика.
	6

	5. 
	Математические модели в биологии. Прирост популяций.
	2

	Итого
	20


Текст пособия

Дифференциальное уравнение является одним из основных математических понятий. Можно утверждать наверняка, что не найдется ни одного человека, который бы не был знаком с ними. Дифференциальное уравнение – это уравнение для отыскания функций, производные которых (или дифференциалы) удовлетворяют некоторым наперед заданным условиям. Дифференциальные уравнения, полученные в результате исследований какого-либо реального явления или процесса, называют дифференциальной моделью этого явления или процесса. Понятно, что дифференциальные модели – это частный случай того множества математических моделей, которые могут быть построены при изучении окру​жающего нас мира. При этом необходимо отметить, что существуют и различные типы самих дифференциальных моделей. Мы будем рассматривать лишь модели, описываемые так называемыми обыкновенными дифференциальными уравнениями, одной из характерных особенностей которых является то, что неизвестные функции в этих уравнениях зависят только от одной переменной. 

В процессе построения обыкновенных дифференциальных моделей важное, а подчас и первенствующее значение имеет знание законов той области науки, с которой свя​зана природа изучаемой задачи. Так, например, в механике это могут быть законы Ньютона, в теории электрических цепей – законы Кирхгофа, в теории скоростей химических реакций – закон действия масс и т.д.

Конечно, на практике приходится иметь дело и с такими  случаями, когда известны законы, позволяющие составить дифференциальное уравнение, и поэтому необходимо прибегать к различным предположениям (гипотезам), касающимся протекания процесса при малых изменениях параметров – переменных. К дифференциальному уравнению тогда приводит предельный переход. При этом, если окажется, что результаты исследования полученного уравнения как математической модели согласуются с опытными данными, то это и будет означать, что высказанная гипотеза  правильно отражает истинное положение вещей.

Пример
 Химия. В резервуаре имеется 100 литров рассола, содержащего 10 кг растворенной соли. Каждую минуту 2 литра рассола вытекает из резервуара, а 3 литра пресной воды притекает в него. Перемешивание сохраняет одинаковую концентрацию соли в резервуаре. Сколько соли останется в резервуаре через час?

Решение: обозначим через 
[image: image15.wmf]x

количество соли в резервуаре, через 
[image: image16.wmf]t

- время, отсчитываемое от начального момента в минутах. 

За промежуток времени 
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из резервуара уходит 
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 - отрицательная величина, а 
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Чтобы составить уравнение, вычислим убыль соли иным путем. В момент 
[image: image21.wmf]t

 в резервуаре находится (100+
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) литров жидкости (притекло 3
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 литров и утекло 2
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), в ней растворено 
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кг соли. Значит, в одном литре рассола содержится 
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 кг соли. За время 
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из резервуара вытекает 2
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 литра рассола, значит, количество соли уменьшится на 
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Получаем дифференциальное уравнение
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Разделяя переменные и учитывая начальные условия 
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Подставляя 
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 в последнее равенство, найдем искомое количество соли 
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Пример Электродинамика. Изолированному проводнику сообщен заряд 
[image: image37.wmf]Кл
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. Вследствие несовершенства изоляции проводник постоянно теряет свой заряд. Скорость потери заряда в данный момент пропорциональна наличному заряда проводника. Какой заряд останется на проводнике по истечении времени 
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Решение: предположим, что в момент времени t заряд проводника равен 
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. Скорость потери заряда в этот момент равна 
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. Т.к. эта скорость пропорциональна заряду q , то получим следующее дифференциальное уравнение процесса: 
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Разделяем переменные и интегрируем: 
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Отсюда 
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Используем начальные условия: при t=0: 
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Подставим эти условия в уравнение (2):
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Закон протекающего процесса: 
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Согласно дополнительному условию при t=1: 
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Подставим t=1, q=90 в уравнение (3): 
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Подставляя 
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 в уравнение (3), получим 
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Таким образом, после 10 сек на проводнике останется заряд 
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Ответ: закон изменения заряда 
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Пример Ядерная физика. Скорость распада радия в каждый момент времени прямо пропорциональна наличной его массе. Определить, какой процент массы m0 радия распадется через 200 лет, если известно, что период полураспада радия (период времени, по истечении которого распадается половина наличной массы радия) равен 1590 лет.

Решение: скорость распада радия измеряется его количеством, распавшимся в единицу времени. За малый промежуток времени 
[image: image58.wmf]t
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, истекший с некоторого момента времени t, количество распавшегося радия равно 
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, где m – количество радия в данный момент, k – коэффициент пропорциональности. Это же количество, взятое со знаком «-» (масса убывает), равно приращению массы за время 
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Делим обе части равенства (1) на 
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 и переходим к пределу при 
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Таким образом, равенство (2) представляет дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными. 

Разделяя переменные, получим: 
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Интегрируя уравнение (3), найдем: 
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или после потенцирования:  
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Постоянную с найдем из начального условия:

При t=0; m=m0, получим: 
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0

×

-

×

=

k

e

c

m

, откуда c=m0.

Уравнение (4) запишем в виде: 
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Коэффициент k определяется из дополнительного условия, что период  полураспада радия равен 1590 лет: при t=1590; 
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Искомая функция 
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Количество радия, оставшегося нераспавшегося через 200 лет: 
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Следовательно, через 200 лет распадется лишь 8,5% радия.

Пояснение: т.к. распадется 
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 радия, то искомый процент равен 
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Пример Теоретическая механика. Проходя через лес и испытывая сопротивление деревьев, ветер теряет часть своей скорости. На бесконечно малом пути эта потеря пропорциональна скорости в начале этого пути и его длине. Найти скорость ветра, прошедшего в лесу 150 м, зная, что до вступления в лес начальная скорость ветра 
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Решение:  Пусть на расстоянии S от начала леса скорость ветра равна V, потеря скорости на пути dS равна –dV (процесс убывающий). Эта потеря пропорциональна V , и поэтому дифференциальное уравнение процесса примет вид:   
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Разделяем переменные: 
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Интегрируя, получим общее решение задачи:
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Найдем частное решение, используя начальное условие: при S=0; 
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Закон процесса: 
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Для определения коэффициента пропорциональности k используем дополнительное условие: при S=1м, 
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Откуда: 
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Подставляя числовые значение в уравнение (2), получим искомую скорость: 
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Итак, скорость ветра, углубившегося на 150м в лес, составит 0,93м/с.

Ответ: 
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Пример Биология, процессы прироста. Пусть колония живых организмов находится в благоприятных условиях, благодаря чему рождаемость выше, чем смертность, причем, пространство, занимаемое колонией, и пищевые ресурсы считать неограниченными. Предположим также, что хищников, питающихся организмами данной колонии, нет. Найти закон изменения численности организмов в зависимости от времени, если при t = 0 их число равнялось 
[image: image90.wmf]0
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Решение: будем считать, что скорость изменения численности организмов пропорциональна этой численности и 
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, то численность y организмов в колонии в момент времени t удовлетворяет уравнению: 
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Отсюда 
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Разделяем переменные: 
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Интегрируя, получим общее решение:
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Найдем постоянную c из начального условия: при t = 0; 
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Подставим эти данные в уравнение (2):
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Значит, число ферментов в колонии изменяется по законам 
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Ответ: число ферментов в колонии изменяется по законам 
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Пример Разложение вещества. Вещество A разлагается на два вещества X и Y со скоростью образования каждого из них, пропорциональной количества неразложившегося вещества. Найти закон изменения количеств x и y веществ X и Y в зависимости от времени t, если при t=0 имеем x=y=0, а через час 
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Решение. В момент времени t количество неразложившегося вещества A равно a-x-y. В силу условия задачи будем иметь систему
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Разделив почленно второе уравнение на первое, получим
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При t=0 имеем x=y=0, поэтому из последнего уравнения находим C1=0, а значит   
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k

k

y

1

2

=

.                                                                                 (2)

Подставив (2) в первое уравнение системы, получим уравнение
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общее решение которого
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Используя начальное условие x|t=0=0, найдем 
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так что
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Подставляя (3) в (2), будем иметь
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Для определения коэффициентов k1 и k2  примем за единицу времени час. Учитывая, что  
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 при t=1, найдем
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Откуда 

k2=3 k1,  k1+k2 =ln2, 

так что 
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    и искомое решение системы (1) имеет вид 
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Ответ: 
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Карпова Ирина Викторовна

Теория делимости целых чисел

Пояснительная записка

     В соответствии со школьной  программой по математике некоторые вопросы делимости целых чисел рассматриваются в среднем звене и предполагается что это элементарные вопросы не вызывающие особых трудностей при изучении. Однако, если рассматривать эти вопросы более глубоко и полно, то есть как один из разделов  теории чисел, то это далеко не элементарный раздел математики. В связи с этим, было бы полезно школьникам старших классов, имеющим склонность к математике, углубить и расширить знания по этой теме.

     Предлагаемый курс рассчитан на 20 часов. В программе рассматриваются наряду с уже известными вопросами такими как: делимость двух целых чисел, наибольший общий делитель целых чисел, наименьшее  общее кратное целых чисел и способы их нахождения, вопросы которые в школьном курсе не рассматривались. А именно: формулируются и доказываются теорема о делении с остатком и основная теорема арифметики, подробно рассматриваются свойства простых и составных чисел, на основе теоремы о делении с остатком рассматривается еще один способ нахождения НОД целых чисел (алгоритм Евклида) и применение свойств НОД к решению уравнений в целых числах, а также рассматриваются некоторые вопросы теории сравнений.

Цели курса

     1)Обеспечить усвоение понятий: делимости чисел, деление целого числа с остатком, наибольший общий делитель, наименьшее общее кратное, простое число, составное число, числа сравнимые по данному модулю.

     2)Научить применять полученные теоретические знания к  решению задач.

Тематическое планирование

	№
	ТЕМА
	количество часов

	6. 
	Отношение делимости. Делимость суммы, разности, произведения и частного.
	2

	7. 
	Простые и составные числа. Основная теорема арифметики. Бесконечность множества простых чисел.
	4

	8. 
	Наибольший общий делитель и наименьшее общее кратное, способы их нахождения. Взаимно простые числа.
	4

	9. 
	Теорема о делении с остатком. Еще один способ нахождения НОД.
	4

	10. 
	Применение теории делимости к решению неопределенных уравнений в целых числах.
	2

	11. 
	Сравнения по данному модулю.
	4

	Итого
	20


Текст пособия

ТЕМА 1. Делимость целых чисел. Делимость суммы, разности, произведения и частного

     Везде далее будем рассматривать только целые числа.

Определение 1.1. Число а делится на число b (или b делит а) если существует такое число с, что а = bc.  При этом число c называется частным от деления а на b.

Обозначения: 
[image: image121.wmf]b
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 -  а делится на b или b(a – b делит a
     Рассмотрим простейшие свойства делимости.

Для любых целых чисел a, b, c справедливы:

Теорема 1.2. Если 
[image: image122.wmf]b
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 и с – частное от деления, то с – единственное.

Теорема 1.3. 
[image: image123.wmf]а
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Теорема 1.4. Если 
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Теорема 1.5. Если 
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Теорема 1.6. Если 
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Теорема 1.7. Если 
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 и а(0, то 
[image: image132.wmf]b
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Теорема 1.8. Для того чтобы 
[image: image133.wmf]b
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 необходимо и достаточно  чтобы
[image: image134.wmf]b
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Замечание 1.9. На основании теоремы 1.8. в дальнейшем достаточно ограничиваться рассмотрением случая, когда делитель есть положительное число. Равным образом делимость произвольных целых чисел сводится к делимости неотрицательных чисел.

Теорема 1.10. Если 
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Теорема 1.11. Если сумма чисел и к-1 слагаемое этой суммы делится на некоторое число с, то и к-ое слагаемое делится на с.

Контрольные вопросы

1.1. Когда говорят, что число a делится на число b?

1.2. Что называется частным отделения числа a на b?

1.3. Что можно сказать о числах a и b, если они делят друг на друга?

1.4. Каким может быть число a, если 
[image: image137.wmf]b
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 и 
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1.5. Известно, что 
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 EMBED Equation.3  [image: image140.wmf]b
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 и 
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, что можно сказать о делимости на b числа а3?

ТЕМА 2. Простые и составные числа. Основная теорема арифметики. Бесконечность множества простых чисел

     В соответствии с замечанием 1.9. будем рассматривать целые положительные числа.

     Определение 2.1. Целое положительное число р( 1 называется простым, если оно имеет ровно два положительных делителя: 1 и р.

     Определение 2.2. Целое положительное число m ( 1 называется составным, если оно имеет по крайней мере один положительный делитель отличный от 1 и m.

     Примеры:

1) 3 имеет ровно 2 делителя: 1 и 3, по Определение 2.1. оно простое.

2) 4 имеет своими делителями 1, 4 и 2, по Определение 2.2. число 4 – составное.

Замечание 2.3. В соответствии с Определение 2.1. и Определение 2.2. все 

множество целых положительных чисел можно разбить на три подмножества:

· простые числа

· составные числа

· 1.

     Замечание 2.4. Существует единственное простое четное число – 2. Все остальные четные числа являются составными.

     Перечислим свойства простых чисел.

Теорема 2.5. Если р и р1 – простые числа и р
[image: image142.wmf]¹

р1, то р не делится    на р1 .
Теорема 2.6. Если произведение нескольких целых чисел делится на простое число р, то по меньшей мере один из сомножителей делится на р.

Теорема 2.7. (основная теорема арифметики)

Всякое целое положительное число, отличное от единицы, может быть представлено в виде произведения простых сомножителей и при том единственным образом (с точностью до порядка следования сомножителей).

     Таким образом, если  m – целое положительное число, а р1, р2, …рк- простые, то 

                              m =
[image: image143.wmf]k
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Если среди чисел р1, р2, …, рк есть одинаковые, то

                              m =
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- каноническое представление целого числа.

Контрольные вопросы

2.1.     Какое число называется простым?

2.2. Какое число называется составным?

2.3. Перечислите все четные простые числа.

2.4. Будет ли верна теорема 2.6. если число р будет составным?

2.5. Найдите каноническое представление числа 60984.

ТЕМА 3. Наибольший общий делитель и наименьшее общее кратное и способы их нахождения. Взаимно-простые числа

     Определение 3.1. Общим делителем целых чисел a1, a2,…, an называется любое целое число d, такое что d(а1, d(а2,…, d(аn.

     Пример.   
Числа 30, 165,45 имеют общими делителями числа 3, -3, 15, -15.

     Определение 3.2.   Наибольшим общим делителем (НОД) целых чисел   a1, a2,…, an называется такой их положительный общий делитель, который делится на любой другой общий делитель этих чисел.

     Обозначение: если d есть НОД чисел  a1, a2,…, an , то это записывается следующим образом:  (a1, a2,…, an ) = d
Таким образом, из определения 3.2., если  (a1, a2,…, an ) = d, то

                  1) d( 0,

                  2) d(а1, d(а2,…, d(аn,

                  3) если существует целое  число k, такое что k(a1, k(a2,…, k(an, то k(d.
     Рассмотрим основные свойства НОД целых чисел.

     Теорема 3.3.  1) Для любых целых чисел    a1, a2,…, an , из которых хотя бы одно отлично от нуля, существует НОД. 

2) Если   
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, где р1, …, рs – различные простые числа, то (a1, a2,…, an ) = 
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     Теорема 3.4.   Если   (a1, a2,…, an ) = d, b(d  и b(0, то  
[image: image147.wmf]b
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     Теорема 3.5.   (a1,…, an-1, an) = ((a1,…, an-1), an).

НОД n чисел (n( 3) можно найти, найдя сначала НОД n-1 чисел , и взяв затем НОД от полученного таким образом числа d= (a1,…, an) и последнего числа an.

     Замечание 3.4.  Из Т. 3.3. следует способ нахождения НОД целых чисел, а именно: 1) разложить каждое число на простые множители, записав разложение в каноническом виде; 2) найти произведение минимальных степеней простых множителей, входящих в разложения.

     Пример. 

Найти НОД чисел 5775, 15246, 399.

1) Разложим числа на простые множители
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[image: image150.wmf]19
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2) Найдем произведение минимальных степеней простых чисел, входящих в разложения.
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[image: image152.wmf], таким образом  
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     Определение 3.6.  Пусть  a1, a2,…, an – отличные от нуля целые числа. Наименьшим общим кратным (НОК) называют наименьшее положительное число, делящееся на все эти числа.

     Обозначение  
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Таким образом, если  
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     Теорема 3.7.   Если  
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 - каноническое разложение чисел a1, a2,…, an на простые множители, то
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     Теорема 3.8.   Пусть 
[image: image164.wmf]0
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     Определение 3.9.  Числа а и b называются взаимно простыми, если НОД этих чисел равен 1.

     Теорема 3.10.   Если a и  p – целые числа, причем  p-простое, то либо 
[image: image167.wmf]p
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 , либо числа  a и  p взаимно просты.

     Теорема 3.11.  НОК двух взаимно простых чисел равно их произведению.

     Теорема 3.12. Для того чтобы a делилось на взаимно простые числа  b и  c, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на их произведение.

     Теорема 3.13.  Если 
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Контрольные вопросы
3.1.     Что называется НОД целых чисел?

3.2. Что называется НОК целых чисел?

3.3. Чему равен НОД двух чисел, записанных в канонической форме?

3.4. Чему равно НОК целых чисел, записанных в канонической форме?

3.5. Какая формула связывает НОД и НОК двух целых чисел?

3.6. Верно ли, что если 
[image: image171.wmf]c
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ТЕМА 4. Теорема о делении с остатком. Еще один способ нахождения НОД

     Основную роль во всей арифметике целых чисел играет теорема о делении с остатком.

     Теорема 4.1.  Для любого целого а и целого 
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 существуют и единственные целые q и  r, такие что   
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     Замечание 4.2. В частности, если  
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=

r

 , то 
[image: image176.wmf]q

b

a

×

=

  и  
[image: image177.wmf]a

 делится на 
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     Замечание 4.3. Если  
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 то q называется неполным частным, а  r – остатком от деления a на  b.
     Из Т.4.1. следует, что при фиксированном целом  m>0 любое целое число а можно представить в одном из следующих видов:
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При этом если 
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   Примеры.
1. Любое целое число можно представить в виде 
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2. Любое целое число можно представить в виде 
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     Теорема 4.7.  Пусть a и  b – два целых числа,  
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     Этот способ называется алгоритмом Евклида. Задача нахождения НОД чисел a и  b сводится к более простой задаче нахождения НОД b и  r, 
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Мы получим убывающую последовательность натуральных чисел
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которая не может быть бесконечной. Поэтому существует остаток, равный нулю: пусть 
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. На основании Т.4.7. из (**) следует, что 
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Контрольные вопросы
4.1. Сформулировать теорему о делении с остатком.

4.2. Может ли остаток от деления целого числа быть отрицательным?

4.3. Чему равен остаток от деления целого положительного числа а на число b, если 
[image: image210.wmf]b
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?

4.4. Какие остатки могут получаться при делении целого числа на положительное число m?

4.5. Могут ли все натуральные числа a, b, c, d оказаться нечетными, если с – частное отделения а на b, а d – остаток от этого деления?

ТЕМА 5. Применение теории делимости к решению неопределенных уравнений в целых числах

     Неопределенные уравнения – уравнения, содержащие более одного переменного.

     На основании положений рассмотренных ранее можно сформулировать утверждения, позволяющие находить решения неопределенных  уравнений.

     Теорема 5.1.   Если 
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, то существуют такие целые числа х и  у, что имеет место равенство 
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     Замечание.  Это равенство называется линейной комбинацией или линейным представлением НОД двух чисел через эти числа.

     Теорема 5.2.  Если в уравнении 
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 , то уравнение имеет по крайней мере одно решение.

     Теорема 5.3.  Если в уравнении 
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     Теорема 5.4.    Если в уравнении   
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     Теорема 5.5.   Если в уравнении  
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где х0, у0 – целое решение уравнения  
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 - любое целое число.

Теоремы 5.1.-5.5. позволяют сформулировать следующий алгоритм решения в целых числах уравнения 
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1) найти целое решение уравнения  
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2) составить общую формулу целых решений данного уравнения   
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где х0, у0 – целое решение уравнения  
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 - любое целое число.

ТЕМА 6. Сравнения по данному модулю

     Определение 6.1.  Целые числа 
[image: image236.wmf]a

 и 
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называются равно остаточными при делении на целое число 
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 равны.

     Пример.  1) 5 и 56 равноостаточные при делении на 7.

                     2)–17; 3; 15 равноостаточные при делении на 4.

     Теорема 6.2.   Для того чтобы числа 
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 и 
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 были равно остаточными при делении на целое число 
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     Следствие 6.3.  Если числа 
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 равноостаточны при делении на 
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     Замечание 6.4.  Равноостаточные при делении на 
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 числа 
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 называются также сравнимыми по модулю 
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. Это обозначается так:
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Эта форма записи называется еще сравнением.

     Замечание 6.5.  Теоремы 6.2. и 6.3. можно сформулировать на языке сравнений, а именно:

     Теорема 6.2.*     
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     Следствие 6.3.*   Если  
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Рассмотрим основные  свойства сравнений.

     6.1. 
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     6.2. Если 
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     6.3. Если 
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     6.4. Если 
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     6.5. Если 
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     6.6. Если 
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     6.7. Если 
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     6.8. Если 
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В теории сравнений играет важную роль теорема Ферма.

     Теорема 6.6. (Ферма)   Если целое число а  не делится на простое число 
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 , то 
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Контрольные вопросы

6.1. Какие числа называются равноостаточными при делении на целое число m?

6.2. Каково необходимое и достаточное условие сравнимости чисел по данному модулю?

6.3. По какому модулю сравнимы все целые числа?

6.4. Как определить, сравнимы ли числа по данному модулю?

6.5. Приведите примеры целых чисел, сравнимых по модулю 8?

6.6. Все ли числа из данной последовательности являются сравнимыми по модулю 6:

                     -27; -9; 0; 9; 69; 669; 430. Почему?

6.7. Как записать условие  
[image: image285.wmf])
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 в виде равенства с параметром?

Казинец Виктор Алексеевич

ФУНКЦИИ И ИХ ГРАФИКИ

Пояснительная записка

Одним из основных понятий, изучаемых в школе, является понятие функции и функциональной зависимости.

Предлагаемый курс посвящен систематическому изложению этих понятий, рассмотрению наиболее важных функций и их свойств.

Тематическое планирование

	№
	Тема
	количество часов

	1. 
	 Функции, определения и способы задания
	2

	2. 
	Простейшая классификация функций
	2

	3. 
	Линейная, квадратичная, дробно-линейная, степенная функции
	2

	4. 
	Преобразование графиков функций
	2

	5. 
	Обратная функция
	2

	6. 
	Исследование функции с помощью производной
	2

	7. 
	Показательная и логарифмическая функции
	2

	8. 
	Тригонометрические функции
	2

	9. 
	Обратные тригонометрические функции
	2

	10. 
	Исследование функций
	2

	
	Итого
	20


Текст пособия
Функции: определения и способы задания

Пусть даны два числовых множества Х и Y.
Если каждому элементу из множества Х поставлен в соответствие один элемент из множества Y, то говорят, что задана функция.

Закон, по которому элементу из множества Х ставится в соответствие элемент из множества Y, называется функцией.

При этом множество Х называется областью определения функции.

Множество всех значений, которые принимает функция, называется областью значений.

Обычно тот факт, что задана функция обозначается:
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Следует заметить, что в определение функции участвуют два понятия, соответствие (или закон) и область определения функции.

Способы задания
Наиболее естественный способ задания функции (задание закона, соответствия) является описание функции на естественном языке.

Например. Числу поставлен в соответствие его квадрат.

Такой способ описания функции называется словесным.
Достаточно часто для сокращения записи определения функции используют символы и обозначения математических операций.

Такой способ называется аналитическим.
Например, у = х2.

Если множество Х содержит конечное число элементов 
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, то можно расположить в таблице соответствующие значения 
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Такой способ представления функции называется табличным.
Если функция у = f(х) задана на множестве X, то каждому значению х соответствует значение у. Каждую пару х и у будем рассматривать как абсциссу и ординату точки М в некоторой прямоугольной системе координат.

(Геометрическое множество таких точек называется графиком функции).

Такой способ называется графическим.
Простейшая классификация функций

Определение. Множество Х называется симметричным относительно точки О   (ноль), если из условия 
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следует, что 
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.
Определение. Функция у = f(x) называется четной, если ее область определения симметрична и выполняется равенство


[image: image292.wmf]).
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Из симметричности области определения и из того, что наряду с точкой (х,у) графику функции принадлежит точка (- x,y), следует, что график четной функции симметричен относительно оси ординат.

Например, у = х2 функция четная, так как 
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 EMBED Equation.3  [image: image294.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image295.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image296.wmf]),
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а область определения R (множество всех действительных чисел) симметричное.

[image: image297.png]3




Определение. Функция y=f(x) называется нечетной, если область ее определения симметрична и выполняется равенство
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для всех х из области определения.

Из симметричности области определения и из того, что вместе с точкой (х,у) графику функции принадлежит точка (-х,-у), следует, что график нечетной функции симметричен относительно начала координат (т.е. не изменяется при вращении его относительно начала координат на 180°.

Пример, у = х3. Функция нечетная, так как
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и область определения R симметричная.
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Большинство функций не являются четными или нечетными.

Но любая функция, заданная на симметричном множестве, представима в виде суммы четной и нечетной функций. 

Действительно,
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Периодические функции

Определение. Функция у = f(x) называется периодической, если существует число 
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такое, что для каждого значения аргумента х из области ее значения имеет место равенство
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Число Т называют периодом функции.

Из определения следует, что числа 
[image: image305.wmf]T
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(k = 0,±1,±2,...) также являются периодами. 

Наименьший положительный период, если он существует, называется основным периодом.

Замечание 1. Если Т - основной период функции у = f(х), то число 
[image: image306.wmf]W
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 является основным периодом функции 
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Замечание 2. Если 
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 основные периоды функций 
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 целые числа).

то наименьшее общее кратное также является периодом (не обязательно основным).

График периодической функции с основным периодом Т достаточно построить на любом отрезке длины Т, а затем сдвигать эту кривую вправо и влево на отрезки Т,2T,....
Ограниченность функции

Определение. Функция у = f(х) называется ограниченной сверху в области своего задания X, если существует такое положительное число М, что для всех 
[image: image314.wmf]X
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выполняется неравенство 
[image: image315.wmf].
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Пример. Функция у = - х2 ограничена сверху, так как для всех 
[image: image316.wmf]X
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,то есть 0 = М. 
Определение. Функция у = f(x) называется ограниченной снизу, если существует такое число М, что для всех х из области определения функции выполняется неравенство 
[image: image317.wmf].
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Например, у = х2 ограничена снизу, так как 
[image: image318.wmf]0
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 для всех 
[image: image319.wmf]X
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Определение. Функция ограничена, если она ограничена и сверху, и снизу. 

Например, у = sin х ограничена, так как 
[image: image320.wmf].
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Монотонность функции

Определение. Функция у = f(х) называется возрастающей на некотором промежутке, если для любых двух значений х из этого промежутка 
[image: image321.wmf]2
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 следует, что 
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Определение. Функция у = f(x) называется убывающей на некотором промежутке, если для любых двух значений х из этого промежутка 
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 следует, что 
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[image: image326.png]



Возрастающие и убывающие функции обычно называют монотонными.

Задачи

1. Заданы функции, определить являются ли они четными, нечетными, периодическими, возрастающими, убывающими.

а)  у = х2 +2;                                    д) у = {+ х} - дробная часть числа х;                            б) 
[image: image327.wmf];
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г) у = [х] - целая часть числа х;      з) 
[image: image331.wmf].
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Обзор некоторых элементарных функций и их графики

В данной части нас будут интересовать некоторые элементарные функции и их графики.

Мы будем акцентировать внимание на следующем:

- область определения и значения функции;

- четность, нечетность функции;

- периодичность;

- монотонность;

- ограниченность;

- точки пересечения с осями координат;

- график функции.

Линейная функция y = kx + b
la. Рассмотрим вначале частный случай функций y = kx + b при b = 0.

[image: image332.wmf].
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Функция определена при всех 
[image: image333.wmf].
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Областью значения является множество R (так как уравнение kx = c имеет решение при всех с).
Функция является нечетной, f(—x) = - kx = - f(x).
Функция       не       является       периодической,       так       как k(x+T) = kx => kx + kT = kx => кТ = 0 => Т = 0. 

Функция не ограничена. 

Функция монотонная (при к > 0 возрастающая, k < 0 убывающая).

[image: image615.png]Ya




Если у = 0, то х = 0.
1 б. Рассмотрим частный случай функции y =  kx + b при k = 0.
у = b. 

Эта функция определена при всех 
[image: image334.wmf].
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Областью значения является одна точка b. 

Функция четная. 

Функция периодическая (периодом является любое число, основного периода нет).

Функция ограничена.

Функция постоянная.

[image: image335.png]y=
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1 в. Функция y = kx + b.
Функция  y = kx + b является суммой двух функций y = kx и у = b. Следовательно область определения R (множество действительных чисел).

Область значения R.

Функция общего вида при 
[image: image336.wmf].
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Функция не является периодической.

Функция не ограничена.

Функция монотонна (k > 0 возрастающая, k < 0 убывающая).
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График функции получается из графика функции y = kx сдвигом по оси ординат на величину b.
Дробно - линейная функция 
[image: image337.wmf].
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а, b, с, d - постоянные, причем 
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 (иначе мы имели бы линейную функцию) и 
[image: image339.wmf]c
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(иначе произошло бы сокращение и мы получили бы постоянную функцию).

 la. В начале рассмотрим функцию 
[image: image340.wmf]).
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   Функция определена всюду, кроме  х = 0, то есть область определения интервалы 
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Область значения также интервалы 
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;

0

(

  

и

  

)

0

;

(

+¥

-¥

. 
Функция нечетная, так как
[image: image343.wmf]).

(

)

(

x

f

x

k

x

k

x

f

-

=

-

=

-

=

-

 
Функция убывающая (при к > 0) и возрастающая (при k < 0) на интервалах 
[image: image344.wmf])
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Функция неограниченная.

Полученная кривая называется гиперболой.

1б. Общий случай 
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Полагая   
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 получаем 
[image: image348.wmf].
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Следовательно график функции легко получить из графика функции 
[image: image349.wmf]x
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 с помощью сдвига на  - т вдоль оси Ох и на n единиц вдоль оси Оу.
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 Свойства функции получаем из свойств функции 
[image: image351.wmf].

x

k

y

=


Квадратный трехчлен 
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1а. Квадратная функция у=ах2. 

Функция определена при всех х.
Область значения неотрицательные числа (при a > 0) неположительные числа при а < 0.

- функция четная

- функция не является периодической

- функция ограничена снизу при а > 0, ограничена сверху при а < 0
- функция убывает на интервале (
[image: image354.wmf]¥
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; 0) при a > 0 

                возрастает при a < 0
 возрастает на интервале (0; 
[image: image355.wmf]¥
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 убывает при а < 0.
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1б. Общий случай 
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 Полагая 
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График данной функции получается из графика функции у = ах2 
сдвигом на  - т по оси Ох и сдвигом на п по оси Оу.


[image: image361.png]



Степенная функция у = хn
1а. Рассмотрим случай n = 2k.
Функция определена на всей числовой оси.

Функция четная, так как 
[image: image362.wmf].
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Функция не является периодической.

На интервале (-
[image: image363.wmf]¥

; 0) функция убывает, на интервале (0; +
[image: image364.wmf]¥

) функция возрастает.

Функция ограничена снизу.
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1б. Случай n = 2k + 1,   y = x2к+1 .

Функция определена всюду. 

Функция нечетная.

Функция не является периодической. Возрастает на всей числовой оси. 

Функция не ограничена.


[image: image365.wmf]
Преобразование графиков

Правило 1. График функции у = f(x - а) (у = f(x + а)) получается из графика функции у = f(x) сдвигом последнего вдоль оси Ох на а единиц вправо (влево), а > 0.
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Правило  2. График функции y = f(x)+b  (у = f(x)- b) получается из графика функции у = f(x) сдвигом вдоль оси Oу на b единиц [image: image621.png]k<0

HV



вверх (вниз), b > 0.
Правило 3.  График функции y = k f(x), где k > 0, получается из графика y = f(x) растягиванием последнего вдоль оси Оу с коэффициентами k. 
[image: image367.png]



Правило 4.  График функции у = f(ax), где а > 0, получается из графика у = f(x)   сжатием последнего вдоль оси Ох с коэффициентом, равным а.
Правило 5.  График функции у = f(- х) получается из графика функции у = f(x) симметричным отображением последнего относительно оси Oу.
[image: image368.png]________





Правило 6.  График функции у = - f(x) получается из графика функции у = f(x) симметричным отображением последнего относительно оси Ox.
[image: image622.png]k>0

Y



Правило 7.  График функции y = f(|x|) совпадает с графиком функции f(x) в правой полуплоскости (
[image: image369.wmf]0
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), а в левой полуплоскости (х < 0) симметричен этой части графика относительно оси Оу . 
Правило 8.  График функции у = |f(х)| совпадает с графиком функции у = f(х) для тех участков оси Ох, где 
[image: image370.wmf]0
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, и является симметричным отображением его относительно оси Ох для тех участков, 
                      где f(x) < 0.
Обратная функция

Пусть на некотором множестве Х задана функция у = f(x) и Y - область значения данной функции.

Возьмем некоторое число 
[image: image371.wmf]Y
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. Тогда найдется такое число 
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 (возможно не единственное), что 
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 Таким образом, каждому значению 
[image: image374.wmf]Y

y

Î

0

поставлено в соответствие число 
[image: image375.wmf]0
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  (возможно не единственное). Если такое число 
[image: image376.wmf]0
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 - единственное, то говорят, что задана функция х = g(y).
/Для существования обратной функции необходимо и достаточно, чтобы функция   у = f(x) осуществляла  взаимно-однозначное  соответствие  между множествами Х и Y./

Графики функции у = f(х) и обратной для нее функции х = g(y) совпадают, только аргумент обратной функции рассматривается на оси Оу.
Но если, следуя нашим привычкам, аргумент обозначить буквой х и откладывать его на оси Ох, то есть вместо х = g(y) писать у = g(x), то график функции у = g(x) отличается от графика функции у = f(х).
Легко показать, что графики функции у = f(x) и обратной к ней функции 

у = g(x) симметричны относительно биссектрисы I и III координатных углов.

Заметим, что и свойства прямой, и обратной функций связаны между собой.

1. Область определения функции у = f(х) Х является областью значений   функции 
[image: image377.wmf])

(

x

g

y

=

.
2. Область значения функции у = f(x) Y является областью определения функции 
[image: image378.wmf])
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3. Если функция у =f(х) возрастает (убывает), то функция y = g(x) возрастает (убывает).

4. Если функция у = f(х) дифференцируема в точке 
[image: image379.wmf]0
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, то функция у = g(x) дифференцируема в точке 
[image: image380.wmf]).

(

0

0

x

f

y

=


Показательная и логарифмическая функции. Показательная функция, ее свойства и график

Определение. Функция, определяемая равенством


[image: image381.wmf]x
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,
где  а - постоянное положительное число не равное единице.

Свойства показательной функции непосредственно вытекают из свойств степени.

1. Показательная функция определена на всей числовой оси, то есть на интервале 
[image: image382.wmf])
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2. a0 = 1, при любом основании.

3. При а > 1, аx > 1 для х > 0 и аx < 1 для х < 0.

4. При 0 < a < 1, аx  < 1 для х > 0 и аx > 1 для х < 0.

5. Область  изменения   (значений)  функции   у = аx  является  множество положительных чисел, то есть интервал (0;
[image: image383.wmf]¥

).

6. Функция монотонна

6.1. Если а > 1, то аx возрастающая.

6.2. Если 0 < а < I, то аx  убывающая.

7. Если а <  b, то аx  <  bx  при х > 0 и аx  < bx  при х < 0.

8. Производная функции у = аx

[image: image384.wmf].
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Используя вышеперечисленные свойства, получаем график функции у = аx.
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Логарифмическая функция

Показательная функция монотонна на всей области определения, следовательно, она имеет обратную. Так как монотонная функция определяет взаимно - однозначное отображение.

Определение. Функция,   обратная   показательной  функции   у = аx,   называется логарифмической функцией и обозначается 
у = logax.
Свойства логарифмической функции следуют из свойств показательной функции.

1.  Областью определения является множество положительных чисел, то есть (0;
[image: image385.wmf]¥

).

2.  Областью значений является множество действительных чисел, то есть
    (-
[image: image386.wmf]¥

;+
[image: image387.wmf]¥

).

3.  loga 1 = 0 при любом a.

4.  Функция logax монотонна.

 4.1.  При а > 1 функция возрастает.

 4.2.  При 0 < а < 1 функция убывает.
 5.  Если а > 1, то loga х > О при х > 1 и loga х < V при 0 < х < 1.

 6.  Если а < 1, то loga х < 0 при х > 1 и loga х > 0 при 0 < х <1.

 7.  Производная функции у = loga х

[image: image388.wmf].

ln

1

'

 

a

x

y

=


8.  График функции
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Исследование функций с помощью производной

1. Находим производную функции у = f(х) и определяем те точки, в которых производная равна нулю или не существует. 
     /Эти точки называют «подозрительными» на экстремум/.

2. Полученными точками разбивают область определения функции на интервалы, где производная имеет постоянный знак.

3. Если в интервале производная меньше нуля, то функция убивает на этом интервале.

4. Если производная больше, то функция убывает на этом интервале.

5. Если при переходе точки «подозрительной» на экстремум производная меняет знак с плюса на минус, то в данной точке функция имеет максимум.

6. Если при переходе точки «подозрительной» на экстремум производная меняет знак с минуса на плюс, то в данной точке функция имеет минимум.

7. Если производная знак не меняет, то экстремума в данной точке нет.
Пример исследования функции и построение ее графика 
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1. Область определения функции является множество действительных чисел.

2. Функция нечетная
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3. Функция не является периодической. Предположим, что
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следовательно
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отсюда              
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Так как период не равен нулю (по определению) и не зависит от аргумента х, то у данной функции нет периода.

4. Функция ограничена, так как


[image: image395.wmf]1

1

2

<

+

x

x



 EMBED Equation.3  [image: image396.wmf]
5. у = 0 при х = 0.
6. 
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Точки х1 = 1, х2 = - 1 подозрительные на экстремум.
7. а) На (-
[image: image399.wmf]¥

; - 1) у' < 0, следовательно, функция убывает. 
    б) На (-1; 1) у' > 0, следовательно, функция возрастает.

    в) На (1; +
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) у' < 0, следовательно, функция убывает.

8. а) При переходе через точку х = - 1, у' меняет знак с минуса на плюс, в точке х = - 1 минимум.
    б) При переходе через точку х = 1, у' меняет знак с плюса на минус, следовательно, в точке х = 1 функция имеет максимум 
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9. График функции
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Задачи

1. 
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Задания по курсу «Функции и их графики»

I. Исследовать и построить графики следующих функций:
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II. Определить некоторые свойства функций:
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Найти периоды данной функции.
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Определить точки разрыва функции.
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Определить точки, в которых функция имеет производную.

III.   Дан треугольник, требуется заштриховать данный треугольник непересекающимися отрезками ненулевой длины (стороны треугольника должны быть заштрихованы).

IV.   Привести примеры функций, обладающих свойствами:

1.   Периодическая и возрастающая.

2.   Ограниченная и возрастающая.

3.   Четная, периодическая, ограниченная.

4.   Нечетная, ограниченная, периодическая.

5.   Ограниченная снизу и возрастающая.

6.   Имеющую производную во всех точках области определения.

7.   Не имеющую производную в двух точках.

8.   Имеющую производную только в одной точке.
Мендель Виктор Васильевич

Машины Тьюринга и другие способы представления алгоритмов

Пояснительная записка


Понятие алгоритма хорошо знакомо современным школьникам. Однако словесного описания алгоритма недостаточно для реализации его на компьютере. Объясняется это тем, что машина может оперировать ограниченным числом элементарных команд. Еще одно обстоятельство связано с тем, что конкретный тип машин (язык программирования) оперирует своим специфическим набором команд, да еще существует масса технических особенностей их применения. 


Для независимого и более удобного анализа и построения алгоритмов придуманы специальные языки (исчисления).


Цель данного курса: познакомить слушателей с методами построения алгоритмов, вычисляющих различные функции от натурального аргумента, принимающие натуральные значения. 


По окончании курса слушатели должны знать: понятие алгоритма, понятие и принцип действия машин Тьюринга, операции над ними; понятие рекурсивных функции и принципы их построения. Слушатели должны уметь: строить машины Тьюринга и рекурсивные функции, вычисляющие основные элементарные функции: сложение, умножение, деление, вычитание и т.п.

Тематическое планирование

	№

п/п
	Темы занятий
	Количество часов

	1. 
	Понятие алгоритма. Уточнение понятия алгоритма для случая вычислимых функций
	2

	2. 
	Понятие машины Тьюринга (МТ). Примеры машин
	2

	3. 
	Вычисление элементарных функций с помощью МТ
	2

	4. 
	Операции итерирования и суперпозиции для МТ
	2

	5. 
	Запись алгоритмов для ТМ на специальном языке. Построение новых МТ  из элементарных
	4

	6. 
	Рекурсивные функции – более удобный способ представления вычислимых функций. Операции суперпозиции и  примитивной рекурсии. Примеры
	4

	7. 
	Оператор минимизации – способ построения нового класса вычислимых функций
	2

	8. 
	Некоторые проблемы теории алгоритмов: сложность, нумерация программ, самоприменимость
	2

	Итого
	20


Текст пособия
Введение


Слово «алгоритм
» давно стало привычным для современного человека. Обычно под алгоритмом понимают точную  систему инструкций, неукоснительное выполнение которых приводит к решению некоторой задачи.


Однако нужно уточнить некоторые свойства алгоритма и выявить его отличия от похожих понятий. 

Массовость. Начнем с примера. Рассмотрим инструкции, которые передал Центр своему агенту. Они конечно точны и конкретны и их выполнение гарантирует некоторый результат. Однако после прочтения эти инструкции подлежат уничтожению, и воспользоваться ими вторично уже нельзя.

В случае алгоритма ценность инструкций заключается в том, что их можно применять многократно (массово) для большого количества однотипных задач. Такими задачами могут быть, например: вычисление суммы, разности или произведения двух чисел, отыскания квадратного корня, отыскание корней уравнения и т.п.

Детерминированность. Смысл этого понятия таков: каждый новый шаг алгоритма должен однозначно определяться предыдущими шагами и начальными данными. В этом смысле указания о том, как сохранить файл на дискете, в которых перечисляются разные варианты решения этой задачи, нельзя назвать алгоритмом.

Конечность. Результат применения алгоритма должен быть получен за конечное (иногда очень большое) число шагов. Если задача не имеет решения, то алгоритм должен работать вечно (зацикливаться). Например, если мы вычисляем квадратный корень из натурального числа, являющегося квадратом некоторого натурального числа, то мы можем это сделать за конечное число шагов. Для этого, например, можно просто возводить в квадрат натуральные числа, начиная с единицы, и сравнивать их числом под знаком корня. Если квадрат и число равны, то результат получен, иначе работаем дальше. 

Исполнитель. Как правило, каждый шаг алгоритма представляет из себя очень простое действие: «сместиться вправо», «заменить цифру на следующую по порядку», «стереть цифру», и т. п. Выполняет эти шаги исполнитель (как правило, это не человек, а некоторая машина).  Составитель алгоритма должен точно знать, какие именно простые шаги может делать этот исполнитель, и какие команды он может выполнить.

Выводы
· Инструкция на пакете с пельменями это не алгоритм, так как разные исполнители приходят к разным результатам (один не доварил, у другого пельмени расклеились и т.п.)

· Люди – плохие исполнители алгоритмов, так как они пропускают все команды через свое сознание и дают им свою интерпретацию, кроме того, они часто ошибаются.

· Для того, чтобы построить более или менее содержательную теорию алгоритмов, нужно существенно сузить область применения этого понятия.

Вычислимые функции и разрешимые множества


В этом параграфе мы реализуем последний вывод предыдущего параграфа. Мы будем рассматривать только такие функции, аргументами которых являются натуральные числа, а значения этих функций тоже натуральные числа. Приведем примеры.

Пример 1. Функция следования: 
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Пример 2. Функция сложения: 
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Пример 3. Квадратный корень: 
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Пример 4. Характеристическая функция пифагоровой тройки 
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Замечания 

· Нетрудно заметить, что для всех приведенных в примерах функций существуют вычисляющие их алгоритмы.

· Некоторые функции зависят не от одной, а от двух и более переменных.

· Функция из примера 3 определена не на всех натуральных числах, а только на тех, которые являются полными квадратами.

· Не стоит обижаться на то, что мы рассматриваем только функции натурального аргумента. Ведь вычисление значений многих привычных нам функций так или иначе сводится к действиям над натуральными числами (мы делим или умножаем дробные числа как натуральные, а потом в нужном месте ставим запятую).

Дадим теперь важное определение.

Определение 1. Функция от натуральных аргументов, принимающая натуральные значения называется вычислимой, если существует алгоритм, вычисляющий эту функцию для всех допустимых значений аргументов.


Как мы уже заметили, для приведенных в примерах функций существуют вычисляющие их алгоритмы.

Функцию будем называть тотальной, если она вычислима при любых значениях аргументов и частичной в противном случае. (Функция следования тотальна, а функция sqrt(x) – частична.)


Многие прикладные задачи в математике и программировании сводятся к тому, что из данного множества чисел (или пар чисел, или троек и так далее) нужно выделить те, которые удовлетворяют заданным свойствам. Заметим, что речь может идти не только о числах, но и о других объектах, для нас решающим будет то, что эти объекты могут быть как то пронумерованы (проиндексированы).


Рассмотрим набор из n натуральных чисел 
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. Пусть М – множество, состоящее из некоторого количества таких энок. 

Определение 2. Множество М называется разрешимым, если существует алгоритм, позволяющий для любой энки проверить, принадлежит она множеству М или не принадлежит.

Приведем примеры разрешимых множеств.

Пример 5. Множество четных чисел.

Пример 6. Множество точных квадратов.

Пример 7. Множество пифагоровых троек.

Между разрешимыми множествами и вычислимыми функциями существует очень простая и тесная связь. Чтобы понять ее, нам потребуется ввести понятие характеристической функции множества М.


Функцию 
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 называют характеристической функцией множества М. 

Очевидно следующее утверждение.

Теорема. Множество разрешимо тогда и только тогда, когда его характеристическая функция вычислима.

Эта замечательная теорема позволяет нам в теории алгоритмов ограничиться только функциями, имея в виду и то, что все это применимо к множествам.

Упражнения

1. Придумайте алгоритмы, вычисляющие функции в примерах 1-4.

2. Придумайте алгоритмы, разрешающие множества из примеров 5-7.

3. Придумайте алгоритмы для характеристических функции множеств из примеров 5-7.

Исчисления алгоритмов или как записать алгоритм

Мы будем рассматривать только алгоритмы для вычислимых функций. Принципиально алгоритм можно представить как вариацию некоторых элементарных шагов, проверку логических условий и переход к тому или иному шагу в зависимости от результатов проверки. Последовательное выполнение шагов называют линейным программированием
, если после проверки условия приходится возвращаться на несколько шагов в верх (повторять  уже выполненные последовательности команд), то говорят о цикле, если переход осуществляется далее, с пропуском нескольких шагов, то говорят о переходе по условию. Для разных исполнителей проверка условия и условный переход могут реализовываться по-разному. 

Рассмотрим для примера алгоритм, вычисляющий функцию sqrt(x). Здесь элементарный шаг – вычисление квадрата очередного числа, условие – проверка того, что вычисленный квадрат равен выбранному аргументу, если условие выполнено, то записывается результат, если нет, то очередное число увеличивается на единицу и вновь выполняется элементарный шаг (то есть, задается цикл).

Как было выяснено ранее, для записи алгоритма важно знать, какие операции может выполнять исполнитель алгоритма и какие команды он понимает. Кроме того, очень важно, в какой форме исполнитель воспринимает исходные данные и в каком виде он выдает результат. 

Для того чтобы записать входное значение, результат, инструкции и промежуточные значения, необходимо использовать некоторый алфавит. Обозначим его прописной латинской буквой A. Входящие в него буквы обозначим a1, a2, a3, … , an. Число n, равное числу букв в алфавите, называют его мощностью. Любая конечная последовательность букв алфавита называется словом. Как правило, среди всего многообразия слов используют только небольшое количество слов, построенных по некоторым правилам
. 

Иногда алфавит разбивают на несколько частей. Одна часть букв используется для записи входных и выходных значений (внутренний алфавит), другие для записи команд или для описания правил функционирования алгоритма (внешний алфавит или алфавит состояний).

Очень важно указать правила или условия, при выполнении которых работа алгоритма должна прекратиться (их называют правилами останова) и договориться о том, что именно является результатом применения данного алгоритма к некоторым начальным данным.

Все перечисленные выше составные части вместе образуют исчисление алгоритмов.

Ну и наконец  остановимся на общем методе построения алгоритмов, вычисляющих функции. Он основан на следующем общем приеме. Сначала строятся алгоритмы, вычисляющие наиболее простые функции. Затем, на основе этих функций составляются алгоритмы для более сложных функций. Для этого создают специальные правила, позволяющие объединять несколько алгоритмов, составленных по одинаковым правилам над одним алфавитом. В зависимости от того, как трактуются эти правила, можно получать циклы или команды условного перехода.

Например, если есть алгоритм, вычисляющий функцию следования s(x), то довольно легко построить алгоритм, вычисляющий сумму sum(x,y). Он состоит в том, что y раз выполняется алгоритм для s(x). В свою очередь, произведение можно представить как выполненное несколько раз сложение.

Машины Тьюринга
 – пример исчисления алгоритмов

В этом параграфе мы построим первый пример исчисления алгоритмов. Речь пойдет о машинах Тьюринга (сокращенно МТ). Дадим первоначальное образное описание этого исчисления.

И так, представим себе машину, состоящую из бесконечной ленты, разбитой на ячейки и считывающей - записывающей каретки. В каждую ячейку ленты записано либо по одной букве некоторого алфавита, либо символ пустой ячейки. В некоторый момент времени считывающая каретка находится над одной из ячеек. Она читает содержимое текущей ячейки и выполняет некоторые действия, руководствуясь прочитанным, и своим внутренним состоянием (умонастроением, как говорил Тьюринг).  Действия состоят в следующем: в текущую ячейку записывается новое значение (переписывается старое), машина переходит в новое внутреннее состояние и сдвигается влево или вправо на одну ячейку (остается на месте). Следующий шаг (такт) машины обусловлен содержимым новой ячейки и новым «умонастроением» машины. Для того, чтобы машина остановилась, имеется специальное внутреннее состояние – конечное состояние.

Описанный процесс использует понятия «лента», «каретка», «такт» только для более наглядного объяснения происходящего. На самом деле МТ – такой же абстрактный математический объект, как функция или уравнение.

Дадим теперь строгое описание машины Тьюринга, как исчисления.

Алфавит исчисления состоит из трех подалфавитов: А={ a0, a1, a2, a3, … , an} – внешний алфавит, который используется для записи входных значений и результатов на ленту машины; Q={q0, q1, q2, q3, … , qm}– алфавит внутренних состояний (нам удобно каждое внутреннее состояние машины обозначать одной буквой); S={l, s, r} – алфавит переходов. Здесь a0- символ пустой ячейки, q0, q1- соответственно заключительное и начальное внутренние состояния машины, а l, s, r- команды управления считывающей кареткой машины («на ячейку влево», «на месте», «на ячейку вправо»).

Работа машины определяется ее функциональной схемой или программой. Эту схему удобно представить в виде таблицы:
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Опишем работу машины Тьюринга. На ленте в ячейках написано некоторое слово. В начальный момент времени считывающая каретка находится над одной из ячеек ленты в начальном внутреннем состоянии q1. Такт  машины состоит из следующих действий. По текущему внутреннему состоянию qi и записанной в обозреваемой ячейке букве aj определяется адрес ячейки таблицы. Записанное в этой ячейке слово 
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 определяет очередной шаг машины. Машина записывает в обозреваемую ячейку букву ar, переходит во внутреннее состояние  qf  и выполняет сдвиг по команде [st], которая представляет собой одну из трех букв l, s, r. Если очередное внутреннее состояние оказалось заключительным состоянием q0, то машина останавливается
. 

Рассмотрим пример машины Тьюринга и процесс ее применения к некоторому начальному слову.

Пример 8. Зададим алфавиты. Внешний А={0, 1}. Внутренний Q={q0, q1}. Функциональная схема

	
	q1

	0
	0q0s

	1
	1q1r


Нетрудно увидеть, что эта машина выполняет довольно разумную операцию: она сдвигается вправо до тех пор, пока не найдет ячейку, в которую записан ноль. Машина останавливается над этой ячейкой.

Пусть на ленте записано слово 01111101 и в начальный момент времени считывающая каретка находится над вторым символом слева (единицей). Нам удобно записать это в таком виде: 0q11111101 (перед обозреваемой буквой стоит символ соответствующего внутреннего состояния). Из функциональной схемы видно, что машина должна переписать в текущую ячейку единицу, остаться в состоянии q1 и сдвинуться на одну ячейку вправо: 01q1111101. Эти шаги повторяются еще 4 раза, в итоге мы получим ситуацию: 011111q101. Т. е. каретка машины дойдет до ячейки, в которой записан ноль (сама она будет в это время в состоянии q1). Теперь машина должна (согласно схеме) переписать в текущую ячейку   ноль и остановиться в этой ячейке, перейдя в состояние остановки q0: 0111110q01.

Упражнения 

1. Придумайте машину Тьюринга, которая сдвигает каретку влево до тех пор, пока не встретит пустую ячейку.

2. Придумайте машину Тьюринга, которая сдвигает каретку влево до тех пор, пока не встретит пустую ячейку.

3. Придумайте машину Тьюринга, которая сдвигает каретку вправо до тех пор, пока не встретит непустую ячейку.

Задачи

1. Придумайте МТ, реализующую функцию Z(x)=0
.  Для удобства будем считать, что внешний алфавит состоит из единицы и x – символа пустой ячейки. Число ноль кодируется одной единицей, число один – двумя и так далее. Число n кодируется n+1 идущей подряд единицей. Машина должна оставить только одну единицу.

2. Придумайте МТ, реализующую функцию следования 
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. Используйте кодировку из предыдущей задачи. Машина должна пририсовать к ряду единиц еще одну.

3. Придумайте МТ, выполняющую сложение в указанной выше кодировке. Два складываемых числа разделяются знаком *. Процесс заключается в следующем: * стирается, на ее место пишется 1, и стирается одна последняя единица.

4. Рассмотрите более сложный вариант сложения: два числа (серии единиц) отделены друг от друга несколькими пустыми ячейками. В начальный момент времени каретка находится левее первого числа или над первой единицей первого числа. Машина должна приписать к первому числу на одну меньше единиц, чем стоит во втором числе, и стереть второе число. После каретка должна вернуться на первую слева цифру суммы.

5. Реализуйте в виде МТ функцию следования для обычной десятичной записи. Для этого понадобиться найти последнюю цифру  в записи числа. Если эта цифра – не девять, то заменить ее следующей и остановить работу (можно еще выйти на первую цифру слова). Если последняя цифра 9, то она заменяется на ноль, делается сдвиг влево и предпринимается попытка увеличить на единицу обозреваемую цифру. Особо надо рассмотреть случай, когда исходное число состоит только из девяток. Тогда последний шаг – запись в ближайшую слева пустую ячейку единицы.

Операции суперпозиции и итерации для МТ


Во втором параграфе было сказано, что наиболее рациональный способ построения алгоритма – конструирование его из более простых с помощью некоторых операций. Здесь мы рассмотрим два способа получения из простых МТ более сложных.


Представим такую ситуацию. Первая машина (МТ1) обрабатывает некоторое входное слово. Она может остановиться по разным причинам (в функциональной таблице может быть несколько ячеек, вызывающих заключительное состояние). В некоторых случаях полученный результат должен быть обработан второй машиной (МТ2), оперирующей с той же кодировкой в том же внешнем алфавите. Мы можем объединить две эти машины в одну, используя операцию суперпозиции.


Предварительно договоримся о следующем. Будем считать, что заключительное состояние q0 в  ячейках функциональной таблицы МТ появляется только в словах вида aiq0s. Причем i – это номер строки такой ячейки. Это означает, что, придя к заключительному состоянию, машина просто останавливается в указанной ячейке ленты, ничего не изменяя и никуда не сдвигая каретку
. Тогда в функциональной таблице МТ ячейки со словами вида aiq0s можно оставлять пустыми.


Рассмотрим теперь две МТ, имеющие один внешний алфавит. Пусть первая машина имеет n, а вторая m – внутренних состояний. Увеличим номера внутренних состояний второй машины на n и объединим их таблицы в одну, она будет иметь n+m столбцов, не считая столбца с буквами внешнего алфавита. Начальное состояние второй машины будет теперь иметь номер n+1. Для того чтобы запустить в нужном случае вторую МТ (в этом и состоит операция суперпозиции), поступим так: в тех пустых ячейках таблицы первой машины, после остановки в которых нужно запустить вторую машину запишем команду aiqn+1s. Здесь i – это номер строки текущей ячейки таблицы. Это и обеспечит запуск второй машины из нужного места.


Операция итерирования осуществляется по аналогичной схеме, только используется одна машина. Как и в предыдущем случае, мы будем рассматривать машину МТ, которая останавливается в случае, когда соответствующая ячейка функциональной схемы пуста. Если нам в некоторых случаях (при некоторых условиях) нужно вновь запустить МТ, то в соответствующую пустую ячейку функциональной таблицы с адресом aiqj нужно записать команду aiq1s. 


Используя две указанных операции, мы можем строить сложные машины из более простых. Рассмотрим, как это делается. Для этого удобно использовать операторный язык (аналог языка программирования).


Пусть в нашем распоряжении имеется n различных машин Тьюринга (МТi). Далее, пусть имеется несколько условий. Выделим два типа условий Усл01(МТк) и Усл012(МТк, МТн). Условие первого типа работает по правилу: пусть выполняется очередная машина, пустым ячейкам ее функциональной таблицы приписаны значения 0 или 1 согласно Усл01. Теперь машина остановилась в одной из ячеек, если значение условия в ней равно 0, то запускается следующая по очереди машина Тьюринга, если оно равно 1, то управление передается на машину, имя которой записано в скобках. Условие второго вида работает аналогично: если оно равно 0, то запускается следующая по очереди машина Тьюринга, если оно равно 1, то управление передается на машину, имя которой первой записано в скобках, если оно равно 2, то запускается машина, имя которой  вторым записано в скобках.


Использование условий позволяет нам выполнять условный переход далее по очереди, (если вызываемая машина стоит в очереди дальше, чем условие), или задавать циклы (если вызываемая условием машина уже работала ранее).


Примеры использования операторного языка довольно громоздки, поэтому мы рассмотрим их на практических занятиях.

Рекурсивное построение вычислимых функций


Машины Тьюринга – наглядный и эффективный способ построения алгоритмов вычислимых функций, но он не единственный. В современной математике и программировании широко используется метод рекурсии, смысл которого в том, что при вычислении очередных значений некоторого выражения (функции) используются найденные ранее значения этой функции для предыдущих значений аргументов.


Общая идея такова, выделяются базисные 
функции, определяются операции над ними, и с помощью этих операций строятся более сложные вычислимые функции.

Базис

· Z(x)=0 – аннулятор, функция, которая равна 0 при всех значениях аргумента;

· S(x)=x+1 – функция следования, которая увеличивает аргумент на единицу;

· 
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 - функция проектор, она просматривает набор из n чисел и выбирает из него (возвращает) число с номером i.

Операции

Сначала мы определим только две простых операции: суперпозицию и примитивную рекурсию.

· Суперпозиция. Если 
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 - вычислимые функции, то их суперпозиция  
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, полученная подстановкой в F вместо переменной xi – вычисленных значений функции 
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 также вычислимая функция.

Рассмотрим примеры суперпозиций.

Пример 8. Функция F(x)=S(S(x)) – суперпозиция функции следования, она вычисляет функцию F(x)=x+2

Пример 9. Функция Y(x)=S(Z(X)). Легко проверить, что эта функция всегда равна единице.

Из приведенных примеров можно понять, что используя суперпозицию легко реализовать все константы и прибавление к данному числу любой константы. Однако этого недостаточно, чтобы организовать сложение или умножение двух различных натуральных чисел. Для этого мы используем другую операцию.

· Примитивная рекурсия. Пусть 
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 вычислимая функция от n аргументов, а 
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Фактически, указанная операция задает цикл по y, в котором, при фиксированных значениях первых n переменных вычисляются все значения функции h. Причем каждое очередное вычисление использует явно или неявно результат, полученный на предыдущем шаге.

Рассмотрим примеры использования примитивной рекурсии.

Пример 10. Сложение двух чисел: sum(x,y). Нетрудно заметить, что x+(y+1)=(x+y)+1, и x+0=x. Поэтому сложение задается формулами:

· sum(x,0)=
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· sum(x,(y+1))=S(sum(x,y)) - предыдущий результат увеличивается на единицу.

Обратите внимание на то, что роль функции g в данном примере играет  функция S(x), которая явно зависит только от одной переменной, хотя по условию она должна зависеть от трех переменных.

Замечание 1. Построенные с помощью суперпозиции и примитивной рекурсии функции в дальнейшем сами могут быть использованы при построении более сложных функций.

Замечание 2. Так как базисные функции тотальные – то есть определены для любых натуральных значений аргументов, то и полученные из них рекурсией и суперпозицией функции также тотальны. 

Из этого вытекает, что для построения таких простых частичных функций как, например корень квадратный, указанных операций недостаточно. Эта проблема решается с помощью еще одной операции – операции минимизации.

Чтобы понять суть этой операции, вспомним, какой алгоритм был предложен для вычисления квадратного корня: мы по очереди возводили в квадрат все натуральные числа и сравнивали их с текущим значением аргумента. Первое число, квадрат которого оказывался равным аргументу, и являлось искомым корнем. Если же корня не существовало, то алгоритм работал вечно.

Именно в этом и состоит суть операции минимизации. Перебираются поочередно в порядке возрастания все значения некоторой переменной y, пока впервые не будет выполняться некоторое условие. Первое значение (наименьшее из возможных, поэтому и термин минимизация) и есть искомое значение некоторой функции. Дадим формальное определение.

· Операция минимизации. Пусть 
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 - две вычислимых функции от n+1 аргумента. Определим функцию 
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 по следующему правилу: при фиксированных значениях переменных x1,…,xn она равна наименьшему значению y, при котором 
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, а если это равенство не выполняется ни при каком y, то h на данном наборе аргументов x1,…,xn не определена.
Пример 11. Функция извлечения квадратного корня (определена, если x – полный квадрат). Пусть f(x,y)=x, g(x,y)=y2. Тогда   sqrt(x)=(y(f,g).
Задачи.

С помощью операторов подстановки, примитивной рекурсии и минимизации постройте следующие функции:

6. Частичную разность 
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7. Знак разности 
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8. Факториал 
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9. Степенную функцию 
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10. Показательную функцию 
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11. Характеристическую функцию множества простых чисел: она равна 1, если x  - простое число и 0 в противном случае.

12. Функцию, равную 1, если числа x и y взаимно просты (общий делитель равен единице) и 0 в противном случае.

13. Функцию, вычисляющую остаток от деления x на y.

14. Функцию, вычисляющую неполное частное
 при делении x на y.

Связь между функциями, вычислимыми по Тьюрингу и частично рекурсивными функциями


Мы рассмотрели два примера исчислений алгоритмов. Возникает разумный вопрос: как связаны эти исчисления между собой? Существуют ли функции, вычислимые с помощью МТ, но не являющиеся частично рекурсивными и наоборот.


Ответ на этот вопрос дает следующая теорема.

Теорема. Функция вычислима с помощью МТ тогда и только тогда, когда она вычислима в классе частично рекурсивных (ЧР) функций.

Из этой теоремы мы можем сделать  вывод о том, что Класс МТ- вычислимых функций совпадает с классом ЧР – вычислимых функций. 

Интересно следующее. Для всех известных исчислений алгоритмов доказана их эквивалентность. На этом основании Черч сформулировал свой знаменитый тезис:

 Множество вычислимых функций совпадает с множеством ЧР – вычислимых функций.

 Обосновал он его простым рассуждением, раз ничего, отличного от ЧР – вычислимости не удалось придумать, то вычислимость и есть ЧР – вычислимость.

Колегаева Елена Михайловна

Графы и сети

Пояснительная записка

Как составить маршрут путешествия, как спроектировать городскую транспортную сеть, соединить компьютеры локальной сетью, составить график выполнения комплекса работ? На эти и другие вопросы позволяет ответить раздел прикладной математики, который называется « Методы сетевого планирования и управления», или « сетевой анализ».

Сетевой анализ берет свое начало с задачи Эйлера о кенигсбергских мостах: « Мне была предложена задача об острове, расположенном в городе Кенигсберге и окруженном рекой, через которую перекинуто 7 мостов. Спрашивается, может ли кто-нибудь непрерывно обойти их, проходя только однажды через каждый мост…»,- из письма Л. Эйлера от 13 марта 1736 г. Спустя более века Джеймс Клерк Максвелл и Густав Роберт Кирхгофф, исследуя электрические сети, сформулировали некоторые принципы сетевого анализа. В настоящее время задачи подобного рода широко используются в теории и практике принятия управленческих решений., поэтому мы считаем целесообразным включить данный курс в образовательную программу летней физико-математической школы.

Математическим аппаратом для данных задач является теория графов, с которой учащиеся знакомы по материалам зимних сессий. Кроме того, благодаря специальной структуре сетевых задач, для их решения получено большое число эффективных алгоритмов, которые легко реализуются  с помощью ЭВМ.

Цель данного курса: дать понятие о задачах сетевого планирования и управления, опираясь на известный им теоретический материал, изучить алгоритмы решения сетевых задач, имеющих практическое содержание, подготовить базу для реализации этих алгоритмов в курсе информатики. 

Тематическое планирование

	№

п/п
	Темы занятий
	Количество часов

	1. 
	Понятие графа. Виды графов. Способы задания графов. Теорема Эйлера.
	4



	2. 
	Сети. Основные понятия.
	2

	3. 
	Задача кратчайшего пути. Алгоритм решения.
	4

	4. 
	 Задача минимизации дерева расстояний. Алгоритм решения.
	2

	5. 
	Задача максимального потока в сети. Алгоритм решения.
	4

	6. 
	Сетевая модель управления комплексом работ. Построение сетевых моделей. Метод критического пути.
	4

	Итого
	20


Текст пособия

           Сетевое планирование и управление является одним из важнейших приложений теории графов. Под сетью понимают ориентированный граф без циклов и петель. Начальная  вершина называется истоком или входом, конечная вершина – стоком или выходом.

           В реальных задачах сеть может представлять собой, например, сеть дорог или комплекс взаимосвязанных работ, или сеть связанных между собой объектов. Над каждой ветвью пишется число (или два числа), которое называется величиной ветви (или, если чисел пара, то величиной ветви в прямом и  обратном направлении). Это может быть длина пути от одного пункта до другого, стоимость перевозки, количество дней, за которые может быть выполнена работа и т. д.

Рассмотрим насколько задач:

I Задача минимизации дерева расстояний

   Дана сеть. Требуется определить минимальную суммарную длину ветвей, связывающих все вершины сети.

Алгоритм решения.

п.1 Выбрать произвольно узел сети. Соединить его с узлом, имеющим  минимальную вершину ветви до выбранного узла.

п.2 Выбрать следующий узел, имеющий ветвь с минимальной величиной   до  уже  соединенных узлов. В случае равенства расстояний выбрать произвольно один из узлов. 

п.3  Если все узлы соединены, то задача решена. В противном случаи перейти к п.2

II Задача кратчайшего расстояния.

Дана сеть. Найти путь от начального узла к конечному, имеющий наименьшую общую продолжительность. 

Алгоритм решения.

п.1 Определяем начальный узел как элемент постоянного множества и приписываем ему величину U1= 0 .

        Определяем элементы соседнего множества как вершины, достижимые из постоянного множества.

п.2 Определяем величину       Uj = Ui + Cij ,

      где Ui –величина узла постоянного множества; Cij –величина ветви i
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Находим узел с минимальным Uj.

п.3   Присоединяем узел j к величине постоянного множества. Сохраняем ветвь i
[image: image457.wmf]¾
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j   и вычеркиваем остальные ветви, соединяющие узлы постоянного множества.

п.4  Определяем соседнее множества, которое можно достигнуть из вершин постоянного множества. Если такое множество определить нельзя, то задача решена. В противном случае переходим к п.2.

III Задача максимального потока в сети.

        Дана сеть, каждая ветвь которой имеет определенную пропускную способность Cij в прямом и обратном направлении. В общем  случае Cij ≠ Cji.

Требуется определить максимально возможный поток в этой сети из начального узла в конечный.

Алгоритм решения.

п.1  Определим произвольный путь от истока к стоку. Если такой путь определить нельзя, то задача решена.

п.2 В выбранном пути определяем ветвь с минимальной пропускной способностью.   Обозначим ее через С.

п.3   Уменьшаем пропускные способности ветвей выбранного пути на величину С в прямом направлении и увеличим пропускные способности ветвей выдранного пути в обратном направлении на величину С. Переходим к п.1. 

IV Метод критического пути. 

                    Дана сеть, которая представляет собой изображение комплекса взаимосвязанных работ. Ветви представляют собой работы, величина   ветви- длительность работы.  Вершины называются событиями и являются моментом завершения всех робот, входящих в вершину и начало всех работ, выходящих из вершины. Найти минимальный срок завершения комплекса работ.

 Для решения задачи вводятся параметры событий и работ.

1. Ранний срок  наступления события j: показывает самый ранний (ожидаемый) срок наступления события и вычисляется по формуле:

                                            ETj=max {ETi+tij}, 

где ETj- ранний срок наступления события предшествующего события j,  tij – время выполнения работы i
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j, ЕТ1=0.   

2. Поздний срок наступления i – это самый поздний срок, в который может наступить событие j для того, чтобы не сорвался срок выполнения всего комплекса работ. Находится по формуле:

                                           LTi= min{LTj -tij},

 где LTi-поздний срок наступления события j, следующего за событием I
                                                     LTкон = ETнач.

3. Критический срок – это минимальный срок, за который будет выполнен весь комплекс работ. Он определяется критическими работами –работами, требующими наибольших затрат времени. Критические работы определяются критическими событиями i, для которых 

                                                     ETi = LTi
Такие события на сети отличаются контрастным цветом, а также отличаются все работы, связывающие эти события. Критический срок tкр=ETкон=LTкон

Задачи

1. Телефонная компания планирует соединить подземным кабелем шесть городов, расстояния между которыми известны. Требуется найти минимальную длину кабеля, позволяющего жителям любых двух городов связаться друг с другом:

	N
	A
	B
	C
	D
	E
	F

	A
	-
	9
	7
	6
	10
	20

	B
	9
	-
	4
	8
	7
	3

	C
	7
	4
	-
	2
	4
	8

	D
	6
	8
	2
	-
	10
	9

	E
	10
	7
	4
	10
	-
	20

	F
	20
	3
	8
	9
	20
	-


2. В школьный  компьютерный класс завезли  5 компьютеров, которые требуется связать локальной сетью. Известны расстояния между компьютерами. Требуется связать компьютеры таким образом, чтобы общая длина кабеля была  бы наименьшей.
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N       N 
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	-
	4
	5
	7
	1

	2
	4
	-
	3
	8
	6

	3
	5
	3
	-
	4
	1

	4
	7
	8
	4
	-
	2

	5
	1
	6
	1
	2
	-


3. На  сети дорог найти кратчайший маршрут из начального пункта в конечный.

а)
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4.  На сети дорог найти максимальный поток транспорта от начального пункта к исходному:
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5. Найти критический путь и критический срок выполнения комплекса работ.
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Казинец Виктор Алексеевич

Элементы конечной математики

Пояснительная записка

Современные компьютерные технологии основаны на серьезных математических теориях. Одна из таких теорий – конечная (или дискретная) математика. Само название говорит о том, что предметом этой науки являются конечные (или счетные) множества и различные операции над ними. 


Цель предлагаемого курса – познакомить слушателей с идеями и методами современной «компьютерной» математики. Вы узнаете, что такое графы, и какие задачи программирования с ними связаны. Еще один интересный раздел – теория кодирования и криптография (наука о методах шифрования). Сегодня это один из самых актуальных разделов конечной математики.

Тематическое планирование

	№

п/п
	Темы занятий
	Количество часов

	1. 
	Бинарные отношения и графы. Матрица отношений. Частичные утверждения. Разбиения. Графы. Ориентированные графы.
	6

	2. 
	Алгоритмы на графах. Представление. Поиск в глубину.

Кратчайшие пути. Циклы. Основные деревья. 
	6

	3. 
	Двоичные коды. Кодирование и декодирование. Блочные коды. Матричное кодирование. Групповые коды. Таблицы декодирования. Коды Хэмминга. 
	4

	4. 
	Элементы криптографии. Традиционная криптография.

Криптосистемы с открытым ключом. 
	4

	Итого
	20


Текст пособия
Курс математики, изучаемой в школе, существенным образом ориентирован на натуральные, рациональные и действительные числа, то есть на бесконечные множества и на их свойства.

За рамками программы остаются конечные множества, их свойства и методы работы с ними. В настоящее время интерес к таким множествам и методам работы с ними существенно возрос. Это связано в первую очередь с названием дисциплины «Информатика», в частности с программированием. Так как часто задачи программирования и их решение связаны с обычным пересчетом элементов конечного множества. Мы предполагаем в данной работе ознакомить учащихся с наиболее типичными понятиями и методами связанными с конечными множествами.

I. Множества

Множеством принято называть вполне определенную совокупность объектов. Рассмотрение этого понятия во всей общности исключительно важно для математиков, ибо всю математику можно построить на его основе.

Имеется два существенно различных способа задания множеств. Можно либо указать правило для определения того, принадлежит или не принадлежит данному множеству рассматриваемый объект. Либо дать полный перечень элементов принадлежащих данному множеству.

Первый способ мы называем  описанием множества, второй – перечислением множества. Множества обычно обозначают заглавными латинскими буквами, элементы множества – простыми. Напомним, что над множествами можно проводить различные операции (объединение, пересечение, разность, дополнение и т.д.)

Достаточно часто с точки зрения решения задачи множества, например {1, 2, 3} и {А, В, С}, являются одинаковыми,  а также эквивалентными. Для  того, чтобы формировать такую эквивалентность введем понятие отображение. Говорят, что на множестве А задано отображение во множество В, если каждому элементу множества А указан единственный элемент из множествами В ему соответствующий. Отображение обозначают следующим образом

F: А ( В,

и говорят, что множество А отображается во множество В. В таком определении существенную роль играют предлоги «на» и «по». Если их заменить на предлоги «из» и «на», то получим отображение из А на В и т.п. Элемент в множестве В соответствующий элементу а у множества А называют образом элемента образом элемента а и обозначают b = f(a), элемент  а называют прообразом элемента b. Если у каждого элемента b существует единственный прообраз, то можно построить отображение множества В в множество А, поставив в соответствие элементу b его прообраз. Полученное отображение называется обратным и обозначается F-1: А ( В. Из множества всех отображений выберем отображение, обладающее некоторыми нужными нам свойствами.

Отображение F множества А на множество В называется взаимно однозначным, если каждому элементу из множества А соответствует один элемент из множества В и у каждого элемента В существует единственный прообраз из множества В.

Например, если N – множество натуральных чисел, а N2 – множество четных чисел, то отображение f: n ( 2n является взаимно однозначным.

Определение. Два множества называются эквивалентными, если между ними существует взаимно однозначное соответствие. 

Эквивалентность конечных множеств подразумевает, что они содержат одинаковое количество элементов. Для бесконечных множеств ситуация сложнее. Говорить, что количество натуральных чисел и количество четных чисел одинаково как-то не очень хочется. Поэтому будем говорить, что они эквивалентны.

Определение эквивалентности позволяет формализовать понятие конечного и бесконечного множества.

Множество называется бесконечным, если существует его подмножество (не совпадающее с самим множеством) эквивалентное этому множеству.

Если такого подмножества не существует, то такое множество называется конечным.

Упражнения.

1. Установить эквивалентность множеств

[a, b], [c, d], где a, b, c, d – произвольные действительные   числа a < b, c < d. 

2. Доказать, что множества {1, 2, 3, …, n} и {1, 2, 3, …, n, n+1} не эквивалентны.

3. Доказать, что множество натуральных и действительных чисел не эквивалентны.

4. Попробуйте разобрать следующую задачу. Предположим, что у Вас есть бездонный мешок, Вы кладете в него 10 шаров, а Ваш товарищ берет из него один. Так продолжается бесконечное число раз. Что остается в мешке?

II. Классические задачи, связанные с конечными множествами

В связи с тем, что элементы конечного множества можно пересчитать, то существуют множества задач на перечисление подмножеств множества с теми или иными свойствами. Такими задачами обычно занимается комбинаторика, но достаточно часто такие задачи возникают при программировании. При этом решения и задачи допускают различные качественные интерпретации.

Например, рассмотрим задачу о перечислении всех подмножеств содержащих k-элементов множества А, содержащего n-элементов (n(k). Используя простые отображения (или знания комбинаторики) получим, что число подмножеств равно 
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Расположим элементы множества А в виде последовательности {а1, а2, …, аn}. И поставим в соответствие подмножеству вектор, состоящий из 0 и 1, состоящий из n-элементы. У этого вектора на i-том месте стоит 1, если элемент ai принадлежит подмножеству и 0, если элемент ai не принадлежит подмножеству. Такой вектор называется вектором инцидентности подмножества. Вектор, соответствующий подмножеству содержит k единиц и n-k нулей. Следовательно, число подмножеств такое же, как и число векторов с k единицами. Данный вектор можно рассматривать как число в двоичной системе исчисления, содержащее k единиц и не более чем n разрядов. Так как двоичные числа легко перечисляются, то используя соответствие  мы легко пересчитаем подмножества. В частности подсчитав подмножества множества А, мы построим формулу
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Здесь 2n – это число двоичных чисел содержащих не более чем n разрядов. Другой любопытной задачей, связанной с конечным множеством из n-элементов является задача о перестановках элементов этого множества. Перестановка элементов множества это, фактически, взаимно однозначное отображение этого множества на себя. Найти количество перестановок не составляет труда, всего перестановок n!, но получить хорошее описание всех перестановок задача для школьника нетривиальная.

III. Декартово произведение множеств

Пусть у нас даны два множества А и В. Рассмотрим множество пар (a, b), где a(A, b(B. Множество таких пар обозначается 
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 и называется декартовым произведением А и В. Число элементов множества 
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 равно 
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,  где n – число элементов множества А, m – число элементов множества В.

В общем случае декартово произведение множеств позволяет построить множество любопытных конструкций. Например, если А=В=R, где R – множество действительных чисел, то 
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 это плоскость. Если 
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, а B – окружность, то 
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 это цилиндр.

Нас будут интересовать подмножества декартова произведения, обозначим некоторое подмножество множества 
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 через R. Пусть R удовлетворяет условию, следует из того, что (а, b)(R и (с, d)(R, то b=c, то R можно интерпретировать как отображение из А в В. Здесь элементу а ставится в соответствие элемент В входящий в пару (а, b). Если на множество R наложить другие условия. Например, если (а, b)(R и (b, c)(R, то (а, c)(R, то получим частичный порядок на множестве А. Здесь А=В и a<b, если (а, b)(R. И так дальше. Используя декартово произведение определяются многие понятия. Нас будет интересовать одно, а именно понятие графа.

IV. Графы

Пусть дано множество V = {v1, v2, …, vn}, будем называть его множеством вершин, vi – вершиной. Рассмотрим R некоторое подмножество множества 
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, будем называть его множество ребер. Тогда совокупность 
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 называется графом Gr = 
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Если пары (vi, vj) и (vj, vi) считают одинаковыми, то граф называют неориентированными. Если пары (vi, vj) и (vj, vi) считают различными, то граф называется ориентированным.

Когда число вершин и ребер не очень велико, граф можно изобразить сопоставив каждой вершине точку на плоскости, а каждое ребро изобразив в виде отрезка соединяющего  соответствующие вершины. Если граф ориентированный, то ребро (а, b) изображают в виде вектора соединяющего точки a и b.


Неориентированный граф.

Ориентированный граф.

            Одной из задач теории графов является задача о построении всех графов имеющих n  вершин. Из определения графа следует, что достаточно перечислить все подмножества множества 
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. Правда, мы получим все ориентированные графы. Чтобы получить все неориентированные графы на нем нужно будет найти все симметричные подмножества, то есть подмножества R удовлетворяющие условию из  (а, b)(R следует (b, a)(R (Часто исключают ребра вида (а, а), так называемые петли).

              В том случае, когда число вершин или ребер велико, графическая интерпретация графа затруднительна. В этом случае возможно воспользоваться следующими приемами представления графов.

Программисты часто описывают граф в виде последовательности строк. Каждая строка соответствует вершине и состоит из перечня вершин соединяющих с заданной вершиной. Математики чаще описывают граф с помощью матриц  инцидентности.

Пусть Gr – граф, имеющий n вершин и m  ребер. Графу Gr можно сопоставить матрицу размером 
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, строки и столбцы которой соответствуют вершинам и ребрам графа соответственно. Элемент матрицы aij принимает значение 1 или 0 в зависимости от того принадлежит ли j-е ребро i-той вершине или нет.

Для петли все элементы столбца считаются равными 0. Например граф

имеет следующую матрицу инцидентности
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Некоторые интересные свойства графа проявляются в его матрице инцидентности. Например, так как ребро графа инцидентно точно  двум вершинам, то каждый столбец матрицы содержит ровно два единичных элемента.  Единственное исключение составляет петля, так как она (дважды) инцидентна одной и той же вершине. Следовательно, столбец, соответствующий петле, состоит из нулевых элементов. Поэтому при изучении графов с помощью матрицы инцидентности желательно исключить петли, что обычно и делают.

При соответствующей нумерации ребер и вершин графа, каждая его компонента (связная часть графа) соответствует подматрице матрицы инцидентности, которая в этом случае имеет блочную структуру следующего вида
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где Ai – матрица инцидентности, соответствующая i-той компоненте графа.

Данные матрицы часто используются при решении задач об изоморфизме графов (Изоморфные графы отличаются друг от друга нумерацией вершин и ребер).

Часто более удобным способом представления графа является матрица смежности вершин (или просто матрица смежности).

Здесь строки и столбцы нумеруются вершинами графа, а элемент aij  равен 1 или 0, в зависимости от того есть ли ребро соединяющее i-тую вершину с j-той. Матрица смежности ранее рассмотренного графа
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Если граф не ориентирован, то матрица смежности симметрична относительно главной диагонали.

При желании можно построить матрицу смежности ребер графа, так называемую двойственную матрицу смежности, но все свойства графа получаемые с помощью такой матрицы можно получить из матрицы смежности вершин. Введем некоторые важные понятия теории графов.

Число ребер инцидентных вершине V (вершина как точка принадлежит ребру) называется степенью вершины V и обозначается 
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. Говорят, что вершина V изолирована, если 
[image: image478.wmf](

)

0

=

V

d

. Если граф представлен в виде списка смежности, то вес вершины равен сумме элементов строки, соответствующей данной вершине.

Легко доказать следующее утверждение, часто используемое в теории графов. 

В конечном графе число вершин нечетной степени четно.

Зафиксируем некоторую вершину и, последовательно двигаясь по смежным ребрам и вершинам, перейдем в другую вершину или вернемся в исходную. В геометрическом смысле это означает, что мы непрерывным образом двигаемся по последовательности ребер.

Последовательность ребер, по которым можно двигаться непрерывным образом, играtт фундаментальную роль в теории графов.

Конечная последовательность ребер l1, l2, …, ln (необязательно различных) называется маршрутом длины n, если существует последовательность вершин V0, V1, …, Vn такая, что вершины Vi, Vi+1 соединены ребром  li+1. Говорят, что маршрут замкнут, если V0=Vn. Заметим, что маршрут имеет длину l.

Если все ребра входящие в маршрут различны, то такой маршрут называют цепью, если он не замкнут. Если замкнут, то называют циклом.

Говорят, что граф связен, если каждая пара его вершин может быть соединена, по крайней мере, одной цепью.

С циклами и цепями связаны наиболее известные задачи из истории графов, одна из них задача о гамильтоновых цепях и циклах. Требуется найти, при каких условиях конечный связный граф содержит цепь или цикл, проходящий через все вершины. Если такая цепь или цикл существует и являются простыми, то они называются соответственно гамильтоновыми цепями или гамильтоновыми циклами.

Если граф обладает гамильтоновым циклом S, то, очевидно, он обладает и гамильтоновой цепью. Обратное, вообще говоря, неверно. Так, например, граф





обладает гамильтоновыми цепями, но не обладает гамильтоновым циклом. И, конечно, многие графы не содержат ни того, ни другого. Несмотря, на наличие частных результатов, в общем случае задача определения гамильтоновых циклов и цепей недостаточно изучена. Даже нет хороших методов доказательства существования таких цепей и циклов.

Интересной задачей, связанной с поиском кратчайшего гамильтонова пути, является задача коммивояжера. Коммивояжер должен посетить по одному разу каждый из n городов (каждый город связан с другим дорогой) и вернуться в исходный город. При этом он должен выбрать кратчайший маршрут. Очевидно, что определения кратчайшего маршрута с помощью просмотра всех гамильтоновых циклов приводит к перебору гамильтоновых циклов (n-1)!/2 возможных циклов, а это величина астрономическая при больших n.

Упражнения

1. Доказать, что любой незамкнутый маршрут, соединяющий две вершины, содержит в себе цепь, соединяющую эти вершины.

2. Доказать, что если вершины V1 и V2 соединены цепью, V2 и V3 соединены цепью, что вершины V1, V3 также соединены цепью.

3. Доказать, что любое конечное множество неотрицательных целых чисел может быть реализовано, как степени вершин некоторого графа, при условии, число четных чисел нечетно.

4. Доказать, что граф





не имеет гамильтоновых циклов.

Необходимо найти эффективный алгоритм решения этой задачи, заметим, что такого алгоритма до сих пор не существует.

Если не все вершины соединены ребрами, то существование гамильтонова цикла не обязательно. Значит, в общем случае задача коммивояжера может и не иметь решения в этом случае.

Карпова Ирина Викторовна

Целые числа и алгоритмы теории чисел

Пояснительная записка

     Принято считать, что арифметика предшествует алгебре, что это элементарная часть математики. В школе арифметике учат, начиная с первого класса. Между тем арифметика, если ее понимать как учение о свойствах целых чисел и о действиях над ними, - трудный и далеко не элементарный раздел математики. Поэтому, на наш взгляд, было бы полезно, если бы школьники старших классов, имеющие склонность к математике, углубляли тот набор знаний, который они приобрели в младших классах

     Предлагаемый курс рассчитан на 20 часов. В программе рассматриваются наряду с уже известными вопросами такими как: делимость двух целых чисел, наибольший общий делитель целых чисел, наименьшее  общее кратное целых чисел и способы их нахождения, вопросы которые в школьном курсе не рассматривались. А именно: формулируются и доказываются теорема о делении с остатком и основная теорема арифметики, подробно рассматриваются свойства простых и составных чисел, на основе теоремы о делении с остатком рассматривается еще один способ нахождения НОД целых чисел (алгоритм Евклида) и применение свойств НОД к решению уравнений в целых числах, а также рассматриваются некоторые вопросы теории сравнений. Особенностью курса является подробное описание основных алгоритмов: алгоритма Евклида, для нахождения НОД двух целых чисел, нахождения наименьшего общего кратного двух чисел, алгоритм нахождения простых чисел (решето Эратосфена), алгоритм разложения числа на простые множители, алгоритм решения линейного диофантова уравнения с двумя неизвестными. Все эти алгоритмы могут быть реализованы практически на ЭВМ.

Цели курса

     1)Обеспечить усвоение понятий: делимости чисел, деление целого числа с остатком, наибольший общий делитель, наименьшее общее кратное, простое число, составное число.

     2)Научить применять полученные теоретические знания к  решению задач.

Тематическое планирование

	№

п/п
	Темы занятий
	Количество часов

	1. 
	Отношение делимости. Делимость суммы, разности, произведения и частного.
	4

	2. 
	Простые и составные числа. Основная теорема арифметики. Алгоритм разложения целого числа на простые множители
	4

	3. 
	Алгоритм нахождения простых чисел в натуральном ряду (решето Эратосфена)
	2

	4. 
	Наибольший общий делитель и наименьшее общее кратное, способы их нахождения. Взаимно простые числа
	4

	5. 
	Теорема о делении с остатком. Алгоритм Евклида
	4

	6. 
	Алгоритм решения диофантова уравнения первой степени от двух переменных.
	2

	Итого
	20


Текст пособия
ТЕМА 1. Делимость целых чисел. Делимость суммы, разности, произведения и частного

     Везде далее будем рассматривать только целые числа.

Опр. 1.1. Число а делится на число b (или b делит а) если существует такое число с, что а = bc.  При этом число c называется частным от деления а на b.
Обозначения: 
[image: image479.wmf]b
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 - а делится на b или b(a – b делит a
     Рассмотрим простейшие свойства делимости.

Для любых целых чисел a, b, c справедливы:

Теорема 1.2. Если 
[image: image480.wmf]b
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 и с – частное от деления, то с – единственное.

Теорема 1.3. 
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Теорема 1.4. Если 
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Теорема 1.5. Если 
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, то или a=b, или a= -b.
Теорема 1.6. Если 
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Теорема 1.7. Если 
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 и а(0, то 
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Теорема 1.8. Для того чтобы 
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 необходимо и достаточно  чтобы
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Замечание 1.9. На основании теоремы 1.8. в дальнейшем достаточно ограничиваться рассмотрением случая, когда делитель есть положительное число. Равным образом делимость произвольных целых чисел сводится к делимости неотрицательных чисел.

Теорема 1.10. Если 
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Теорема 1.11. Если сумма чисел и к-1 слагаемое этой суммы делится на некоторое число с, то и к-ое слагаемое делится на с.

Задания для самостоятельного решения

1.1. Установить, как изменится разность, если уменьшаемое уменьшить в k раз; если вычитаемое уменьшить в k раз; если уменьшаемое и вычитаемое увеличить (или уменьшить) в одно и то же число раз.

1.2. Установить, как изменится произведение двух множителей, если один из них увеличить в несколько раз, а другой уменьшить во столько же число раз ; если один из них увеличить в k раз, другой уменьшить в n раз; если один из них уменьшить (или увеличить) на несколько единиц.

1.3. Установить, как изменится частное, если делимое увеличить в несколько раз; если делитель уменьшить (или увеличить) в несколько раз; если делимое увеличить в несколько раз, а делитель уменьшить во столько же раз.

1.4. Доказать, что если ab +cd делится на а – с, то ad +bc делится на а – с.

1.5. Найти необходимое и достаточное условие, того, чтобы сумма чисел а и b делилась бы на с, если а и b на с не делятся.

1.6. Доказать, что если сумма всех делителей некоторого числа вдвое больше этого числа, то сумма чисел, обратных этим делителям, равна 2.

ТЕМА 2. Простые и составные числа. Основная теорема арифметики. Алгоритм разложения числа на простые множители 

     В соответствии с замечанием 1.9. будем рассматривать целые положительные числа.

     Определение 2.1. Целое положительное число р( 1 называется простым, если оно имеет ровно два положительных делителя: 1 и р.

     Определение 2.1. Целое положительное число m ( 1 называется составным, если оно имеет, по крайней мере, один положительный делитель отличный от 1 и m.

     Примеры:

3) 3 имеет ровно 2 делителя: 1 и 3, по опр. 2.1. оно простое.

4) 4 имеет своими делителями 1, 4 и 2, по опр. 2.2. число 4 – составное.

Замечание 2.3. В соответствии с опр. 2.1. и опр. 2.2. все 

множество целых положительных чисел можно разбить на три подмножества:

· простые числа

· составные числа

· 1.

     Замечание 2.4. Существует единственное простое четное число – 2. Все остальные четные числа являются составными.

     Перечислим свойства простых чисел.

Теорема 2.5. Если р и р1 – простые числа и р
[image: image495.wmf]¹

р1, то р не делится    на р1 .

Теорема 2.6. Если произведение нескольких целых чисел делится на простое число р, то по меньшей мере один из сомножителей делится на р.

Теорема 2.7.  Для любого целого положительного числа n>1 наименьший, отличный от единицы положительный делитель всегда представляет собой простое число.

Теорема 2.8.(основная теорема арифметики)

Всякое целое положительное число, отличное от единицы, может быть представлено в виде произведения простых сомножителей и при том единственным образом (с точностью до порядка следования сомножителей).

     Таким образом, если  m – целое положительное число, а р1, р2, …рк- простые, то 

                              m =
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Если среди чисел р1, р2, …, рк есть одинаковые, то

                              m =
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- каноническое представление целого числа.


Из доказательства теоремы следует алгоритм разложения любого целого положительного числа в произведение простых сомножителей:


Пусть m – целое положительное число, отличное от единицы.

1. Если это число четное, то разделим его  на первое простое число 2. Если полученное частое остаётся четным числом, поделим и его на 2, и т.д., пока в частном не получится число нечетное. 

2. Если  число m – нечетное, то если это, возможно, делим его на следующее простое число 3. Частое от этого деления делим на три, если это возможно, если нет то

3. Делим полученное частное на следующее простое число и т.д., пока в частном не получится простое число.

Задания для самостоятельного решения

2.6. Будет ли верна теорема 2.6. если число р будет составным? Привести контр пример.

2.7. Найдите каноническое представление числа 60984.

2.8. Докажите, что р2 – 1 кратно 24, если р – простое число, большее 3.

2.9. Найти такие значения А, при которых все три числа А, А+ 4, А+14 будут простыми.

2.10. Найти все простые числа р такие, что р + 10 и р + 14 тоже являются простыми числами.

2.11. Доказать, что а4 + 4 есть составное число при любом натуральном а, больше 1.

ТЕМА 3. Бесконечность множества простых чисел. Решето Эратосфена


Мы выяснили, что множество натуральных чисел можно разбить на три подмножества. Встает вопрос о числе простых чисел в бесконечном натуральном ряду. Существуют ли простые числа среди больших натуральных чисел, или с какого то определенного числа все натуральные числа, следующие за ним, будут составными? Оказывается, что хотя в натуральном ряду можно найти участки составных чисел любой длины, множество простых чисел бесконечно. Это утверждение было доказано ещё древнегреческим математиком Евклидом и входит в его знаменитые «Начала». Приведём здесь доказательство этого утверждения: 

Теорема 3.3.  Множество простых чисел бесконечно.

Доказательство. Доказательство проведем от противного. Пусть множество простых чисел конечно, и пусть р – наибольшее простое число. Рассмотрим натуральное число  N, которое является произведением всех простых чисел, т.е.
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 и прибавим к этому числу 1: 
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. Очевидно, что полученное число не делится ни на одно простое число от 1 до р, следовательно получаем, что N = 1, но непосредственно видно, что N>1. Получили противоречие, которое возникло из за того, что мы сделали неправильное предположение. Следовательно, множество натуральных чисел бесконечно.Δ


Таким образом, какую бы длинную серию последовательных составных чисел мы ни встретили в ряду натуральных чисел, мы можем быть убеждены в том, что за нею найдется ещё бесконечное множество простых чисел.


Рассмотрим вопрос о нахождении или о выделении простых чисел в натуральном ряду. Алгоритм отделения простых чисел основан на следующей теореме:

Теорема 3.4.  Если натуральное число n (n>1) не делится ни на одно простое число, не превосходящее 
[image: image500.wmf]n

, то оно простое.

Алгоритм выделения простых чисел  в последовательности натуральных чисел 2,…,n (Решето Эратосфена)

1. Вычеркиваем последовательно каждое второе число после двух. Первое, не зачеркнутое число  3, является простым.

2. Вычеркиваем каждое третье число после трёх. Первое, не зачеркнутое число 5, является простым.

3. Вычеркиваем каждое пятое число после пяти и т.д., пока не дойдем до числа, большего 
[image: image501.wmf]n

.

Все числа, которые остаются не вычеркнутыми, являются простыми. 

Задания для самостоятельного решения

3.1. Выделить все простые числа  от   157 до 211.

3.2. Выписать десять последовательных составных чисел.

ТЕМА 4. Наибольший общий делитель и наименьшее общее кратное и способы их нахождении. Взаимно-простые числа

     Определение 4.1. Общим делителем целых чисел a1, a2,…, an называется любое целое число d, такое что d(а1, d(а2,…, d(аn.

     Пример.   
Числа 30, 165,45 имеют общими делителями числа 3, -3, 15, -15.

     Определение 4.2.   Наибольшим общим делителем (НОД) целых чисел   a1, a2,…, an называется такой их положительный общий делитель, который делится на любой другой общий делитель этих чисел.

     Обозначение: если d есть НОД чисел  a1, a2,…, an , то это записывается следующим образом:  (a1, a2,…, an ) = d
Таким образом, из определения 3.2., если  (a1, a2,…, an ) = d, то

            1) d( 0,

            2) d(а1, d(а2,…, d(аn,

            3) если существует целое  число k, такое что k(a1, k(a2,…, k(an, то k(d.
     Рассмотрим основные свойства НОД целых чисел.

     Теорема 4.3.  1) Для любых целых чисел    a1, a2,…, an , из которых хотя бы одно отлично от нуля, существует НОД. 2) Если   
[image: image502.wmf]s
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 р1, …, рs – различные простые числа, то (a1, a2,…, an ) = 
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     Теорема 4.4.   Если   (a1, a2,…, an ) = d, b(d  и b(0, то  
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     Теорема 4.5.   (a1,…, an-1, an) = ((a1,…, an-1), an).

НОД n чисел (n( 3) можно найти, найдя сначала НОД n-1 чисел , и взяв затем НОД от полученного таким образом числа d= (a1,…, an) и последнего числа an.

     Замечание 4.6.  Из Т. 4.3. следует способ нахождения НОД целых чисел, а именно: 1) разложить каждое число на простые множители, записав разложение в каноническом виде; 2) найти произведение минимальных степеней простых множителей, входящих в разложения.

     Пример. 

Найти НОД чисел 5775, 15246, 399.

3) Разложим числа на простые множители
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4) Найдем произведение минимальных степеней простых чисел, входящих в разложения.
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[image: image509.wmf], таким образом  
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     Определение 4.7.  Пусть  a1, a2,…, an – отличные от нуля целые числа. Наименьшим общим кратным (НОК) называют наименьшее положительное число, делящееся на все эти числа.

     Обозначение  
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Таким образом, если  
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     Теорема 4.8.   Если  
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 - каноническое разложение чисел a1, a2,…, an на простые множители, то
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     Теорема 4.9.   Пусть 
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     Определение 4.10.  Числа а и b называются взаимно простыми, если НОД этих чисел равен 1.

     Теорема 4.11.   Если a и  p – целые числа, причем  p-простое, то либо 
[image: image524.wmf]p
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 , либо числа  a и  p взаимно просты.

     Теорема 4.12.  НОК двух взаимно простых чисел равно их произведению.

     Теорема 4.13. Для того чтобы a делилось на взаимно простые числа  b и  c, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на их произведение.

     Теорема 4.14.  Если 
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Задания для самостоятельного решения

4.1. Каким может быть наибольший общий делитель по сравнению с их разностью?

4.2. Доказать, что два последовательных нечетных числа взаимно простые.

4.3. Доказать, что наибольший общий делитель последовательных чётных чисел равен 2.

4.4. Доказать, что если даны три последовательных натуральных числа, то произведение двух последовательных чисел и третье число либо взаимно простые, либо имеют наибольшим общим делителем число 2.

4.5. Доказать, что если числа а и с взаимно простые, то каждое из этих чисел взаимно простое с суммой и разностью данных чисел.

ТЕМА 5. Теорема о делении с остатком. Алгоритм Евклида

     Основную роль во всей арифметике целых чисел играет теорема о делении с остатком.

     Теорема 5.1.  Для любого целого а и целого 
[image: image528.wmf]0

>

b
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     Замечание 5.2. В частности, если  
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     Замечание 5.3. Если  
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 то q называется неполным частным, а  r – остатком от деления a на  b.
     Из Т.5.1. следует, что при фиксированном целом  m>0 любое целое число а можно представить в одном из следующих видов:
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При этом если 
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   Примеры.
3. Любое целое число можно представить в виде 
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4. Любое целое число можно представить в виде 
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На следующей теореме основан ещё один способ нахождения наибольшего общего делителя.

     Теорема 5.4.  Пусть a и  b – два целых числа,  
[image: image546.wmf]¹

b

 0   и    
[image: image547.wmf]r

bq

a

+

=

,


[image: image548.wmf]b

r

<

£

0

   тогда   
[image: image549.wmf])

,

(

)

,

(

r

b

b

a

=

.

     Этот способ называется алгоритмом Евклида. Задача нахождения НОД чисел a и  b сводится к более простой задаче нахождения НОД b и  r, 
[image: image550.wmf]b

r

<

£

0

. Если r = 0, то 
[image: image551.wmf]b

b

a

=

)

,

(

. Если же 
[image: image552.wmf]0

¹

r

, то рассуждения повторяем, отправляясь от b и  r. В результате получаем цепочку равенств:
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Мы получим убывающую последовательность натуральных чисел
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которая не может быть бесконечной. Поэтому существует остаток, равный нулю: пусть 
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Задания для самостоятельного решения

5.1. Могут ли все натуральные числа a, b, c, d оказаться нечетными, если с – частное отделения а на b, а d – остаток от этого деления?

5.2. Установить, как изменится остаток (при делении с остатком), если делимое и делитель увеличить (или уменьшить) в одно и то же число раз.

5.3. Доказать, что если делимое (при делении с остатком) есть сумма нескольких чисел, то остаток от деления этой суммы на некоторое число не изменится, если уменьшить или увеличить одно или несколько слагаемых на число, кратное делителю.

5.4. Доказать, что если делимое ( при делении с остатком) есть произведение нескольких чисел, то остаток от деления этого произведения на некоторое число не изменится, если уменьшить или увеличить один из множителей на число, кратное делителю.

5.5. Доказать, что при делении большего числа на меньшее делимое всегда больше двойного остатка.

5.6. Какое число можно прибавить к делимому (при делении с остатком), чтобы частое не изменилось?

5.7. Какие числа можно прибавить одновременно к делимому и делителю (при делении с остатком), чтобы частное не изменилось?

5.8. При каком условии деление числа А (с остатком) на два последовательных числа а и а+1 дает в частном одно и то же число? 

ТЕМА 6. Применение теории делимости к решению неопределенных уравнений в целых числах

     Неопределенные уравнения – уравнения, содержащие более одного переменного.

     На основании положений рассмотренных ранее можно сформулировать утверждения, позволяющие находить решения неопределенных  уравнений.

     Теорема 6.1.   Если 
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     Замечание.  Это равенство называется линейной комбинацией или линейным представлением НОД двух чисел через эти числа.

     Теорема 6.2.  Если в уравнении 
[image: image567.wmf]1

=

+

by

ax

, 
[image: image568.wmf]1

)

,

(

=

b

a

 , то уравнение имеет по крайней мере одно решение.

     Теорема 6.3.  Если в уравнении 
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     Теорема 6.4.    Если в уравнении   
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     Теорема 6.5.   Если в уравнении  
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где х0, у0 – целое решение уравнения  
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 - любое целое число.

     Теоремы 5.1.-5.5. позволяют сформулировать следующий алгоритм решения в целых числах уравнения 
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3) найти целое решение уравнения  
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4) составить общую формулу целых решений данного уравнения   
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где х0, у0 – целое решение уравнения  
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 - любое целое число.

Задания для самостоятельного решения

6.1. Найти линейное представление наибольшего общего делителя чисел 1232 и 1672.

6.2. Решить уравнения в целых числах:

а) 27х – 40y = 1;                 б) 54x + 37y = 7;               в) 107x + 84y =1;

г) 13x – 15y =7;                   д) 81x + 52y = 5;              e) 24x – 56y = 72.

6.3. На какое наименьшее число надо умножить 7, чтобы произведение оканчивалось на 123.

6.4. Найти все четырёхзначные простые числа, начинающиеся и оканчивающиеся цифрой 1.

Анатолий Егорович Поличка

Парадоксы из истории формализации и моделирования

Моделирование представляет собой один из основных методов познания, является формой отражения действительности и заключается в выяснении или воспроизведении тех или иных свойств реальных объектов, предметов и явлений с помощью других объектов, процессов, явлений, либо с помощью абстрактного описания в виде изображения, плана, карты, совокупности уравнений, алгоритмов и программ. Возможности моделирования, то есть перенос результатов, полученных в ходе построения и исследования модели, на оригинал основаны на том, что модель в определенном смысле отображает (воспроизводит, моделирует, описывает, имитирует) некоторые интересующие исследователя черты объекта. Моделирование как форма отражения действительности широко распространено, и достаточно полная классификация возможных видов моделирования крайне затруднительна, хотя бы в силу многозначности понятия "модель", широко используемого не только в науке и технике, но и в искусстве, и в повседневной жизни.

Виды моделирования. Все виды моделирования можно классифицировать следующим образом:

· относительно значения параметров и времени их делят на: дискретное моделирование; непрерывное моделирование; дискретно-непрерывное моделирование;

· относительно протекания процесса во времени различают: статическое моделирование; динамическое моделирование;

· относительно способа представления модели моделирование делят на: аналитическое; концептуальное; структурно-функциональное; экспериментальное;

· относительно математики и физических явлений различают: математическое (логико-математическое моделирование); физическое моделирование.

Имитационное моделирование можно отнести к каждой из перечисленных групп. Разумеется, перечисленные выше виды моделирования не являются взаимоисключающими и могут применяться при исследовании сложных объектов либо одновременно, либо в некоторой комбинации. Традиционно под моделированием на ЭВМ понималось лишь имитационное моделирование. Можно, однако, увидеть, что и при других видах моделирования компьютер может быть весьма полезен, за исключением разве физического моделирования, где компьютер вообще-то тоже может использоваться, но, скорее, для целей управления процессом моделирования. Например, при математическом моделировании выполнение одного из основных этапов - построение математических моделей по экспериментальным данным - в настоящее время просто немыслимо без компьютера. В последние годы, благодаря развитию графического интерфейса и графических пакетов, широкое развитие получило компьютерное, структурно-функциональное моделирование. Положено начало использованию компьютера даже при концептуальном моделировании, где он используется, например, при построении систем искусственного интеллекта. «Компьютерное моделирование" значительно шире традиционного понятия "моделирование на ЭВМ".

Составление математических моделей. Модель - это такой материальный или мысленно представляемый объект, который в процессе познания (изучения) замещает объект-оригинал, сохраняя некоторые важные для данного исследования типичные его черты.

Математическая модель - модель, в которой для описания свойств и типичных черт объекта используются математические символы.

 Математика как наука возникла из чисто практических нужд человека. Благодаря своей практической значимости математика развивается до сих пор. Перекладывая конкретную математическую задачу на язык математики (составление уравнения, чертеж фигуры), мы занимаемся тем, что строим математическую модель.

Покупая в магазине разные продукты, вы автоматически занимаетесь простейшим математическим моделированием. Запомнив цену каждого продукта, вы (или кассир) складываете абстрактные числа, оплачиваете сумму и затем по каждому чеку (числу на чеке) получаете конкретный продукт.

Такую же простейшую схему математического моделирования вы много раз применяли в курсе алгебры при решении текстовых задач. Вы перекладывали практическую задачу  на математический язык, решали математическую задачу, а затем интерпретировали математический результат.

Процесс математического моделирования - это процесс построения математической модели. Он состоит из следующих этапов:

1. Переложение практической задачи на математический язык: составление уравнений, неравенств, системы уравнений и неравенств и т. д.

2. Решение математической задачи: уравнения, неравенства, системы и т. д.

3. Интерпретация  математического результата: переход от найденных чисел (корней уравнений, решений неравенств) к их практическому смыслу в данной задаче.

4. Проверка результата практикой.

Первые три этапа вы все применяли при решении текстовых алгебраических задач. И если вы не допустили ошибок, что легко проверяется по данным в учебнике ответам, то считается, что задача решена верно. При решении практических задач такого ответа не существует. Представьте себе, что решается сложная задача о конструировании самолета или не менее сложная экономическая задача. В таких случаях необходима проверка математических выводов экспериментом.

Чтобы проверить теоретические выводы о конструкции самолета, строят его модель - единственный (а не серийный) настоящий самолет - и сначала проверяют его испытанием в аэродинамической трубе. Затем проводят испытания в настоящем полете. Во время испытания выявляются недостатки, уточняются условия задачи, уточняются и проверяются все три этапа ее решения. Затем снова эксперимент, и так до получения хорошего для практики результата.

Таким образом, вырисовывается следующая схема математического моделирования:

	        

             Реальный   
                  Мир  

	  1 этап – абстракция
	                Математическая

                       модель

	
                            4 этап

                    эксперимент


	
	         2 этап

решение математи-

ческой проблемы

	
               Выводы

         о реальном мире


	  3 этап – интерпретация
	            Математические

                  выводы


Задача. Два художника купили по одинаковому количеству краски. Первый из них половину всей краски купил по ( рублей за тюбик, а другую половину – по ( рублей за тюбик. Второй половину всех денег за покупку истратил на тюбики по ( рублей, а другую половину денег – на тюбики по ( рублей. Кто из них заплатил за покупку меньше?

Решение. I. Введем обозначения:

S - число тюбиков, купленных каждым художником;

х рублей – сумма, затраченная на покупку первым художником;

y рублей - сумма, затраченная на покупку вторым художником.

По условию задачи имеем:

S/2 ( ( + S/2 ( ( = x,    (1)

y/ 2( + y/ 2( =S,           (2)

Итак, нужно выяснить, какое из чисел, x или y, меньше другого, если положительные числа (, (, x,  y, S удовлетворяют равенствам (1), (2). Эта математическая задача и есть математическая модель данной практической задачи.

Приведем некоторые типы задач, решаемых методом моделирования на разных языках с применением компьютера.

Задача. Автобаза должна выделить в распоряжение хлебозавода не менее 8 машин грузоподъемностью по 3 тонны и не менее 6 машин по 5 тонн. Всего база может выделить не более 15 машин. Сколько машин по 3 и 5 тонн нужно выделить, чтобы их общая грузоподъемность была набольшей?

Задача. С железнодорожных станций А и В нужно развести грузы на склады №1, №2 и №3. На станции А весь груз можно погрузить на 80 машин, а на станции В – на 100 машин. Склады должны принять №1 – 50 машин, №2 – 70 машин, №3 – 60 машин. Количество бензина (в литрах), которое расходует одна машина на пробег от станции до склада, задается следующей таблицей:

	Станции
	Склады

	
	№1
	№2
	№3

	А
	2
	4
	5

	В
	4
	5
	3


Требуется составить план перевозок, при котором общий расход бензина будет наименьшим.

Задача. На станках А и В разной производительности обрабатываются детали №1, №2 и №3. Всего нужно обработать деталей №1 – 100 штук, №2 – 140 штук и №3 – 110 штук. На станке А можно обработать 160 деталей, а на станке В – 190 деталей. Стоимость электроэнергии (в рублях), затрачиваемой одним станком на обработку одной детали, дается следующей таблицей:

	Станции
	Склады

	
	№1
	№2
	№3

	А
	4
	8
	12

	В
	8
	10
	6


Требуется составить такой план работы станков, при котором затраты электроэнергии будут наименьшими.

Задача. Трансформаторный цех выпускает трансформаторы двух видов. На один трансформатор первого вида расходуется 5 кг железа и 3 кг проволоки, а на один трансформатор второго вида – 3 кг железа и 2 кг проволоки. Какое количество трансформаторов каждого вида должен выпускать цех, имея 480 кг железа и 300 кг проволоки, что бы прибыль от их реализации была максимальной, если прибыль от трансформаторов первого вида – 25 рублей, от трансформаторов второго вида – 30 рублей.

Задача. В мастерской артели освоили производство столов и тумбочек для торговой сети. На их изготовление имеется два вида древесины: I – 72 м3 и II – 56 м3. На каждое изделие требуется того и другого вида древесины в м3:

	
	I
	II

	Стол
	0,18
	0,08

	Тумбочка
	0,09
	0,28


От производства одного стола артель получает чистого дохода 110 рублей и от производства одной тумбочки – 70 рублей. Определить, сколько столов и тумбочек должна производить артель из имеющегося материала, чтобы обеспечить максимальный доход?

Задача о рекламе. Средства массовой информации дают рекламные объявления для ускорения сбыта некоторой продукции, которая есть в продаже. Последующая информация о продукции распространяется среди покупателей посредством общения друг с другом. По какому закону распространяется известие о наличии этой продукции?

Решение. Пусть N ( число потенциальных покупателей данной продукции и в момент времени t об ее наличии в продаже знают   х (t) покупателей. Хотя на самом деле число покупателей целое, но для абстрактной математической модели можно считать, что функция  х (t) может принимать все значения от 0 до N.

Статистика показывает, что с большой степенью достоверности скорость изменения функции  х (t)  прямо пропорциональна как числу знающих о продукции, так и числу не знающих. Если  условится, что время отсчитывается после рекламных объявлений, когда о товаре узнало N /( человек, то приходим к дифференциальному уравнению

x ((t) = k(x(t)(( N ( x(t))             (1)

с начальными условиями х = N / (  при t = 0.  В уравнении  (1) коэффициент k  ( это положительный коэффициент пропорциональности, который определяется экспериментально и зависит от интенсивности рекламы и скорости распространения слухов.

Интегрируя уравнение (1), находим, что 

1 / N( ln (x /(N ( x)) = k(t + С.

Полагая  NC = C1, приходим к равенству 

x / (N ( x) = AеN(k( t , где  А = еC1 .

Если последнее уравнение разрешить относительно х, то получим соотношение

    х (t) = N( A(е N(k((t / (A(еN(k(t + 1( = N / (1 + Р(е (N(k(t (,           (2)

где Р = 1/ A.

Если учесть теперь начальные условия, то уравнение (2) перепишется в виде

х (t) = N / (1 + (( (1)(((N(k(t (                                                                                                                                                                                                 
График функции  (2)  при каждом фиксированном  значении  Р называют  интегральной кривой дифференциального уравнения  (1). В экономической     литературе график функции (2) при каждом значении Р называют логистической кривой.                                                                                                                                                                                                                                                                 

На  рисунке  1  схематически  изображена  логистическая  кривая  при  Р=1 ((=2), то есть при  х(0) = N / 2.







Рис. 1.

Задача (химия и технология производства). Через сосуд ёмкостью а литров, наполненный водным раствором некоторой соли, непрерывно протекает жидкость, причем в единицу времени втекает b литров чистой воды и вытекает такое же количество раствора.

Найти закон, по которому изменяется содержание соли в сосуде в зависимости от времени протекания жидкости через сосуд.

Решение: в данный момент времени t в сосуде содержится некоторое число x кг соли, а в b литрах 
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Если бы в течение единицы времени, начиная с момента t , концентрация раствора оставалась неизменной, т.е. такой, какой она была в момент времени t, то количество соли в сосуде за эту единицу времени уменьшилось бы на 
[image: image591.wmf]a
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кг; такова скорость уменьшения количества соли в сосуде для момента t.

С другой стороны, производная  
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 равна скорости прироста количества соли в момент t; значит, скорость уменьшения количества соли в момент t будет равна 
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Разделим переменные: 
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где 
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 - произвольная постоянная.

Предположим для определенности, что при t=0 количество соли в сосуде было равно c кг.

Полагая в формуле (2) t=0, найдем, что 
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 и получим окончательно 
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, т.е. количество соли убывает с течением времени по «показательному» закону.

Ответ: 
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Задача (биология, процессы прироста). В культуре пивных дрожжей быстрота прироста действующего фермента  пропорциональна наличному его количеству x. Первоначальное количество фермента было a. Через час оно удвоилось. Во сколько раз оно увеличится через 3 часа?

Решение:

По условию дифференциальное уравнение процесса  
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где k – коэффициент пропорциональности.

Разделяя переменные, получим:  
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Отсюда, общее решение  
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Найдем с из начального условия: при t=0, x=a. Отсюда 
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Подставляя в общее решение, получим частное решение задачи: 
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Коэффициент пропорциональности определяем из данных дополнительных условий: при t=1час; x=2a.

Отсюда: 
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. Подставляя в частное решение (4), получим закон рассматриваемого процесса: 
[image: image609.wmf]t

a

x

2

×

=

. 

При t = 3часа, x = 8a. Следовательно, количество фермента спустя три часа увеличится в 8 раз.

Ответ: за три часа количество фермента увеличится в 8 раз.

Задачи с применением теории графов 
Перейдем к решению прикладных задач с помощью теории графов. Эти задачи отличаются от тех, которые мы с вами решали, тем, что:

1) они сформулированы так, что явно не сказано о каких графах идёт речь, т.к. условие многих из них задано сюжетом;

2) большинство из них решаются с помощью большого объёма теоретического материала, поэтому при решении этих задач надо оперировать большинством понятий и их свойств;

3) для многих из них нет чёткого алгоритма решения. При рассмотрении каждой задачи необходимо творчески подходить к процессу её решения.

Задача. Как вы помните, охотник за мертвыми душами Чичиков побывал у известных помещиков по одному разу у каждого. Он посещал их в следующем порядке: Манилова, Коробочку, Ноздрева, Собакевича, Плюшкина, Тентетникова, генерала Бетрищева, Петуха, Констанжолго, полковника Кошкарева. Найдена схема, на которой Чичиков набросал взаимное расположение имений и проселочных дорог, соединяющих их. Установите, какое имение кому принадлежит, если ни одной из дорог Чичиков не проезжал более одного раза.
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Задача. В бюро по туризму составляются маршруты путей для автотуристов, которые должны проехать из пункта S в пункт R и по пути осмотреть все местные достопримечательности. Помогите бюро составить такой маршрут, чтобы туристы в каждый из указанных пунктов попадали не более одного раза. Существует ли хотя бы один такой маршрут? Сколько их может быть при данной схеме дорог? Выпишите последовательность пунктов для каждого найденного маршрута.

Задача. Муха в банке. Муха забралась в банку из-под сахара. Банка имеет форму куба. Сможет ли муха последовательно обойти все 12 ребер куба, не проходя дважды по одному ребру. Подпрыгивать и перелетать с места на место не разрешается.

Задача. На рисунке изображена схема зоопарка (вершины графа - вход, выход, перекрестки, повороты, тупики; ребра – дорожки, вдоль которых расположены клетки). Назовите маршрут, по которому экскурсовод мог бы провести посетителей, показав им всех зверей и не проходя более одного раза ни одного участка пути.
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Задача. В бюро по туризму составляются маршруты путей для автотуристов, которые должны проехать из пункта S в пункт R и по пути осмотреть все местные достопримечательности. Помогите бюро составить такой маршрут, чтобы туристы в каждый из указанных пунктов попадали не более одного раза. Существует ли хотя бы один такой маршрут? Сколько их может быть при данной схеме дорог? Выпишите последовательность пунктов для каждого найденного маршрута.
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Задача. В бюро по туризму составляются маршруты путей для автотуристов, которые должны проехать из пункта S в пункт R и по пути осмотреть все местные достопримечательности. Помогите бюро составить такой маршрут, чтобы туристы в каждый из указанных пунктов попадали не более одного раза. Существует ли хотя бы один такой маршрут? Сколько их может быть при данной схеме дорог? Выпишите последовательность пунктов для каждого найденного маршрута.

   S
                                                                                           R



Задача. На рисунке изображена схема, на которой точкой отмечен магазин, а остальными вершинами места жительства заказчиков. Как шоферу машины “Доставка на дом” объехать всех заказчиков, не подъезжая к одному дому более одного раза.
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Задача. Участники пионерского слета, познакомившись, обменялись конвертами с адресами. Докажите, что:

а) всего было передано четное число конвертов;

б) число участников, обменявшихся конвертами нечетное число раз, четно.

Задача. В обществе, состоящем из 1982 человек, среди любых четырех человек можно выбрать по крайне мере одного, знакомого с остальными тремя. Каково минимально возможное количество людей, которые знакомы со всеми.

Задача. В некотором обществе любые два знакомых не имеют общих знакомых, а любые два незнакомых имеют ровно двух общих знакомых. Доказать, что в этом обществе все имеют одинаковое число знакомых.

Задача. В любой из трех школ учится по n человек. Любой ученик имеет в сумме n+1 знакомых учеников из других школ. Доказать, что можно выбрать по одному ученику из каждой школы так, чтобы все трое выбранных учеников были знакомы друг с другом.

Задача. Утверждают, что в одной компании из пяти человек каждый знаком с двумя и только двумя другими. Возможна ли такая компания?

Задача. 7 школьников разъезжаясь на каникулы договорились, что каждый из них пошлет открытки трем из остальных. Может ли оказаться, что каждый получит открытки именно от тех друзей, которым пошлет сам?

Задача. В компании, состоящей из пяти человек, среди любых трех человек найдутся двое, которые знают друг друга, и двое, незнакомых друг с другом. Доказать, что компанию можно рассадить за круглым столом так, чтобы по обе стороны от каждого человека сидели его знакомые.

Задача. Девять математиков встретились на международной конференции и обнаружили, что среди любых трех из них, по меньшей мере, двое говорят на одном языке. Кроме того, каждый математик может говорить не более чем на трех языках. Доказать, что хотя бы три из них говорят на одном и том же языке.

Задача. В комнате находится 10 человек, причем среди любых трех из них есть двое знакомых между собой. Доказать, что: а) найдутся четыре человека, любые два из которых знакомы друг с другом; б) останется ли утверждение верным, если число 10 заменить на число 9?

Задача. В поселке живут 100 жительниц. У каждой из них имеются 3 знакомые жительницы. Первого января одна узнала интересную новость и сообщила ее 3 своим знакомым; 2 января те сообщили новость всем своим знакомым и т.д. Может ли случиться так, что 5 марта еще не все жительницы будут знать эту новость, а 19 марта – все?

Задача. Лист бумаги Плюшкин разрезал на 3 части. Некоторые из полученных листов он также разрезал на три части. Несколько новых листиков он вновь разрезает на три более мелкие части и т.д. Сколько Плюшкин получает листков, если разрезает k листков?

Задача. Сколько получится листков бумаги, если первоначально было m листов, некоторые листы разрезали на n частей, а всего было разрезано k листов?

Задача. Сколько различных обедов Чичиков мог насчитать из блюд, выставленных на столе у Петухова, если бы на каждый обед выбирать только одно холодное блюдо, одно первое, одно второе, одно третье? На столе у Петухова на этот раз были выставлены из холодных блюд студень с хреном, свежая икра стерляжья, свеже просоленная белужина; на первое – уха из стерлядей, щи с грибами; на второе осетрина жаренная, теленок жаренный на вертеле, на третье – арбузы, груши.

Задача. Девять шахматистов проводят турнир в один круг (каждый участник должен сыграть с каждым из остальных по одному разу). Покажите, что в любой момент найдутся двое, закончившие одинаковое число партий.

Задача. Девять человек проводят шахматный турнир в один круг. К некоторому моменту выясняется, что в точности двое сыграли одинаковое число партий. Докажите, что тогда либо в точности один участник не сыграл еще ни одной партии, либо в точности один сыграл все партии.

Задача. Кто играет Тяпкина-Ляпкина. В школьном драмкружке решили ставить гоголевского «Ревизора». И тут разгорелся жаркий спор. Все началось с Ляпкина-Тяпкина.

· Ляпкиным-Тяпкиным буду я! – решительно заявил Гена.

· Нет, я буду Ляпкиным-Тяпкиным, - возразил Дима, - с раннего детства мечтал воплотить этот образ на сцене.

· Ну, хорошо, согласен уступить эту роль, если мне дадут сыграть Хлестакова, - проявил великодушие Гена.

· . . . А мне – Осипа, - не уступил ему в великодушии Дима.

· Хочу быть Земляникой или Городничим, - сказал Вова.

· Нет, Городничим буду я, - хором закричали Алик и Боря. – Или Хлестаковым, добавили они одновременно.

Удастся ли распределить роли так, чтобы исполнители были довольны?

Задача. На участке 3 дома и 3 колодца. От каждого дома, к каждому колодцу ведет тропинка. Когда владельцы домов поссорились, они задумали проложить дороги от каждого дома к каждому колодцу так, чтобы не встречаться на пути к колодцам. покажите, что их намерения не могли осуществиться.

Задача. На каждой из планет некоторой системы находится астроном, наблюдающий ближайшую планету. Расстояния между планетами попарно различны. Докажите, что если число планет нечетно, то какую-нибудь планету никто не наблюдает.

Задача. На берегу большого круглого озера расположено несколько населенных пунктов. Между некоторыми из них установлено теплоходное сообщение. Известно, что два пункта связаны рейсом тогда и только тогда, когда два следующих за ними против часовой стрелки пункта рейсом не связаны. Докажите, что из любого пункта в любой другой пункт можно добраться теплоходом, причем не более чем с двумя пересадками.
Задача. Коротышки, проживающие в Цветочном городе, вдруг стали болеть гриппом. В один день несколько коротышек простудились и заболели, и хотя потом уже никто не простужался, здоровые коротышки простывали, навещая своих больных друзей. Известно, что каждый коротышка болеет гриппом один день, причем после этого у него по крайне мере еще один день есть иммунитет - т.е. он здоров, и заболеть опять в этот день не может. Несмотря на эпидемию, каждый здоровый коротышка ежедневно навещает всех своих больных друзей. Когда началась эпидемия, коротышки забыли о прививках и не делают их. Докажите, что:

а) если до первого дня эпидемии какие-нибудь коротышки сделали прививку и имели в первый день иммунитет, то эпидемия может продолжаться сколько угодно долго;

б) если же в первый день иммунитета ни у кого не было, то эпидемия рано или поздно кончится.

Задача. Задача о Кенигсбергских мостах. Город Кенигсберг (ныне Калининград) расположен на берегах и двух островах реки Прегель (Преголи). Различные части города соединены семью мостами, как показано на рисунке. В воскресные дни горожане совершают прогулки по городу. Можно ли выбрать такой маршрут, чтобы пройти один и только один раз по каждому мосту и притом вернуться в начальную точку пути?
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Задача. Город имеет в плане вид прямоугольника, разбитого на клетки: n улиц параллельны друг другу, m других пересекаются под прямым углом. На улицах города, но не на перекрестках, стоят милиционеры. Каждый милиционер сообщает номер проходящего мимо него автомобиля, направление его движения и время, когда он проехал. Какое наименьшее число милиционеров нужно расставить на улицах, чтобы по их показаниям можно было однозначно восстановить путь любого автомобиля, едущего по замкнутому маршруту (маршрут не проходит по одному и тому же участку улицы дважды)?

Задача. В некотором государстве система авиалиний устроена таким образом, что любой город соединен авиалиниями не более чем с тремя другими и из любого города в любой другой можно проехать, сделав не более одной пересадки. Какое максимальное число городов может быть в этом государстве?

Задача. Имеется k ящиков, в некоторых из них еще k ящиков и т.д. Сколько всего ящиков, если заполненных m?

Задача. Составьте множество двузначных чисел, которые можно записать с помощью цифр 1, 2, 3. Сколько таких чисел?

Задача. Составьте множество трехзначных чисел, которые можно записать с помощью цифр 2 и 5. Сколько таких чисел?

Задача. Составьте множество четырехзначных чисел, которые можно записать с помощью цифр 7 и 9. Сколько таких чисел?

Задача. В футбольном турнире участвуют 29 команд. Докажите, что в любой момент найдется команда сыгравшая четное число матчей (быть может ни одного).

Задача. Корзины полные яблок. В пяти корзинах лежат яблоки пяти разных сортов. Яблоки первого сорта лежат в корзинах Г и Д; яблоки второго сорта – в корзинах А, Б и Г; в корзинах А, Б, В  имеются яблоки пятого сорта, в корзине В имеются к тому же яблоки четвертого сорта, а в корзине Д – третьего. Требуется дать каждой корзине номер, но так, чтобы в корзине № 1 были яблоки первого сорта (хотя бы одно), в корзине № 2 – второго и т.д.

Задача. Каждый из четырех соседей соединил свой дом с тремя другими дорожками, которые пересекались лишь около домов. Докажите, что дом пятого соседа со всеми остальными домами соединить непересекающимися дорожками невозможно, т.е. он вынужден построить мост или рыть подземный ход.

Задача.  На вечере собралось несколько юношей и девушек. При этом оказалось, что если выбрать любую группу юношей, то число девушек, знакомых по крайне мере с одним из юношей этой группы, будет не меньше числа юношей в группе. Доказать, что все юноши одновременно смогут танцевать каждый в паре со знакомой девушкой.

Задача. Имеется 5 листов бумаги. Некоторые из них разрезали на 5 частей. некоторые из получившихся снова разрезали на 5 частей и т.д. Проделав так некоторое число раз. Подсчитали число получившихся листков. Докажите, что в результате не мог получиться 71 лист.

Задача. В некотором городе для любых трех перекрестков А, В, С есть путь, ведущий из А в В и не проходящий через С. Докажите, что с любого перекрестка, на любой другой ведут по крайне мере два непересекающихся пути (перекресток – место где сходятся по крайне мере две улицы; в городе не меньше двух перекрестков).

Сетевая задача. По следующим данным построить сеть, определить временные характеристики работ и событий, критический путь и его длину. При выписывании данных задачи подставьте вместо n номер своего варианта, и полученное число округлите до целого.
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� Окружности называют концентрическими, если их центры совпадают.


� Подбор примеров произведен студентами ИМФиИТ Т. В. Ким и В.В. Даниловой.





� Слово «алгоритм» или «алгорифм» происходит от имени великого среднеазиатского ученого Мухаммеда аль- Хорезми (787 –около 850 г. Н.э). В 12 веке появилась латинская версия написанного им трактата по математике, в котором в частности была описана индийская (а не арабская, как иногда говорят) позиционная система счисления и сформулированы правила выполнения четырех арифметических действий в десятичной системе. Эта версия начиналась словами “Dixsit algorism” – то есть «сказал аль-Хорезми».


� Такие наборы часто называют «энками».


� Не путать с разделом математики, который также называется «Линейное программирование».


� Эти правила иногда называют производящими.


� Это математическое понятие названо в честь  английского математика А. Тьюринга, который первым в 1936-37 годах разработал метод формального представления алгоритмов. Слово «машина» употребляется здесь в том смысле, что ее работа состоит в выполнении ограниченного числа операций по строгим правилам.


� По этому в заголовках таблицы отсутствует состояние q0.


� Такая функция называется аннулятором, от слова “zero” – ноль.


� Любую МТ можно превратить в действующую по указанным правилам, если ввести еще одно внутреннее состояние, а ранее определенное состояние останова переименовать.


� Это должны быть простейшие вычислимые функции.


� Неполное частное и остаток при делении x на y определяются так: если x=ky+r, где r<y, то k – частное, а r – остаток.





Хабаровск, 2007

Хабаровская краевая заочная физико-математическая школа
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