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Учащимся  8 - 9 классов

Мендель Виктор Васильевич (МИФ – 2, №1, 2004)
Графы и их применение


Определение 1. Графом (будем обозначать его буквой () называется рисунок, состоящий их нескольких точек (вершин графа) и ребер – отрезков или дуг, соединяющих некоторые вершины.


С помощью графов удобно и наглядно изображается информация о разных объектах и отношениях между ними. Рассмотрим пример.
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           Пример 1. В розыгрыше финальной части турнира участвуют семь команд: шесть команд, набравших наибольшее количество очков в предварительной части турнира и команда – победитель прошлого года.  Сначала играют друг с другом первые шесть команд, затем три команды, одержавшие победы и команда, победитель прошлого года, играют друг с другом. Два победителя этого тура встречаются в финале.


Понять о чем идет речь в этом тексте нелегко.  Попробуем представить его в виде наглядной схемы (смотри рисунок 1) и порядок организации финальной части розыгрыша станет очевидным. 


Определение 2. Степенью вершины графа называется число выходящих из него ребер.

Для степени вершины принято следующее обозначение:  deg(A). 

Рассмотрим некоторый граф (. Обозначим количество его вершин буквой p, а количество ребер буквой q. Сформулируем в виде теорем простейшие свойства степени.

Теорема 1. Сумма степеней всех вершин графа ( равна удвоенному количеству его ребер (2q).

Граф называют простым, если две вершины соединяет не более одного ребра, в противном случае, граф называют мультиграфом. 

Теорема 2. В простом графе найдется не менее двух вершин с одинаковыми степенями. 

Теорема 3. В простом графе с p вершинами число ребер не больше[image: image1.wmf]2
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Определение 3. Граф называется полным, если каждая его вершина соединена со всеми другими вершинами.

Примеры полных графов вы можете построить сами: нарисуйте выпуклый многоугольник и постройте все его диагонали.  В полном графе с p вершинами [image: image3.wmf]2
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 ребер.

Пути, циклы, связность

Еще одно важное понятие, относящееся к графам – связность.  Для того чтобы ввести его, дадим несколько определений. Начнем с понятия путь.

Определение 4.  Путем (из вершины А в вершину В) в графе называется последовательная цепочка смежных ребер, которая начинается в вершине А и заканчивается в вершине В. Путь может проходить через ребро только один раз.

Запись пути в графе зависит от того, как определены его ребра. Если ребра определены с помощью вершин, то записывают последовательность  тех вершин, через которые проходит путь. Если же ребра имеют собственные названия, то выписывается последовательность из этих названий.

Определение 4.  Циклом называется путь, у которого начало и конец совпадают.

Определение 6. Граф называется связным, если любые две его вершины можно соединить хотя бы одним путем. В противном случае граф называется несвязным.

Вам уже, наверное, приходилось встречать задачи, в которых предлагается обвести ту или иную фигуру, не отрывая карандаш от бумаги. При этом запрещается проводить карандаш по одной линии несколько раз. Понятно, что аналогичное задание может быть дано и относительно некоторого графа. Далеко не все графы можно построить описанным выше способом. Те, для которых это требование выполняется, называются уникурсальными или эйлеровыми. 

Теорема 4 (Эйлера). Связный граф уникурсален  тогда и только тогда, когда степени всех его вершин четны или у него ровно две вершины нечетной степени.

Существует еще одна очень интересная задача, связанная с графами. В ней требуется отыскать простой цикл, который проходит через все вершины данного связного графа. Эта задача является частным случаем “задачи коммивояжера”, суть которой в следующем. Коммивояжер (разъездной торговец) должен проехать по всем городам некоторого региона и вернуться в исходный пункт. При этом целесообразно так составить маршрут, чтобы в каждом городе побывать ровно один раз (иначе покупатели могут предъявить счет за некачественный товар). У коммерсанта, естественно, имеется карта дорог региона.

Циклы, обладающие указанным выше свойством, называют гамильтоновыми, в честь их изобретателя Гамильтона, придумавшего игру – головоломку, в которой требовалось отыскать такие пути.

В отличие от эйлеровых циклов, для гамильтоновых циклов нет исчерпывающего условия, подобного теореме 4.   Имеется следующий достаточный признак.

Теорема 5. Пусть связный граф имеет не меньше четырех вершин (p>3) и степень каждой вершины не меньше p/2, тогда в графе имеется гамильтонов цикл.
[image: image1626.wmf] 
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           Деревья


Важным частным случаем графа является дерево.  Это название связано с типичным видом некоторых представителей данного класса. Дадим определение.

Определение 7. Деревом называется связный граф, не содержащий  циклов. Несвязный граф, не имеющий циклов, называют лесом. (В лесу, как известно, не меньше двух деревьев.)

[image: image1627.png]


На рисунках 2 и 3 приведены примеры деревьев. Как видите, далеко не все они напоминают по форме дерево. Тем не менее, можно так деформировать граф на рисунке 3, что он станет полностью похож на граф с рисунка 2.  Нас будет интересовать вопрос о том, когда граф является деревом. Ответ на него сформулируем ниже, а сейчас укажем одно интересное свойство деревьев.

Теорема 6.  В любом дереве существует хотя бы одна вершина степени единица. (Такие вершины называют “висячими”.)

Теперь сформулируем теорему, являющуюся признаком дерева.

Теорема 7. Связный граф является деревом тогда и только тогда, когда количество его вершин на единицу превосходит количество ребер:
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Одна из важных прикладных задач, относящихся к графам, это отыскание минимального остова
 графа. Поясним, о чем идет речь. Пусть имеется связный граф [image: image5.wmf]G

, необходимо найти такой его подграф, который связен, содержит все вершины исходного графа, и при удалении любого ребра становится несвязным (в этом и заключено условие минимальности). Нетрудно догадаться, что такой минимальный остов является деревом.

[image: image1628.png]


Планарные графы. Раскраски


Исторически планарные графы связаны с одной знаменитой задачей. 

Задача о домиках и колодцах. В некоторой деревне есть три колодца. Трое жителей, живущие в трех стоящих рядом домиках перессорились, и решили так протоптать тропинки от своих домов к каждому из трех колодцев, чтобы они не пересекались. Удастся ли им выполнить свой план?
Попробуем решить эту задачу. Проведем тропинки так, как это показано на рисунке 4.  Как видно, нам удалось провести только восемь тропинок, а девятая должна пересечься хотя бы с одной. Можно доказать (мы не будем приводить строгое доказательство), что эта задача не имеет решения. Дело в том, что по мере проведения тропинок из двух первых домиков, будет получаться некоторый замкнутый контур, внутри которого будет стоять один из колодцев, при этом третий домик будет находиться снаружи от этого контура. Для того чтобы соединить этот домик с колодцем, обязательно потребуется пересечь новой тропинкой одну из уже проложенных.

Можно предложить еще одну задачу. 
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Задача о пяти хуторах. Пять хуторов расположены в вершинах правильного пятиугольника. Нужно проложить дороги от каждого из них к остальным так, чтобы не было перекрестков.
Эта задача также не может быть решена.

На рисунке 5 построены графы [image: image6.wmf]3

,

3

K

 и 
[image: image7.wmf]5

K

, соответствующие задаче о домиках и колодцах и задаче о пяти хуторах. Оказывается, что проблема укладки графа на плоскости тесно связана с этими типами графов.

Перейдем теперь к более строгим формулировкам.

[image: image1630.png]



Определение 8. Граф называется планарным, если его можно изобразить на плоскости без самопересечений. Такое изображение называют плоской укладкой графа. 

На рисунке 6 изображен полный граф [image: image8.wmf]4

K

 и его плоская укладка.

Далее нам понадобится понятие гомеоморфизма. Это очень сложное математическое понятие, но в отношении к графам оно формулируется довольно просто. Мы не будем давать строго определения, а рассмотрим это свойство на примерах.
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Будем говорить, что два графа гомеоморфны, если один из них получен из другого, путем добавления новых вершин на уже имеющиеся ребра. 

На рисунке 7 показаны два гомеоморфных графа. Граф справа получен из первого графа добавлением четырех вершин.  На практике бывает довольно трудно увидеть, что два графа гомеоморфны.

Теперь сформулируем условие планарности графов.

Теорема 8. Граф планарен тогда и только тогда, когда он не содержит подграфов, гомеоморфных [image: image9.wmf]3
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 и [image: image10.wmf]5
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.

Эта общая теорема ставит окончательную  точку в рассмотренных выше задачах о хуторах и о домиках и колодцах. 

Замечание. Доказать что граф планарен и построить его плоскую укладку – это две независимых задачи. Заметим, что если граф не имеет пяти вершин, степень которых не меньше четырех, то он наверняка не имеет подграфа, гомеоморфного [image: image11.wmf]5

K

. Если в графе нет шести вершин, степень которых не меньше трех, то он гарантированно не имеет подграфа, гомеоморфного [image: image12.wmf]3

,

3

K

.  Однако построить плоскую укладку графа с достаточно большим количеством вершин бывает непросто.

Рассмотрим теперь еще одну классическую задачу теории графов. 

Теорема 9. Планарный граф можно раскрасить пятью красками так, что любые смежные вершины будут окрашены в разные цвета.
Еще одна интересная проблема: сколькими способами можно раскрасить граф
, если имеется n красок. 
 
Оказывается, что число способов раскрашивания является многочленом от n, коэффициенты этого многочлена можно вычислить с помощью специального алгоритма.

Рассмотрим обобщение задачи о раскрасках. Известно, что граф без самопересечений располагается на некоторой поверхности (на сфере, на торе, на бутылке Клейна и т.п.), какое минимальное количество красок нужно для его раскрашивания?

Ответ на этот вопрос был получен в разделе математики, называющемся “топологией”. Оказалось, что для всех замкнутых двумерных поверхностей (кроме сферы), данное число выражается через Эйлерову характеристику этой поверхности.

Формула Эйлера

[image: image1632.emf] Для пространственных многогранников существует одно интересное соотношение, впервые доказанное Эйлером. Оно справедливо и для графов. Обозначим через в, р, г  соответственно число вершин, ребер и граней (часть плоскости, заключенная между ребрами) графа.

Теорема 10.  В любом плоском графе выполняется соотношение:  p – q + r =2. 
[image: image1633.emf]Замечание.  Внешняя грань также считается. 
 Пример 2. Проверим формулу Эйлера для графа, изображенного на рис. 8. 
Число вершин р = 7, число ребер q = 11, число граней r = 6. Подставим в формулу и получим верное равенство: 7 -11 +6 = 2.

Дополнение графа. Регулярный граф

[image: image1634.emf][image: image1635.emf]Определение 9. Дополнением [image: image13.wmf]Г

 графа Г с множеством вершин p и множеством ребер q называется простой граф со множеством вершин p, в котором две вершины смежны тогда и только тогда, когда они не смежны в Г.

На рис.9 изображен граф Г и его дополнение [image: image14.wmf]Г

.

Определение 10. Граф, у которого все вершины имеют одну и ту же степень, называется регулярным.

Примерами регулярных графов являются полные графы.

          Примеры решения задач


Рассмотрим несколько примеров, при решении которых успешно применяются графы.

Задача 1. На небольшом предприятии каждый рабочий имеет по 2 специальности. Всего специальностей 4, причем на каждой специальности занято по 3 рабочих. Сколько рабочих на предприятии? Изобразите решение в виде графа.   

[image: image1636.emf][image: image1637.emf]Решение. В графе для этой задачи вершины, соответствующие рабочим, обозначим звездочкой, а вершины соответствующие специальностям – кружочком. Каждое ребро графа соединяет ровно две вершины: одну звездочку и один кружочек, причем количество кружочков - 4. Обозначим за  х количество рабочих, тогда 2х = [image: image15.wmf]4

3

×

[image: image16.wmf]x

Þ

= 6. Решение в виде графа изображено на рис. 10.

Задача 2. Удалите ребро (А,У) графа рис.11 и начертите полученный после этого планарный граф (т.е. граф, у которого ребра – непересекающиеся прямолинейные отрезки). 
[image: image1638.png]


Решение. На рис.12 изображен граф без ребра (А,У), чтобы получить планарный граф (т.е. чтобы ребра (Z,B) и (G.,X) не пересекались) нужно расположить вершины так, как показано на рис. 13.

[image: image1639.png]A



     

                   Задача 3. Нарисовать все регулярные графы степени 3 с не более чем 8 вершинами.

    Решение. Нам нужно изобразить такие графы, чтобы из каждой вершины выходило по три ребра. Это легко сделать для графов, у которых 4, 6 или 8 вершин ( смотри рис. 14). 
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Самостоятельно: покажите, что для графов с нечетным количеством вершин это сделать невозможно (указание: используйте теорему о сумме степеней всех вершин графа).
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Контрольное задание

Представленные ниже задачи являются контрольным заданием для учащихся 8-9 классов. Решения необходимо оформить в отдельной тетради и выслать по адресу:68000, г. Хабаровск, ул. Дзержинского 43, ХКЦТТ.

Для зачета нужно набрать не менее 20 баллов (количество баллов за каждую задачу указано в конце условия), но если вы решите задачи, оцененные ровно в 20 баллов, этого может оказаться недостаточно, так как за недочеты и ошибки баллы снимаются.

М.1.8.1. Найдите минимальное количество вершин, необходимых для построения простого графа с шестью ребрами. Изобразите его. (5 баллов)

М.1.8.2. Проверьте формулу Эйлера для графа на рисунке 13. Выполнима ли она для графов на рис. 11,12?  (5 баллов)

М.1.8.3. Изобразите все возможные простые  графы, имеющие 4 вершины. (5 баллов)

М.1.8.4. Сколькими способами можно нарисовать домик (рис. 15) не отрывая карандаш от бумаги. Напишите пути прохождения. (Замечание: каждое ребро можно пройти только один раз).  (5 баллов)

М.1.8.5. Докажите формулу Эйлера для дерева.   (10 баллов)
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Указание: Воспользуйтесь методом стирания, т.е. постепенно удаляйте «висячие» вершины и соответствующие им ребра.

М.1.8.6. Докажите, что дополнение полного графа является полностью несвязным графом.  (10 баллов)

М.1.8.7. Найдите минимальное количество цветов, необходимых для раскраски каждой вершины дерева так, чтобы смежные вершины всегда имели различные цвета.  (10 баллов)

Сологубова Тамара Алексеевна (МИФ-2, №3, 2004)
Отбор корней квадратного трехчлена на числовом промежутке

Квадратный трехчлен с полным правом можно назвать основной их функций, изучаемых в школьном курсе математики. Такое особое положение квадратного трехчлена объясняется тем, что квадратичным функциям принадлежит важная роль в различных разделах математики:  математическом программировании,  задачах линейной алгебры и геометрии (квадратичные формы), решении дифференциальных уравнений. 


Рассмотренные ниже задачи, связаны с расположением корней квадратного трехчлена относительно некоторого числового промежутка. При решении таких задач мы будем пользоваться следующим дополнительным материалом.
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Теорема 1. Для того чтобы оба корня квадратного трехчлена были меньше чем число М (т.е. лежали на числовой оси левее, чем точка М), необходимо и достаточно выполнение следующих условий (рис. 1а и 1б)
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Теорема 2. Для того чтобы один из корней квадратного трехчлена был меньше, чем число М, а другой больше, чем число М (т.е. точка М лежала бы между корнями) необходимо и достаточно выполнение условий (рис. 2а, 2б)
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Теорема 3. Для того чтобы оба корня квадратного трехчлена были больше, чем число М (т.е. лежали на числовой оси правее, чем точка М) необходимо и достаточно выполнение условий (рис. 3а, 3б)
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Следствие 1. Для того чтобы оба корня квадратного трехчлена были больше, чем число М, но меньше, чем число N (M<N), т.е. лежали в интервале между M и N, необходимо и достаточно (рис. 4а, 4б):
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Следствие 2. Для того чтобы только больший корень квадратного трехчлена лежал в интервале MN (M<N), необходимо и достаточно (рис 5а, 5б):
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(при этом меньший корень лежит вне отрезка MN).

Следствие 3. Для того чтобы только меньший корень квадратного трехчлена лежал в интервале MN (M<N), необходимо и достаточно (рис 6а, 6б):
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Следствие 4.  Для того чтобы один из корней квадратного трехчлена был меньше, чем М, а другой больше, чем N (M<N), т.е. отрезок MN целиком лежал внутри интервала между корнями, необходимо и достаточно (рис. 7а, 7б):
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[image: image1648.bmp]Не следует все теоремы и следствия заучивать, необходимо понять принцип геометрической интерпретации и уметь провести необходимые рассуждения в конкретных задачах. В теории показан общий подход, с помощью которого, учащийся владеющий «азбукой» квадратного трехчлена, сам может при необходимости провести доказательства этих теорем.

Задача 1. При каких значениях а один из корней уравнения  
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  больше 1, а другой меньше 1?
Решение: 
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    Ответ: 
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Задача 2.  При каких действительных значениях m неравенство 
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Решение. Для того чтобы неравенство выполнялось при всех 
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 EMBED Equation.3 [image: image53.wmf]m
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, представляемый параболой, направленной ветвями вверх, при всех указанных х был отрицателен. Для этого нужно, чтобы интервал (1;2) целиком лежал между корнями параболы (следствие 4).
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Задача 3. Найти все значения а, при которых из неравенства  [image: image62.wmf]0
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Решение.  1) a<0. При a<0 квадратное неравенство [image: image63.wmf]0
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 выполняется либо для всех х, либо для тех х, которые лежат вне корней квадратного трехчлена [image: image64.wmf]a
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2) При а=0 неравенство  [image: image66.wmf]0
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 имеет решение:  x>1, что противоречит условию 0<x<1.

3)  а>0. Если дискриминант квадратного трехчлена  [image: image67.wmf]a
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Если дискриминант положителен, то решения неравенства заключены между его корнями. Поэтому для выполнения условий задачи нужно, чтобы весь интервал между корнями трехчлена лежал на отрезке [image: image70.wmf]1
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 Таким образом, имеем:   
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Ответ: 
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Контрольные задания

Представленные ниже задачи являются контрольным заданием для учащихся 9 классов. Решения необходимо оформить в отдельной тетради и выслать по адресу 680000, г. Хабаровск, ул. Дзержинского, 48, ХКЦТТ, ХКЗФМШ. Для зачета нужно набрать не менее 20 баллов (каждая задача «стоит» 7 баллов). В решениях следует делать необходимые пояснения и рисунки, дающие представления о ходе Ваших рассуждений. 
М.9.3.1.  При каких   k  корни уравнения  
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 будут действительны и оба по абсолютной величине меньше 1.

М.9.3.2.  Найти все значения  а, при которых любое значение   х, удовлетворяющие неравенству  
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 по абсолютной величине не превосходит 2.

М.9.3.3.  При каких значениях  а корни квадратного трехчлена  
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М.9.3.4.  Найти все значения параметра   с, при которых оба корня квадратного уравнения  
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М.9.3.5. Найти все значения  а, при которых из неравенства  
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Карпова Ирина Викторовна (МИФ – 2, №4, 2004)
Занимательная дискретная математика

1. Принцип Дирихле

В математике большое значение имеют так называемые доказательства существования. Самый простой способ доказать существование объекта с заданными свойствами – это указать его и, разумеется,  убедиться, что он действительно обладает нужными свойствами. Например, чтобы доказать, что уравнение имеет решение. Достаточно привести какое-то его решение. Доказательства существования такого рода называют прямыми или конструктивными.

Но бывают и косвенные доказательства существования, когда обоснование факта, что искомый объект существует, происходит без прямого указания на сам объект. Рассмотрим несколько примеров.

Задача 1. В самолёте летят 380 пассажиров. Докажем, что, по крайней мере, двое из них родились в один и тот же день года.
Решение. Всего в году 365 или 366 дней, а пассажиров в самолёте 380 – значит, их дни рождения не могут приходиться только на различные даты. Вообще, если пассажиров больше, чем 366, то хотя бы у двоих дни рождения совпадают. А вот если пассажиров 366, не исключено, что все они родились в разные дни года, но это маловероятно. (Согласно теории вероятностей, в случайно выбранной группе численностью свыше 22 человек совпадение дней рождения у некоторых из них более вероятно, нежели то, что у всех дни рождения приходятся на разные дни года).

Задача 2. В шахматной партии чёрные сдались после 15-го хода белых. Требуется доказать, что хотя бы одна из чёрных фигур ни разу не покидала своего поля (к фигурам отнесём и пешки).

Решение. Если шахматный ход не рокировка (обмен местами), то передвигается одна фигура, в случае рокировки – две. Чёрные успели сделать 14 ходов (так как первыми ходят белые), и по правилам игры лишь один из них мог быть рокировкой. Поэтому самое большое количество чёрных фигур, сделавших ходы, - 15. Всего же чёрных фигур 16. Значит, по крайней мере, какая-то из них не сделала ни одного хода.

Логический приём, использованный в приведённых доказательствах, называется принципом Дирихле – по имени Петера Густава Дирихле, немецкого математика, автора описанного метода.

В самой простой и несерьёзной форме он выглядит так:

Нельзя посадить семерых зайцев в три клетки так, чтобы в каждой клетке находилось не больше двух зайцев.

Действительно, если в каждой клетке не больше двух зайцев, то всего зайцев не больше чем 2*3=6, что противоречит условию.

 Вот общая формулировка принципа Дирихле:

Если имеется n ящиков, в которых находится в общей сложности не менее n+1 предмета, то непременно есть ящик, в котором лежат, по крайней мере, 2 предмета.

В первом примере таким «ящиками» были дни года, а «предметами» - даты рождения пассажиров, летевших в самолёте. Во втором, мы «раскладывали» все чёрные фигуры («предметы») по максимальному количеству их ходов («ящикам»). То есть каждой фигуре ставили в соответствие один неповторимый ход, но фигур оказалось на одну больше, чем ходов, таким образом «ящиков» оказалось на один меньше, чем «предметов».

Рассмотрим решение ещё нескольких задач.

Задача 3. В строку выписано 5 натуральных чисел: a1,a2,a3,a4,a5. Докажите, что-  либо одно из них делится на 5, либо сумма нескольких рядом стоящих чисел делится  на 5.
Решение. Рассмотрим 5 чисел: а1,

                                                     а1+а2,  

                                                     а1+а2+а3,

                                                     а1 +а2+а3+а4,  

                                                     а1 +а2+а3+а4+а5.

Если одно из них делится на 5, то всё в порядке, утверждение справедливо. В противном случае при делении на 5 они дают в остатке какие-то из четырёх чисел: 1,2,3,4. По принципу Дирихле остатки, по крайней мере, двух из выписанных 5 чисел совпадают. Разность  их делится на 5. Но эта разность – одно из чисел, данных в задаче, или сумма нескольких из них, стоящих рядом.

Задача 4. В квадрат со стороной 1 м бросили произвольным способом 51 точку. Докажите, что какие-то три из них можно накрыть квадратиком со стороной 0,2 м.
Решение. Разобьем квадрат на 25 равных квадратиков со стороной 0,2м. Докажем, что в каком-то из них находятся, по крайней мере, три точки. Применим принцип Дирихле: если бы в каждом квадратике (внутри или на сторонах) было не больше двух точек, то всего их бы было не больше  2*25=50.          

2. Логические задачи

Под логическими задачами обычно понимают такие задачи, которые решают с помощью одних лишь логических операций.

Логические задачи могут решаться и фактически решаются обычными рассуждениями. Иногда их решение требует длинных рассуждений, необходимое направление которых заранее нельзя предугадать.

Такими задачами увлекались ещё в древности. Вот одна из них.

Задача 1. Утомившись от споров и летнего зноя, три древнегреческих философа прилегли под деревом сада Академии и уснули. Пока они спали, шутники испачкали углем их лбы.
Проснувшись, и взглянув друг на друга, все пришли в весёлое настроение начали смеяться, но это никого не тревожило, так как каждому  казалось естественным, что двое других смеются друг над другом.

Внезапно один из мудрецов (А) перестал смеяться, так как сообразил, что его собственный лоб тоже испачкан. Как он рассуждал?

Решение. А рассуждал так: 

- Каждый из нас может думать, что его собственный лоб чистый. Б уверен, что его лицо чистое и смеётся над измазанным лбом В. Но если бы Б видел, что моё лицо чистое, то он удивился бы смеху В, так как в этом случае В смеялся бы без причины. Однако Б не удивлён, значит он может думать, что В смеётся надо мной. Следовательно, мой лоб чёрный! 

Задача 2. Один путешественник отправился на остров, населённый двумя племенами, о которых ему было известно, что в одном племени все высокие, а в другом низкие, что члены одного из племён всегда говорят правду, а члены другого всегда врут, и что те и другие знают английский язык. 

Высадившись на остров, путешественник встретил двух туземцев – высокого и низкого. Высокий на заданный ему по-английски вопрос путешественника: «Всегда ли вы говорите правду?» - ответил: «Карра бум», а низенький сказал, что это значит «да». Какому племени принадлежал каждый туземец?

Решение. 1) Пусть низкий лжец, тогда «кара бум» означает «нет», в таком случае высокий не принадлежит ни к племени лжецов (так как там все низкие, а он высокий), ни к племени правдецов (так как он не всегда говорит правду). Но это невозможно, так как он должен принадлежать к одному из племён.

2) Пусть низкий - правдивец, тогда «Карра бум» означает «да», и тогда высокий - лжец.

Есть особый вид логических задач, решение которых удобно оформлять в виде таблицы. 

Задача 3. Три брата  (Иван, Дмитрий и Сергей) преподают различные дисциплины (химию, историю, биологию) в университетах Москвы, Петербурга и Киева.

1) Иван работает не в Москве, а Дмитрий не в Петербурге.

2) Москвич преподаёт не историю.

3) Тот, кто работает в Петербурге, преподаёт химию.

4) Дмитрий преподаёт не биологию.

Что и в каком университете преподает Сергей?

Решение. При решении этой задачи целесообразно по ходу рассуждений заполнять нижеприведённую таблицу знаками «л», «и», в зависимости от того ложно или истинно высказывание, «соответствующее» данной клетке таблицы. 

Заполним таблицу, в соответствии с условиями.

Исходя из условий 1) и 4)можем заполнить три клетки.

Дальше рассуждаем так:

ввиду того, что Дмитрий работает не в Петербурге (1), а согласно (3) тот, кто работает в Петербурге, преподаёт химию, то Дмитрий преподаёт не химию. В клетку, соответствующую строке «Дмитрий» и столбцу «химия» ставим «л». 

	Москва
	Петербург
	Киев
	
	Химия
	Биология
	История

	л
	и
	л
	Иван
	и
	л
	л

	и
	л
	л
	Сергей
	л
	и
	л

	л
	л
	и
	Дмитрий
	л
	л
	и


Из таблицы видно, что Дмитрий преподаёт историю. В соответствующую клетку ставим «и». А для всех остальных (Ивана и Сергея) – «л».

Согласно (2) Москвич преподаёт не историю, следовательно, Дмитрий работает не в Москве. Но так как Иван тоже не работает в Москве, то там работает Сергей. Занесём эти данные в таблицу. Иван работает в Петербурге, так как Дмитрий – в Киеве.

Следовательно, согласно (3), Иван преподаёт химию. А так как Дмитрий преподаёт историю, то Сергей преподаёт биологию. 

В результате постепенного заполнения получится таблица. (Не поленитесь проделать заполнение самостоятельно по ходу рассуждений!)

 Итак, Сергей работает в Московском университете и преподаёт биологию.

Для сложной и запутанной задачи, мы получили красивое и простое решение.

Существуют задачи, в которых дано несколько высказываний о предметах и сказано, сколько из них верно, сколько верно лишь наполовину.

Задача 4. В салоне небольшого самолета было 42 пассажира. Некоторые из них были москвичами, остальные – иногородними. Среди москвичей было 9 мужчин. 

Некоторые из пассажиров были артистами, но ни одна из иногородних женщин артисткой не была. Всего иногородних мужчин было 18.

Из них 13 не были артистами. Среди пассажиров, не являвшихся артистами, была 16 мужчин и 11 женщин. 5 москвичей не были артистами. Сколько всего артистов было в самолёте?
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Решение. Построим диаграмму.

Нанесём на диаграмму (маленький круг – это артисты, большой – не артисты, снаружи – всего человек) то, что нам известно: 

1) 9 мужчин москвичи;

2) область «иногородние женщины артистки» закрашена, так как иногородних артисток нет;

3) 18 иногородних мужчин;

4) 13 – иногородних не артистов, следовательно, артистов 18-13= 5;

5) так как среди пассажиров 16 мужчин не артистов, а иногородних не артистов мужчин 13, то москвичей 16-13=3.

6) тогда московских мужчин артистов 9-3=6;

7) так как среди москвичей 5 не артистов и из них только трое мужчин, значит 5-3=2 женщин;

8) а так как среди не артистов было всего 11 женщин и 2 из них москвички, то 11-2=9 – иногородних;

9) используем, что всего пассажиров 42 и узнаем сколько было артистов. Для этого от общего числа отнимем число не артистов: 42-(2+9+3+13)=15 человек.

3. Графы

Задача 1.  Лист бумаги Плюшкин разрезает на три части. Некоторые из полученных листов он также разрезает на три части. Несколько новых листов он вновь разрезает на три части и т.д. Сколько Плюшкин получает листов бумаги. Если разрезает k листов?
Решение. Удобно нарисовать схему.
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Нижнее число показывает, сколько листов на данном шаге изрезано, а верхнее – сколько листов получилось после нарезки. Легко заметить, что число получившихся листов на 1 больше удвоенного числа порезанных. 

3=2*1+1, 5+2*2+1, 7=2*3+1. Значит, если разрезать k листов,  получим 2k+1 лист.

Задача 2. Утверждают, что в одной компании из 5 человек каждый знаком с двумя и только с двумя другими. Возможна ли такая компания.
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Решение. Изобразим схему условия задачи.

Так как нам удалось изобразить условие, значит, такая компания действительно существует.

Определение. Граф представляет собой непустое множество точек и множество отрезков, оба конца которых принадлежат заданному множеству точек.
Определение. Точки называются вершинами, а отрезки – рёбрами графа.
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Замечания. 1. При изображении графов на рисунках или схемах отрезки могут быть прямолинейными или криволинейными (дугами). Длины отрезков и размещение точек произвольны. На данном втором и третьем рисунках изображён один и тот же граф.

2. Вершины графа на рисунке выделяются обычно кружочками, хотя бы потому, что не всегда точки пересечения рёбер принимаются за вершины графа.

Определение. Изолированными вершинами называются вершины, которые не соединены ни с какими другими вершинами графа.

[image: image1656.png]


Примеры графов: схема маршрутного автобуса, схема метро.

Определение. Граф называется полным, если каждые две различные его вершины соединены одним и только одним ребром.
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 Примеры полных графов.

Замечания. 1. В полном графе каждая его вершина принадлежит одному и тому же числу рёбер.

2. Неполный граф можно преобразовать в полный с теми же вершинами, добавив недостающие рёбра.

Вершины в графе могут отличаться друг от друга тем, скольким рёбрам они принадлежат.
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Определение. Степенью вершины называется число рёбер графа, которым принадлежит эта вершина (число рёбер, выходящих из этой вершины).
 Пример.  степень А, Д =1, степень С, В=2.

Теорема. В графе сумма степеней всех его вершин – число, равное удвоенному числу рёбер графа.
Определение. Граф называют простым, если две вершины соединяет не более одного, в противном случае – мультиграфом.
Задача 3. Девять шахматистов проводят турнир в один круг (каждый играет с каждым по одному разу). Покажите, что в любой момент найдутся двое, закончившие одинаковое число партий.
1 способ. (Принцип Дирихле.)

1) Хотя бы один не сыграл, тогда число возможных сыгранных партий 0,1,2,3,4,5,6,7 (всего 8), а шахматистов 9. Следовательно, хотя бы двое сыграли одинаковое число партий.

2) Все сыграли, по крайней мере, одну игру, тогда число игр: 1,2,…,8. Но шахматистов 9, значит хотя бы два, сыграли одинаковое число игр.

2 способ. (С помощью графов.) Переведём условие на язык графов. Шахматисты – вершины графа, ребром соединены шахматисты, которые сыграли между собой.

Степень каждой вершины – число партий, сыгранных данным игроком.

Покажем, что во всяком графе с 9 вершинами  существуют вершины одинаковой степени.

Каждая вершина может иметь степень 0,…,8.
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Пусть существует граф, вершины которого имеют разную степень 0,…,8. Но этого не может быть, так как если в графе вершина А имеет нулевую степень (изолирована), то в нём не найдётся вершины В со степенью 8. В должна быть  соединена со всеми вершинами графа, а значит и с А. Получили противоречие. Следовательно, в самом начале мы сделали неправильное предположение, поэтому существуют две вершины одинаковой степени. То есть найдутся в любой момент два игрока, сыгравшие одинаковое число партий.

С помощью графов можно также решать и логические задачи.

Задача 4.  Однажды кто-то принёс учительнице цветы и поставил в вазу на столе. Когда собрались ребята, учительница спросила: «А знаете ли вы, кто принёс цветы?». Были высказаны различные предположения: 

А и Б,

А и С,

А и Д,

Б и В, 

Б и Д,

В и Г, 

Г и Д

Учительница сказала, что в одном из этих предположений одно имя названо правильно, а второе нет. Во всех остальных оба имени названы неверно. Кто принёс цветы?
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Решение. Так как правильное имя названо только в одном предположении, то нужно искать вершину, принадлежащую одному ребру.  А значит С принёс цветы.

Определение. Путём (из вершины А в вершину В) в графе называется последовательная цепочка смежных рёбер (имеющих общую вершину), которая начинается в вершине А и заканчивается в вершине В. Путь может проходить через ребро только один раз.
Замечание. Запись пути в графе зависит от того, как определены его рёбра. Если рёбра определены с помощью вершин (в задаче 4 рёбра АС, АБ, БД и т.д.), то записывают последовательность тех вершин, через которые проходит путь. Если же рёбра имеют собственные  названия, то выписывается последовательность из этих названий.

Пример. Путь из С в Г: САБДГ или САДГ.

Определение. Граф называют связанным, если любые две его вершины можно соединить хотя бы одним путём. В противном случае граф называют несвязанным.
Вам, наверное, приходилось встречать задачи, в которых предлагается обвести ту или иную фигуру, не отрывая карандаш от бумаги. При этом запрещается проводить карандаш по одной линии несколько раз. Понятно, что аналогичное задание может быть дано относительно некоторого графа. 

Задача 5. (Задача о кёнигсбергских мостах.) Бывший Кёнигсберг (ныне Калининград) расположен на реке Прегель (Преголи). В пределах города река омывает два острова. С берегов на  острова были перекинуты мосты. Старые мосты не сохранились, но осталась карта города, где они  изображены. Кёнигсбергцы  предлагали приезжим следующую задачу: пройти по всем мостам и вернуться в начальный пункт, причём на каждом мосту следовало побывать только один раз.
Прогуляться по городским мостам предложили и Эйлеру. После безуспешной попытки совершить нужный обход он начертил упрощённую схему мостов. Получился граф. Вершины которого – части города, разделённые рекой, а рёбра – мосты.
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Прежде чем  обосновать невозможность требуемого маршрута. Эйлер рассмотрел и другую, более сложную карту. В итоге он доказал общее утверждение: для того, чтобы можно было обойти все рёбра графа по одному разу и вернуться в исходную вершину, необходимо и достаточно выполнения следующих двух условий:

1) из любой вершины графа должен существовать путь по его рёбрам в любую другую вершину (граф должен быть связанным);

2) из каждой вершины должно выходить  чётное количество рёбер (степень каждой вершины – чётная).

Определение. Замкнутый путь, проходящий по одному разу по всем рёбрам графа, называют (с тех пор) эйлеровым циклом.
А как же дело обстоит с кёнигсбергскими мостами? Здесь при каждой из четырёх вершин нечётное число рёбер, так что нет не только эйлерова цикла, но и пути из одной вершины в другую, проходящей по всем рёбрам графа.

Существует много других интересных задач, при решении которых используются графы – это задача о домиках и колодцах, о пяти хуторах, о женихах и невестах, а также задача о наименьшем числе красок для раскрашивания карт.

4. Комбинаторика

Во многих случаях никакие предварительные расчёты не позволяют найти набор элементов с заданными свойствами. Тогда остаётся единственный путь – перебирать все возможные варианты в надежде хотя бы случайно найти желаемую комбинацию. Некий Клиффорд У. Адамс решил построить магический шестиугольник. Он взял набор из 19 шестиугольных плиток, написал на них всевозможные числа от 1 до 19 и начал составлять из них всевозможные шестиугольники, надеясь наткнуться на магический. Магический шестиугольник тот, у которого суммы по всем направлениям равны одному и тому же числу (сродни магическому квадрату). Этим высокополезным делом он занимался…47 лет, и только в 1957 г. Нашёл один такой многоугольник. Затеряв бумажку с решением, он лишь в 1962 г. восстановил решение, и после полувека изысканий опубликовал ответ. Совершенно неожиданно оказалось, что полученное Адамсом решение единственно – никаких других магических шестиугольников не существует.

Значительно проще решить перебором следующую задачу.

Задача 1. Поставить на шахматную доску наибольшее число ферзей (королев) так, чтобы ни один из них не мог взять другого. Для читателей незнакомых с шахматной игрой, сообщим, что ферзи могут бить по горизонталям, вертикалям и диагоналям.
Решение. Так как на шахматной доске только 8 горизонталей, то ясно, что больше 8 ферзей поставить на доску не удастся. Поэтому попробуем выставить 8 ферзей так, чтобы выполнялось указанное условие. При любой такой расстановке на каждую вертикаль и каждую горизонталь попадёт только один ферзь, а потому можно записать занятые поля в порядке возрастания номеров вертикалей. Но тогда каждое расположение однозначно определяется номерами горизонталей занятых полей, то есть некоторой перестановкой чисел 1,…,8. Например, перестановка 24165873 означает, что на доске заняты поля (1,2), (2,4), (3,1), (4,6), (5,5), (6,8), (7,7), (8,3), где (1,2) – поле, стоящее на пересечении первой вертикали и второй горизонтали и т.д.

Эту задачу можно решить лишь прямым перебором вариантов. Чтобы сократить объём рассматриваемых позиций поступают так. Сначала ставят ферзя в левый нижний угол, а затем ставят ферзей на каждую следующую вертикаль на первое снизу поле, не находящееся под боем ранее поставленных ферзей. Если доходят до вертикали, все поля которой биты, то передвигают ферзя на последней из занятых вертикалей, ставя его на следующее поле этой вертикали, не находящееся под боем. Если и это не помогает, передвигают ферзя по той же вертикали ещё выше. Когда исчерпаны все возможности получить хоть одно свободное от боя поле на данной вертикали, передвигая ферзя на предыдущей вертикали, а нужной расстановки не найдено, начинают исправлять положение на вертикали, расположенной ещё на один ряд левее. Через несколько таких шагов получают расстановку ферзей, которую можно задать последовательностью чисел 1, 5, 8, 6, 3, 7, 2, 4. Продолжая описанный процесс, находим 92 положения ферзей, обладающих требуемым свойством.

Подсчитывая число ферзей, мы бросили мимоходом фразу: «так как на шахматной доске только 8 горизонталей, то ясно, что больше 8 ферзей поставить на доску не удастся». На самом деле это легко можно доказать, используя принцип Дирихле.

КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ

Представленные ниже задачи являются контрольным заданием для учащихся 8 классов. Для зачета вам рекомендуется решить не менее 4 задач. Правила оформления, адрес и другая полезная информация – в конце журнала. Желаем Вам успехов.

М.8.4.1. В классе 30(41) человек. Саша Уткин в диктанте сделал 13 ошибок, а остальные – меньше. Докажите, что по крайней мере 3(4) ученика сделали ошибок поровну (может быть, по 0 ошибок).

М.8.4.2. Докажите, что из любых 52 натуральных чисел можно выбрать два числа так. Чтобы либо их сумма, либо их разность делилась на 100. Верно ли это утверждение для 51 числа?

М.8.4.3. 15 ребят собрали 100 орехов. Докажите, что какие-то 2 из них собрали одинаковое число орехов.

М.8.4.4. Докажите, что из любых 10 натуральных чисел, ни одно из которых не делится на 10, можно выбрать 2 числа, разность которых делится на 10.

М.8.4.5. Из чисел 1,2,3,…,49,50 выбрали 26 чисел. Обязательно ли среди них найдутся 2 числа, отличающиеся друг от друга на 1?

М.8.4.6. Можно ли накрыть равносторонний треугольник двумя меньшими равносторонними треугольниками?

М.8.4.7. Четыре ученика (Андрей, Борис, Владимир и Геннадий) заняли первые четыре места на районной математической олимпиаде, причем ни какие два из них не делили между собой какие-нибудь два места. На вопрос какое место занял каждый из них, участники дали три разных ответа:

Андрей – первое, Борис – второе;

Андрей – второе, Геннадий – третье;

Владимир – второе, Геннадий – четвертое.

Причем в каждом из ответов одна часть истинна, а другая ложна. Какое место занял каждый из участников олимпиады?

М.8.4.8. Встретились три друга: Скульптор Белов, скрипач Чернов, и художник Рыжов. «Замечательно, что один из нас имеет белые, один черные и один рыжие волосы, но что ни у одного из нас нет волос того цвета, на который указывает его фамилия», - заметил черноволосый. «Ты прав» - сказал Белов. Какой цвет волос у художника?

М.8.4.9. После зимних каникул классный руководитель спросил, посещали ли ученики кино, театр, цирк на каникулах. Оказалось, что из 36 учеников только двое не были ни в кино, ни в театре, ни в цирке. В кино побывало 25 человек, в театре – 11, в цирке – 17. В кино и  театре – 6, в кино и цирке – 10, в театре и цирке – 4. Сколько человек побывало и в кино и в театре и в цирке?

Пишкова Наталья Евгеньевна, ХГПУ (МИФ-2, №3, 2005)
МЕТОД МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ИНДУКЦИИ

I. Введение
Утверждения подразделяются на общие и частные. Приведем пример общего утверждения: во всяком параллелограмме диагонали в точке пересечения делятся пополам.

Соответствующим примером частного утверждения является следующее: в параллелограмме ABCD диагонали в точке пересечения делятся пополам.

Переход от общих утверждений к частным называется дедукцией. Рассмотрим пример:

Все числа, оканчивающие нулем, делятся на 5.


(1)

140 – число, оканчивающееся на ноль.



(2)

140 делится на 5.







(3)
Из общего утверждения (1) при помощи утверждения (2) получено частное утверждение (3).

Переход от частных утверждений к общим называется индукцией. Индукция может привести как в верным, так и к неверным выводам. Разберем два примера:

140 делится на 5.








(1)

Все числа, оканчивающиеся нулем, делятся на 5.


(2)
Из частного утверждения (1) получено общее утверждение (2). Утверждение (2) верно.

140 делится на 5.







(1)

Все трехзначные числа делятся на 5.



(2)
Из частного утверждения (1) получено общее утверждение (2). Утверждение (2) неверно.

Спрашивается, как пользоваться в математике индукцией, чтобы получать только верные ответы? Ответ на этот вопрос и дается в этой статье.

Если имеется утверждение, справедливое в нескольких частных случаях, а все частные случае рассмотреть невозможно. Как же узнать, справедливо ли вообще это утверждение?

Этот вопрос иногда удается решить посредством применения особого метода рассуждений, называемого методом математической индукции (полной индукции, совершенной индукции).

В основе этого метода лежит принцип математической индукции, заключающийся в следующем:

Утверждение справедливо для всякого натурального n, если:

1) оно справедливо для n = 1

2) из справедливости утверждения для какого-либо произвольного натурального n = k следует его справедливость для n = k+1.
Доказательство, основанное на принципе математической индукции, называется доказательством методом математической индукции. Такое доказательство необходимо должно состоять из двух частей, из доказательства двух самостоятельных теорем:

Теорема 1. Утверждение справедливо для n = 1.

Теорема 2. Утверждение справедливо для n = k+1, если оно справедливо для n = k, где k – какое-либо произвольное натуральное число.


Если обе эти теоремы доказаны, то на основании принципа математической индукции утверждение справедливо для всякого натурального n.

Пример 1. Вычислить сумму

Sn = 1/1*2 + 1/2*3 + 1/3*4 + … + 1/n(n+1).

Мы знаем, что
S1 = ½;

S2 = 2/3;
S3 = ¾;

S4 =4/5.

Рассмотрение сумм S1, S2, S3 и S4 позволяет высказать гипотезу, что Sn = n/n+1, при всяком натуральном n. Для проверки гипотезы воспользуемся методом математической индукции.

Теорема 1. Для n = 1 гипотеза верна, так как S1 = ½.

Теорема 2. Предположим, что гипотеза верна и для n = k, т.е. что

Sk = 1/ 1*2 + 1/2*3 + … + 1/k(k+1) = k/(k+1),

Где k – некоторое натуральное число. Докажем, что тогда гипотеза обязана быть верной и для n = k+1, т.е. что

Sk+1 = Sk +1/(k+1)(k+2);

Следовательно, по условию теоремы,

Sk+1 = k/(k+1) + 1(k+1)(k+2) = (k2 + 2k +1)/(k+1)(k+2) = (k+1)/ (k+2).

Обе теоремы доказаны. Теперь на основании принципа математической индукции мы утверждаем что

Sn =n/n+1.

Замечание. Необходимо подчеркнуть, что доказательство методом математической индукции, безусловно, требует доказательства обеих теорем 1 и 2.
Пример 2. Теорема. Всякое натуральное число равно следующему за ним натуральному числу.

Доказательство проведем методом математической индукции. Предположим, что

k = k + 1



(1)

Докажем, что

k + 1 = k + 2


(2)


Действительно, прибавив к каждой части равенства (1) по 1, получим равенство (2). Выходит, что если утверждение справедливо для n= k, то оно справедливо и для n = k+1. Теорема доказана.

Следствие. Все натуральные числа равны.

Где же здесь ошибка? Ошибка заключается в том, что первая теорема, необходимая для применения принципа математической индукции, не доказана и не верна, а доказана только вторая теорема.


Теоремы 1 и 2 имеют свое особое значение. Теорема 1, так сказать, создает базу для проведения индукции. Теорема 2 дает право неограниченного автоматического расширения этой базы, право перехода от данного частного случая к следующему, от n к n+1.


Если не доказана теорема 1, а доказана теорема 2, то, следовательно, не создана база для проведения индукции, и тогда бессмысленно применять теорему 2, так как и расширять-то, собственно, нечего.

Если не доказана теорема 2, а доказана только теорема 1, то, хотя база для проведения индукции и создана, право расширения этой базы отсутствует.

Для того чтобы научиться применять метод математической индукции, надо рассмотреть достаточное количество задач.

Чтобы не повторять без конца слова «Теорема 1» и «Теорема 2», мы условимся в дальнейшем помечать первую и вторую части доказательства по индукции знаками 1( и 2(.

II. Доказательства тождеств: задачи арифметического характера
Пример 1. Выпишем в порядке возрастания положительные нечетные числа 1, 3, 5, 7, … Обозначим первое из них u1, второе u2, третье u3 и т. д., т .е.

u1 = 1, u2 = 3, u3 = 5, u4 = 7, ..……

Поставим перед собой такую задачу: составить формулу, выражающую нечетное число un через его номер n.

Решение: Первое нечетное число u1 можно записать так:

u1= 2*1 – 1;



(1)

второе нечетное число можно записать так:

u2 = 2*2 – 1;


(2)

третье нечетное число можно записать так:

u3 = 2*3 – 1.



(3)

Внимательно рассматривая равенства (1), (2), (3), можно высказать гипотезу, что для получения любого нечетного числа, достаточно от удвоенного номера его отнять 1, т.е. для n-го нечетного числа имеем формулу

un = 2n – 1.



(4)

Докажем, что эта формула справедлива.

1(. Равенство (1) показывает, что для n = 1 формула (4) справедлива.

2(. Предположим, что формула (4) справедливо для n = k, т.е. k-е нечетное число имеет вид

uk = 2k – 1.

Докажем, что тогда формула (4) обязана быть справедливой и для (k+1)-го нечетного числа, т.е. что (k+1)-е нечетное число имеет вид

uk+1 = 2(k+1) – 1,

или, что все равно,

uk+1 = 2k + 1.

Для получения (k+1)-го нечетного числа достаточно к k-му нечетному числу прибавить 2, т.е.

uk+1 = uk + 2.

Но, по условию, uk+1 = (2k-1). Значит,

uk+1 = (2k-1) + 2 = 2k +1,

что и требовалось доказать.

Ответ: un = 2*n – 1.

Пример 2. Вычислить сумму первых n нечетных чисел.
Решение. Обозначим искомую сумму Sn, т.е.

Sn = 1 + 3 + 5 + … (2n – 1).

Для решения таких задач в математике существуют готовые формулы. Нам интересно решить эту задачу, не прибегая к готовой формуле, а пользуясь методом математической индукции. Для этого, прежде всего, надо построить гипотезу, т.е. просто постараться угадать ответ.

Придаем n последовательно значения 1, 2, 3, … до тех пор, пока у нас не накопится достаточно материала, чтобы на основе его построить более или менее надежную гипотезу. После этого останется только эту гипотезу проверить методом математической индукции.


Имеем,

S1 =1,


S2 = 4,

S3 = 9,

S4 = 16,

S5 = 25,

S6 = 36.


Теперь все зависит от наблюдательности решающего задачу, от его способности по частным результатам угадать общий.


Полагаем, что в данном случае легко заметить, что

S1 = 12,
S2 = 22,
S3 = 32,
S4 = 42.

На основе этого можно предположить, что вообще

Sn = n2.

Докажем, что эта гипотеза справедлива.


1(. При n = 1 сумма представляется одним слагаемым, равным 1. Выражение n2 при n = 1 также равно 1. Значит, при n = 1 гипотеза верна.


2(. Допустим, что гипотеза верна для n = k, т.е. Sk = k2. Докажем, что тогда гипотеза должны быть верна и для n = k +1, т.е.

Sk+1 = (k + 1)2.

Действительно,

Sk+1 = Sk +(2k + 1).

Но Sk = k2 и потому

Sk+1 = k2 + (2k + 1) = (k + 1)2,

Что и требовалось доказать

Ответ: Sn = n2.

Пример 3. Доказать, что сумма квадратов n первых чисел натурального ряда равно n(n+1)(2n+1)/6.
Решение. Пусть

S2 (n) = 12 + 22 +32 +…+n2.


1(. S2 (1) = 12 = 1(1+1)(2*1+1)/6.


2(. Предположим, что

S2 (n) = n(n+1)(2n+1)/6.

Тогда
S2 (n+1) = 12 + 22 +32 +…+n2+(n+1)2 = (n(n+1)(2n+2)/6)+(n+1)2
и окончательно

S2 (n+1) = (n+1)[(n+1)+1][2(n+1)+1]/6.

III. Тригонометрические и алгебраические задачи

Пример 4. Доказать тождество

cos (()cos (2() cos(4()…cos(2n() = sin(2n+1()/2n+1sin(.

Решение.

1(. При n = 0 тождество справедливо, так как

cos(() = sin (2()/2sin(()

Пусть тождество справедливо при n = k, т.е.

cos (()cos (2() … cos(2k() = sin(2k+1()/2k+1sin(.


Тогда оно справедливо и при n = k +1. Действительно,

cos(()cos(2() … cos(2k()cos(2k+1() = sin(2k+1()cos(2k+1()/2k+1sin( = sin(2k+2()/2k+2sin(.

Пример 5. Доказать, что Ak = cos n (, если известно, что A1 = cos(; A2 = cos2( и для всякого натурального k ( 2 имеет место соотношение:

Ak = 2 cos( Ak-1 – Ak-2.

Решение.


1(. Утверждение справедливо при n = 1 и n = 2.


2(. Пусть
Ak-2 = cos (k – 2) (,

Ak-1 = cos (k – 1) (.

Тогда
Ak = 2 cos ( cos (k – 1) ( - cos (k – 2) ( = cos k (.

Пример 6. Доказать, что

sin x + sin 2x + … + sin nx =  sin(((n+1)/2)*x) [sin(n+1)x/2][sin(nx/2)]/sin(x/2).

Решение.

1(. При n = 1 утверждение справедливо.

2(. Пусть
sin x + sin 2x + … sin kx = [sin(k+1)x/2][sin(kx/2)]/sin(x/2).

Тогда
sin x + sin 2x + … + sin kx + sin (k+1)x = [sin(k+1)x/2][sin(kx/2)]/sin(x/2) + sin (k+1) x =

 = [sin(k+1)x/2][sin(kx/2)]/sin(x/2) + 2[sin((k+1)x/2)] [cos ((k+1)x/2)] = 

 = [sin(k+2)x/2][sin((k+1)x/2)]/sin(x/2),

ибо

2cos((k+1)x/2) sin (x/2) = sin ((k+2)[/2) – sin kx/2.

IV. Задачи на доказательство неравенств

Пример 7. Доказать, что при любом натуральном n ( 1

1/(n+1) + 1/(n+2) + … + 1/2n ( 13/24.

Решение. Обозначим левую часть неравенства через Sn.


1(. S2 = 7/12 = 14/24, следовательно, при n = 2 неравенство справедливо.


2(. Пусть Sk.( 13/24 при некотором k. Докажем, что тогда и Sk+1 ( 13/24. Имеем,

Sk = 1/(k+1) + 1/(k+2) + … + 1/2k,

Sk+1 =1/(k+2) + 1/(k+3) + … + 1/2k + 1/(2k+1) + 1/(2k+2).

Сравнивая Sk и Sk+1, имеем

Sk+1 – Sk = 1/(2k+1) + 1/(2k+2) + 1/(k+1),

т.е.

Sk+1 – Sk = ½(k+1)(2k+1).

При любом натуральном k правая часть последнего неравенства положительна. Поэтому

Sk+1( Sk.

Но Sk ( 13/24, значит, и Sk+1 ( 13/24.

Пример 8. Доказать, что 
(1+()n ( 1 + k(, где ( ( -1, ( ( 0, n – натуральное число, большее 1.

Решение. 1(. При n = 2 неравенство справедливо, так как +(2 ( 0.

2(. Пусть неравенство справедливо при n = k, где k – некоторое натуральное число, т.е. 


(1+()k ( 1 + k(.




(1)

Покажем, что тогда неравенство справедливо и при n = k + 1, т.е.

(1+()k+1 ( 1 + (k+1)(.



(2)

Действительно, по условию, 1+( ( 0, поэтому справедливо неравенство

(1+()k+1 ( (1 + k()(1 + (),


(3)

полученное из неравенства (1) умножением каждой его части на (1 + ().

Перепишем неравенство (3) так:

(1+()k+1 ( 1 + (k+1)( + k(2.

Отбросив в правой части последнего неравенства положительное слагаемое k(2, получим справедливое неравенство (2).

КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ

Предлагаемые ниже задачи являются контрольным заданием по математике для учащихся 8 и 9 классов. Для зачета восьмиклассникам рекомендуется решить не менее 5 задач, а девятиклассникам – не менее 7. Правила оформления, адрес и другая полезная информация – в конце журнала. Желаем Вам успехов.
М.8-9.1.1. Найти un2, если известно, что u1 = 1 и что при всяком натуральном

k(1uk = uk-1 +3.

М.8-9.1.2. Найти сумму Sn = 1 + 2 + 22 + 23 + … + 2n-1.

М.8-9.1.3. Доказать, что сумма кубов n первых чисел натурального ряда равна 

[n(n+1)/2]2.

М.8-9.1.4. Доказать, что 
1 + x +x2 + … + xn = (xn+1-1)/(x-1)
(x(1)

М.8-9.1.5. Доказать, что 
½ + cos x + cos 2x + … + cos nx = [sin(2n+1/2)x]/2sin x/2

М.8-9.1.6. Доказать, что 

cos x + 2cos 2x +…+ ncos nx = [(n+1)cos nx – ncos (n+1)x –1]/4sin2 x/2.

М.8-9.1.7. Доказать, что 

arctg3 + arctg5 + … + arctg(2n+1) = arctg2 + arctg3/2 +…+ arctg((n+1)/n) – n arctg1.

М.8-9.1.8. Найти ошибку в доказательстве.

Утверждение. При любом натуральном n справедливо неравенство

2n ( 2n + 1.

Доказательство. Пусть неравенство справедливо при n = k, где k – некоторое натуральное число, т.е.

2k ( 2k + 1.


(1)

Докажем, что тогда неравенство справедливо и при n = k+1, т.е.

2k ( 2(k+1) + 1.

(2)

Действительно, 2n не меньше чем 2 при любом натуральном k. Прибавим в левой части неравенства (1) 2k, а к правой 2. Получим справедливое неравенство.

2k + 2k ( 2k + 1 + 2,

или
2k+1 ( 2(k+1) + 1. Утверждение доказано.

М.8-9.1.9. При каких натуральных n справедливо неравенство 
2n ( 2n + 1?

М.8-9.1.10.  Доказать, что при любом натуральном n ( 1

1/(1 + 1/(2 + … + 1/(n ( (n
Кармакова Тамара Сергеевна (МИФ-2, №4, 2005)
ЗАДАЧИ С ПАРАМЕТРАМИ


Представленные материалы содержат  элементарные сведения о самых распространенных задачах с параметрами – обратные уравнения и неравенства. В конце статьи прилагаются контрольные задания.

Понятия темы

1. Уравнение 
[image: image92.wmf]0
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(неравенство 
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) называется уравнением (неравенством) с параметром а и переменной х, если ставится задача для каждого действительного числа а, решить это уравнение (неравенство) относительно х.

2. Решить уравнение (неравенство) с параметром а – это значит, для каждого действительного значения а найти значения х, удовлетворяющие этому уравнению (неравенству), или установить, что таких значений нет.

3. Значения параметра а, при которых уравнение 
[image: image94.wmf]0
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) качественно изменяется (меняется вид записи или изменяется количество корней) называются контрольными значениями.

Примечания:

1. Общих способов нахождения контрольных значений параметров и решения уравнений и неравенств нет, поэтому на конкретных примерах различных типов и видов уравнений и неравенств рассмотрим теоретические и практические основы уравнений и неравенств с параметрами.

2. Задачи, сводящиеся к решению уравнений (неравенств) с параметрами могут быть сформулированы по-разному. Самые распространенные формулировки:

· решить уравнение (неравенство) при всех а;

· установить количество корней уравнения (решений неравенства) в зависимости от а.

Примеры  решения  уравнений и неравенств с параметрами

Пример 1. Решить уравнение 
[image: image96.wmf]4

5

)

(

2

2

+

-

=

+

a

a

x

a

a


Решение. 1) Заменим данное уравнение равносильным ему: 
[image: image97.wmf])
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2) Найдем контрольные значения параметра а: а(а+1)=0,  а1 = 0,  а2 = -1.

3) Решим уравнение (*) на каждом подмножестве множества действительных чисел: 
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а) Пусть а = 0, тогда уравнение (*) примет вид 
[image: image101.wmf]4
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. Такое уравнение не имеет корней;  

б) Пусть а = -1, тогда уравнение (*) примет вид 
[image: image102.wmf]0
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. Корнями такого уравнения являются любые действительные числа. в) Пусть 
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4) Обобщим полученные результаты и запишем ответ:  если а = 0,  то уравнение корней не имеет; если а = -1, то 
[image: image105.wmf]R
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Пример 2. Решить неравенство 
[image: image108.wmf])
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Решение. 1) Найдем контрольные значения а:  а1 = 0,  а2 = -1.

2) Решим данное неравенство на каждом подмножестве множества действительных чисел: 
[image: image109.wmf])
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а) Пусть a < -1, из данного неравенства следует 
[image: image114.wmf]a
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;  б) Пусть a = -1, тогда данное неравенство примет вид 
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в) Пусть –1<a<0, тогда из данного неравенства следует [image: image116.wmf]a
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, так как а(а+1)<0; 

г) Пусть а = 0, тогда данное неравенство имеет вид 
[image: image117.wmf]4
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, но такое неравенство не имеет решений; д) Пусть a > 0, тогда из данного неравенства следует 
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 3) Обобщим полученные результаты и запишем ответ:

         если a < -1 или a > 0, то 
[image: image119.wmf]a
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; если а = 0 или a = -1, то неравенство решений не имеет;  если –1<a<0, то [image: image120.wmf]a
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Пример 3. Для каждого а найдите число корней уравнения   
[image: image121.wmf]2
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Решение. 1) Используя определение модуля действительного числа, заменим данное уравнение на совокупность двух смешанных систем и решим их: 

а) 
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б) 
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2) Обобщим полученные результаты и запишем ответ:

     если a < -2, то 
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Пример 4. Решить неравенство для каждого действительного а    
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Решение. Так как 
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 - это те значения х, при переходе через которые меняется знак или числителя или знаменателя левой части данного неравенства, то и рассмотрим три случая взаимного расположения а и 
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 на числовой прямой и для каждого случая найдем решение.

1) Пусть 
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 тогда неравенство выполняется при 
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2) Пусть 
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 и выполняется при всех х, отличных от 
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3) Пусть 
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 тогда неравенство выполняется при 
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Обобщим полученные результаты и запишем ответ:

    если 
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    если 
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Пример 5.   Решить уравнение  
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Решение. 1) Найдем первое контрольное значение а:  а – 2 = 0,  а1= 2.

2) Пусть а = 2, тогда данное уравнение примет вид:   4х + 1 = 0 , т.е. 
[image: image168.wmf]4
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3) Пусть 
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, результат решения зависит от дискриминанта.
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а)         
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б)          [image: image173.wmf]ï
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в)   
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4) Обобщим полученные результаты и запишем ответ:

       если а = 2, то 
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       если а = 1, то х = -1;   если а = 6, то х = 1,5;   если  
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Пример 6. Решить неравенство  
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Решение. 1) Найдем контрольное значение а:   а = 0.

2) Пусть а = 0, неравенство примет вид 
[image: image183.wmf]0
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3) Пусть 
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, тогда неравенство будет иметь решение только при условии, что дискриминант  
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Учитывая знак а, будем иметь  
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4) Пусть 
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, тогда условие 
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) будет выполнено и решение исходного неравенства будет иметь вид  
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5) Обобщим полученные результаты и запишем ответ:

     если 
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;    если а = 0, то 
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     если 
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     если 
[image: image212.wmf]4
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, то неравенство решений не имеет.

Контрольное задание для учащихся 9 классов (правила оформления – на обложке)
М.9.2.1.  Решите уравнения:

          а)  
[image: image213.wmf];
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        б) 
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М.9.2.2. Решите неравенства:

          а)  
[image: image216.wmf];
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                       б)  
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М.9.2.3. При каких а уравнение   
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 имеет единственный корень?
М.9.2.4. При каких а уравнение 
[image: image220.wmf]2
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 имеет решение, удовлетворяющее условию 
[image: image221.wmf]1
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Учащимся 10-11 классов
Колегаева Елена Михайловна (МИФ-2, №1, 2004)
Комплексные числа как расширение понятия действительного числа

Известно, что в области действительных чисел некоторые квадратные уравнения имеют два корня, некоторые – один корень  и некоторые – ни одного. Такое положение вещей издавна тревожило математиков, казалось неестественным, и не раз высказывалась идея о том, что, кроме действительных корней, такие уравнения имеют еще «мнимые», воображаемые корни. Например, итальянский математик Кардано в XVI веке писал (здесь мы приводим современные обозначения), что если предположить, что можно извлечь корень из отрицательного числа, то числа 
[image: image222.wmf]2
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 являются корнями квадратного уравнения 
[image: image224.wmf]0
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 (проверьте по теореме Виета).

Таким образом, Кардано ввел в рассмотрение «мнимые величины» - квадратные корни из отрицательных чисел. Правда, среди действительных чисел не существует квадратных корней из отрицательных чисел, поэтому потребовалось развивать теорию  новых чисел, которые назвали комплексными. В рассмотрение ввели особое число, обозначаемое 
[image: image225.wmf]i

 и названное мнимой единицей, которое удовлетворяет следующему свойству: 


[image: image226.wmf]1
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Таким образом, выражение для корней квадратного уравнения, о которых писал Кардано, выглядит следующим образом: 
[image: image227.wmf]2
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 и 
[image: image228.wmf]2
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. В дальнейшем ученые нашли очень простое геометрическое истолкование комплексных чисел. Если каждое действительное число есть точка на действительной оси, то каждому комплексному числу ставится в соответствие точка на координатной плоскости, называемой комплексной плоскостью. 

В настоящее время комплексные числа применяются как математический аппарат электродинамики, квантовой механики и других наук.

Определение комплексного числа. Различные формы записи комплексного числа. Представление комплексных чисел на комплексной плоскости
Определение: комплексным числом 
[image: image229.wmf]z

 называется упорядоченная пара 
[image: image230.wmf])
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 действительных чисел. Число 
[image: image231.wmf]a

 называется действительной частью комплексного числа 
[image: image232.wmf]z

, число 
[image: image233.wmf]b

 называется мнимой частью комплексного числа 
[image: image234.wmf]z

.

Обозначения: 
[image: image235.wmf])
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Каждое комплексное число
[image: image237.wmf])
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 можно представить точкой на комплексной плоскости. 

Комплексной плоскостью называют координатную плоскость (обозначают 
[image: image238.wmf]C

), ось 
[image: image239.wmf]Ox

которой называют действительной осью, ось 
[image: image240.wmf]Oy

 называют мнимой осью. Единица действительной оси есть число 1, единица мнимой оси – мнимая единица 
[image: image241.wmf]i

. 

Например, число 
[image: image242.wmf])
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 можно представить точкой на комплексной плоскости (см. рис. 1), и отождествить с ней точку
[image: image243.wmf])
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  на плоскости в декартовой системе координат.

[image: image244.png]



Рис. 1

Отметим, что комплексное число 
[image: image245.wmf]0

записывается в виде 
[image: image246.wmf])
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, действительное число 1 есть комплексное число 
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, а мнимая единица записывается как 
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Запись комплексного числа в виде 
[image: image250.wmf]bi
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 называется алгебраической формой записи комплексного числа.

Определение: Числа 
[image: image251.wmf]bi
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[image: image252.wmf]bi
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называются комплексно сопряженными.
Существует еще другая форма записи комплексного числа, которая называется тригонометрической. Рассмотрим на комплексной плоскости число 
[image: image253.wmf])
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. Соединим точку 
[image: image254.wmf]z

 с точкой 0 и рассмотрим прямоугольный треугольник
[image: image255.wmf]AZ
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 (см. рис. 2).
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Рис. 2

Тогда, введя в рассмотрение угол 
[image: image257.wmf]j

  и обозначив  
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 называется тригонометрической формой записи комплексного числа. 
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 называется модулем комплексного числа  
[image: image263.wmf]z

, 


[image: image264.wmf]j

 называется аргументом комплексного числа  
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 и находится из системы равенств:
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 Обозначения: 
[image: image267.wmf]r
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Отметим свойства модуля и аргумента комплексного числа.

1. 
[image: image269.wmf]0
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, причем 
[image: image270.wmf]0
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, только если 
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2. 
[image: image272.wmf]z

 равен расстоянию от точки z до точки 0 на комплексной плоскости (то есть, 
[image: image273.wmf]z

 есть длина вектора на плоскости, соответствующего числу z)

3. если 
[image: image274.wmf]z

z

2

1

,

 - комплексные числа, то 
[image: image275.wmf]z

z

2

1

-

 равен расстоянию между точками 
[image: image276.wmf]z
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 на комплексной плоскости.

4. если числа
[image: image277.wmf]z
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 - комплексно сопряженные, то 
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6.  аргумент комплексного числа определен с точностью до числа 
[image: image281.wmf]n
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Пример 1. Записать число 
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 в алгебраической и  тригонометрической формах.

Решение. 1). Для того чтобы записать это число в алгебраической форме, вычислим:
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. Подставив значения в число 
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, получим:
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2). Нужно отметить, что число 
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 записано не в тригонометрической форме, так как между действительной и мнимой частью стоит знак «минус». Учитывая, что функция 
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 - тригонометрическая форма.

Пример 2. Найти 
[image: image292.wmf])
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Решение. Числа 
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симметричны относительно числа 0=( 0,0) на комплексной плоскости. Поэтому вектор, соответствующий числу 
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 получается поворотом вектора  
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 на угол 
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 против часовой стрелки вокруг точки 0. Поэтому 
[image: image298.wmf]p

+

=

-

z

z

arg

)

arg(

.

Действия с комплексными числами

1. Сложение.  Так как комплексное число можно интерпретировать как точку на комплексной плоскости, то если 
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Например:

(3+2i) + (-4+7i) = (3-4)+(2+7)I = -1+9i.

2. Умножение. 

а). Если числа заданы в алгебраической форме, имеем:
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 Учитывая, что 
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в). Если числа заданы в комплексной форме 
[image: image304.wmf])
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При доказательстве мы используем  формулы синуса суммы и косинуса суммы двух углов ( проделайте самостоятельно).
3. Деление.

а). Если числа заданы в алгебраической форме, то числитель и знаменатель домножим на сопряженное к знаменателю число, чтобы в знаменателе получилось действительное число. Имеем:
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( проделайте вычисления самостоятельно, учитывая равенство 
[image: image308.wmf]1
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в). Если числа заданы в комплексной форме 
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4. Возведение в степень.

Формулу произведения двух комплексных чисел можно обобщить на n сомножителей. Отсюда, как частный случай, получается формула:
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5. Извлечение корня n-ой степени.

Имеет место формула Муавра:
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[image: image315.wmf]Z
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Таким образом, комплексное число z имеет бесконечно много корней n-ой степени, причем различных корней – ровно n штук. Все корни расположены на окружности радиуса 
[image: image316.wmf]n
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 в вершинах правильного n-угольника.

Пример 3.
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[image: image317.wmf]4

)

sin

(cos

16

p

p

×

+

i

.

Решение: По формуле Муавра имеем: 
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При различных значениях n получим все корни комплексного числа. Среди них имеются ровно четыре различных. Их можно получить, подставляя значения n:
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При 
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Все эти корни находятся на окружности радиуса 
[image: image329.wmf]2

 в вершинах правильного четырехугольника (квадрата) (см. рис. 3)
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Рис. 3.

Пример 4. Вычислить 
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Решение. Вычислим выражение, стоящее в числителе, результат запишем в тригонометрической форме
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Подставим полученное число в числитель и применим формулу деления комплексных чисел, записанных в тригонометрической форме:
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Ответ: 
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Решение уравнений.

1. Решение рациональных уравнений n-ой степени.

Из основной теоремы алгебры известно, что каждое алгебраическое уравнение  степени n имеет во множестве комплексных чисел ровно n корней. 

Рассмотрим уравнение
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где коэффициенты 
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 (i = 0,1, 2,…,n) – действительные числа. Основной метод решения таких уравнений – разложение на множители. При этом, среди множителей могут быть линейные вида 
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1) два различных действительных корня, если 
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2) два совпадающих действительных корня, если 
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3) два комплексных (сопряженных) корня, если 
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Пример 5. Решить уравнение:
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Решение. Преобразуем левую часть уравнения для того, чтобы применить метод группировки:
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Тогда уравнение примет вид:
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Учитывая, что 
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Ответ: корни уравнения 
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2. Решение уравнений произвольного вида.

Другой способ решения уравнений основывается на том, что если  
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Таким образом, необходимо отделить действительные и мнимые части уравнения, приравнять их и решить полученную систему уравнений.

Пример 6. Решить уравнение 
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Решение. Пусть 
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Решим уравнение 
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 Оно эквивалентно совокупности двух систем:
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[image: image368.wmf]               или                           
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Оба корня 
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Ответ: 
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Линии и области на комплексной плоскости.

В заключение исследуем геометрический смысл уравнений и неравенств с комплексными  числами. Так как каждое комплексное число представляет собой точку на комплексной плоскости, то уравнение с комплексными числами задает на плоскости линию. Укажем некоторые из них.
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То же самое можно получить, положив 
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 - уравнение окружности.
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 Это – уравнение луча, выходящего из точки (0,0) под углом  
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 к положительному направлению оси Ox. При этом, так как для точки 
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Пример 7. Изобразить на комплексной плоскости линию, задаваемую уравнением 
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Решение: Пусть 
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 - уравнение окружности с центром в точке (-1,0) и радиуса 1.

Неравенство с комплексными числами задает на плоскости область, ограниченную соответствующей линией.
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 задает на плоскости внешнюю часть окружности  (см рис 4 б).)
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Рис. 4а)




Рис. 4б)
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Рис. 4в)

Пример 8. Изобразить на плоскости множество точек, задаваемых системой неравенств 
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Первое неравенство задает на плоскости внешнюю область окружности с центром в точке (1,1) и радиуса 3, вторая область задает внутренность угла со сторонами 
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. Общая область – пересечение этих двух областей (см.  рис  5.).
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Рис. 5
Контрольные задания
Представленные ниже задачи являются контрольным заданием для учащихся 10 классов. Решения необходимо оформить в отдельной тетради и выслать по адресу 680000, г. Хабаровск, ул. Дзержинского, 48, ХКЦТТ, ХКЗФМШ. Для зачета нужно набрать не менее 30 баллов. В решениях следует делать необходимые пояснения и рисунки, дающие представления о ходе Ваших рассуждений. 

М.10.1.1. Записать комплексные числа в алгебраической и тригонометрической форме, отметить их на комплексной плоскости (5 баллов за пример).
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М.10.1.2. Выполнить действия. Ответ записать в алгебраической форм (5 баллов за пример).
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М.10.1.3. Вычислить все различные корни их комплексного числа и нанести их на комплексную плоскость (5 баллов за пример).
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М.10.1.4. Решить уравнения (10 баллов за пример).
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М.10.1.5. При каких значениях параметра a уравнение имеет комплексные корни? (10 баллов за пример).
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Найти эти корни при каком-либо значении параметра.

М.10.1.6. Какое множество точек на комплексной плоскости задается условием? ? (10 баллов за пример).

а).  
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Изобразить найденное множество на комплексной плоскости. 

Мендель Виктор Васильевич (МИФ-2, №4, 2004)
Геометрия окружности

Уважаемые ребята. В этой статье вы познакомитесь заново с хорошо известной геометрической фигурой – окружностью. Наша цель - взглянуть на окружность свежим взглядом, увидеть, как связаны друг с другом уже известные факты, открыть новые.

1. Итак – окружность, это множество точек, расположенных на одинаковом расстоянии R от заданной точки О. О - центр окружности, R-радиус.

На координатной плоскости окружность логично задать уравнением

       (х-х0)2+(y-у0)2= R2,                                                                                        (1)

где (х0,у0) –координаты центра окружности (точки О), а R-ее радиус.

Точка М(х,у) принадлежит окружности, если ее координаты х и у удовлетворяют уравнению (1). [image: image1662.png]



Есть еще параметрическое уравнение окружности: 

 x=R
[image: image432.wmf]·

cost+ х0 

 y=R
[image: image433.wmf]·

sint+ у0               (2)

где 0≤t≤2
[image: image434.wmf]p

.

Изменяя значения параметра t в указанных пределах, мы можем найти координаты всех точек окружности.

Упражнение 1. Докажите, что точки, координаты которых вычислены из уравнений (2) лежат на окружности, заданной уравнением (1).
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2. Большой интерес представляет взаимное расположение окружности и других объектов. Начнем с взаимного расположения прямой и окружности.

[image: image1664.png]pucynor 2 P



Как вы хорошо знаете, возможны три случая:

1). Окружность и прямая пересекаются.

2). Окружность и прямая имеют единственную общую точку (касания).

3). Окружность и прямая пересекаются в двух точках. (рис. 2)
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Эти три случая характеризуются соотношением между расстоянием 
[image: image435.wmf]r

 от прямой до центра окружности и радиусом. В первом случае 
[image: image436.wmf]r

>R, во втором 
[image: image437.wmf]r

= R и в третьем 
[image: image438.wmf]r

<R.

Напомним также, что радиус окружности, проведенный в точку касания, перпендикулярен касательной.

3. Отрезок, концы которого лежат на окружности, называется хордой.
[image: image1667.png]Ppucynox 9



Самая большая хорда – это диаметр. Она проходит через центр окружности. (рис.3)

Упражнение 2. Докажите, что  серединный перпендикуляр к хорде является диаметром (т.е., что центр окружности лежит на этом перпендикуляре).
[image: image1668.png]pcynon 10



4. Рассмотрим теперь взаимное расположение окружности и угла. Естественно считать, что оба луча угла пересекают окружность. Возможно три случая расположения вершины угла:

1). Вне окружности.

2). На окружности (вписанный угол).

3). Внутри окружности.

Наибольший интерес представляет вписанные углы. Для них хорошо известна связь между величиной вписанного угла (
[image: image439.wmf]BAC

Ð

) и центрального (
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), опирающихся на общую дугу 
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.        (рис. 4).
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Это свойство дает изящное и очень полезное доказательство теоремы синусов: выражая боковую сторону 
[image: image443.wmf]BAC

D

 (см. рис.5) через угол при вершине основания, получим: 
[image: image444.wmf]a

sin

2

a

R

=

  (3), или 
[image: image445.wmf]R

a

2

sin

=

a

. Т.е. отношение стороны треугольника к синусу противоположного угла всегда равно диаметру описанной окружности.

[image: image1671.png]


Формула (3) – главная рабочая формула для нахождения радиуса описанной окружности.

[image: image1672.png]


Предположим теперь, что угол А=90º, тогда угол  
[image: image446.wmf]180

=

Ð

СОА

º - развернутый, т.е. гипотенуза ВС является диаметром описанной окружности (рис.6). Отсюда также очевидно следует, что медиана прямого угла равна радиусу описанной окружности: OA=R.

Сформулируем и докажем важное  свойство.

[image: image1673.png]


Теорема. Если точки А1, А2,…, Аn лежат по одну сторону от прямой ВС  и отрезок ВС виден из них под одним углом (т.е. 
[image: image447.wmf]Ð

ВА1С=
[image: image448.wmf]Ð

ВА2С=…=
[image: image449.wmf]Ð

ВАnС), то точки А1, А2,…, Аn, В и С лежат на одной окружности.

Доказательство:

1. Из формул (3) следует, что радиусы описанных окружностей 
[image: image450.wmf]D

 ВА1С,…,
[image: image451.wmf]D

ВАnС равны.

2. Центры всех этих окружностей лежат на серединном перпендикуляре к ВС и по одну и ту же сторону от  ВС.

Но этими двумя свойствами обладает только одна точка. Поэтому все центры описанных окружностей совпадают.

Упражнение 3. Докажите условие * из предыдущей теоремы.
Указание: вспомните, где лежит центр вписанной окружности остроугольного, прямоугольного и тупоугольного треугольников.

5. Вернемся к касательным. Как известно, из точки, лежащей вне окружности, можно провести ровно две касательных. (рис.7) Из т. Пифагора следует, что 

MT12=MO2-R2=MT22,

 т.е. отрезки касательных равны.

[image: image452.png]T2




Рисунок 7
Вспомним, как строится касательная из точки к окружности:

1 Шаг: Находим середину отрезка ОМ, точку х.

2 Шаг: Строим окружность, с центром в точке Х и радиусом МХ.

3 Шаг: Находим точки Т1 и Т2- пересечения построенной и данной окружностей.

4 Шаг: Строим касательные МТ1 и МТ2.

[image: image453.png]



Рисунок 8
Замечание: Так как 
[image: image454.wmf]Ð

 МТ1О опирается на диаметр МО второй окружности, то он прямой, т.е. МТ1
[image: image455.wmf]^

ОТ1, но ОТ1 – радиус первой окружности, поэтому МТ1 – касательная.
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6. Вписанная окружность.

Окружность называют вписанной в многоугольник, если она касается всех его сторон. Очевидно, что вписать окружность в многоугольник можно далеко не всегда, при этом сам многоугольник должен быть выпуклым.

Уточним сказанное:

1). В треугольнике окружность вписывается всегда, ее центр лежит на пересечении биссектрис треугольника.

2) В выпуклый четырехугольник окружность вписывается тогда и только тогда, когда суммы его противоположных сторон равны.

Вычислить радиус вписанной окружности можно по формуле: 
[image: image456.wmf]P

S

r

2

=

, где S –площадь, P-периметр многоугольника.

[image: image1675.png]


Замечание: Помимо вписанных, рассматривают также вневписанные окружности. Их центр лежит вне многоугольника, а окружность касается либо сторон, либо прямых, на которых эти стороны лежат. На рис. 9 изображены вписанная и вневписанная окружности треугольника.

Упражнение 4. Докажите, что центр вневписанной окружности лежит на пересечении биссектрис одного внутреннего и двух внешних углов треугольника.
[image: image1676.png]


На  практике нередко требуется знать длины отрезков, на которые делят стороны треугольника точки касания вписанной окружности (см. рис. 10).

Заметим, что 
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. Складывая любые два из этих уравнений и вычитая третье, мы получим 2x=b+c-a, 2y=a+c-b и 2z=a+b-c. Т.е. удвоенная величина отрезка равна сумме прилегающих сторон минус величина противолежащей стороны.
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Упражнение 5. Получите аналогичные формулы для вневписанной окружности.
7. Свойства секущих. Степень точки относительно окружности.

[image: image1678.png]


Из свойства вписанных четырехугольников (суммы противоположных углов равны 180º) следует, что треугольники АМС и DMB подобны (рис.11):
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Эта формула – известное утверждение о произведениях отрезков секущих, проведенных к окружности из одной точки. Рассмотрим специальную секущую (рис. 12), проходящую через центр окружности. Получим: 
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(где МТ – касательная).

Для внутренних точек окружности можно получить аналогичные результаты (рис.13). Здесь будут подобными 
[image: image463.wmf]D

MAD  и 
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MBD, поэтому 
[image: image465.wmf]MD

MC

MB

MA

×

=

×

.

[image: image1679.png]


В случае, когда секущая-диаметр (х1х2), получим 
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 Как в первом, так и во втором случае, произведение секущих выразилось через радиус окружности R и расстояние МО от точки до ее центра. Величину MO2-R2  принято   называть    степенью  точки  относительно  окружности (обозначение:   [image: image1680.png]WW



deg(M, ω)).

Со степенью связано много замечательных фактов геометрии.

1). Заметим, что все точки, имеющие одинаковую степень относительно данной окружности, лежат на окружности с тем же центром.

[image: image1681.png]


Упражнение 6. Докажите сформулиро-ванное выше утверждение.
2). Рассмотрим две неконцентрических окружности. Справедлива теорема.

[image: image1682.png]


Теорема. Множество точек, имеющих одинаковую степень относительно двух окружностей, лежит на прямой, перпендикулярной к линии центров этих окружностей. (Это т.н. радикальная ось).
Доказательство: 

МО12=х2+у2, МО22=(а-х)2+у2 

МО12-R12=а2+х2-2ах+у2-R22
[image: image468.wmf]Þ
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Как мы видим, координата х точки М зависит только от a, R1, R2. Поэтому все точки с одной степенью лежат на прямой, заданной уравнением (**), которая перпендикулярна оси ОХ. 
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Рисунок 14
Для того, чтобы задать прямую, нужно знать либо две ее точки, либо точку и прямую, которой искомая прямая перпендикулярна или параллельна.

Заметим, что точки, лежащие на окружности, имеют нулевую степень. Поэтому точки пересечения (касания) двух окружностей лежат на радикальной оси.

Упражнение 7. 1). Постройте радикальную ось двух пересекающихся окружностей.

                            2). То же для двух касающихся окружностей.

Указание: в первом случае это прямая, проходящая через точки пересечения окружностей (почему?), во втором – общая касательная, проведенная в точке касания.

Упражнение 8. Докажите, что радикальная ось делит общую касательную двух окружностей пополам.
Из  упражнения 8 вытекает один способ построения радикальной оси для непересекающихся окружностей: строим общую касательную и из ее середины опускаем перпендикуляр на линию центров. Однако есть менее трудоемкий способ, реализованный на рис. 15:

1). Строим произвольную окружность, пересекающую две данных.

2). Строим радикальные оси для пар, образованных одной из данных окружностей и построенной.

3). Находим точку пересечения этих радикальных осей – она имеет одинаковую степень относительно всех трех окружностей, т.е. лежит на радикальной оси к двум исходным окружностям.

4). Опускаем из найденной точки перпендикуляр на линию центров, он и является радикальной осью.

[image: image471.png]



Рисунок 15.
КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ

Предлагаемые ниже задачи являются контрольным заданием для учащихся 9-10 классов. Для зачета вам рекомендуется решить не менее 6 задач. Правила оформления, адрес и другая полезная информация – в конце журнала. Желаем Вам успехов.

М.9.4.1.–М.9.4.8. – упражнения 1 – 8 из текста статьи.

Практические задания

М.9.4.9. Постройте общие касательные к двум пересекающимся окружностям. Постройте для них радикальную ось. Убедитесь, что радикальная ось поделила отрезки касательных пополам.

М.9.4.10. Для двух непересекающихся окружностей была построена радикальная ось, затем одну из этих окружностей стерли (на чертеже осталась только одна ее точка, не лежащая на линии центров). Можно ли восстановить стертую окружность? Опишите, как это сделать. Выполните построение.

Тимошенко Тамара Андреевна, Мендель Виктор Васильевич (МИФ-2, №3, 2004)
Метод координат в пространстве
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Пусть 
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 - прямоугольная система координат в пространстве, а М – произвольная точка этого пространства (рис.1). 

Вектор  
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где  x, y, z – действительные числа.


Координаты x, y, z вектора 
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называются координатами точки М в системе координат 
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. Число х называется абсциссой, число y – ординатой, число к – аппликатой точки М  и записывают М(x, y, z).


Ломаную 
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 называют координатной ломаной точки М, построив которую можно построить и саму точку М. В данном случае точка 
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 является проекцией точки М на ось абсцисс, 
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[image: image488.wmf]3

М

 - проекцией точки М на ось аппликат, и так как  
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, то  при этом, если точки М1, М2, М3 принадлежат соответственно полуосям Ох, Oy, Oz отрицательного направления, то 
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В школьном курсе геометрии решаются основные задачи в прямоугольной системе координат:


1. Координаты вектора по координатам его начала и конца определяются так: Если М1(x1,y1,z1), M2 (x2, y2, z2),   то      
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2. Скалярное произведение векторов  
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3. Длина вектора 
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4. Угол между векторами 
[image: image507.wmf]a
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 = (а1, а2, а3) и 
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= (b1, b2, b3) из определения скалярного произведения  
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5. Расстояние между двумя различными точками М1(x1,y1,z1) и M2 (x2, y2, z2) равно:                
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6. Уравнение сферы с центром в точке С(x0,y0,z0) и радиусом r имеет вид:

                        (x – x0)2 + (y – y0)2 + (z – z0)2 = r2                       …………………… (7)

7. Координаты точки М(x,y,z) – середины  отрезка М1М2, где М1(x1,y1,z1) и 

 M2 (x2, y2, z2),  М1 ≠ М2 находятся по формулам:
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8. Условие коллинеарности векторов  
[image: image520.wmf]a
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 = (а1, а2, а3) и 
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Используя формулы (1) – (9) рассмотрим решения следующих более сложных задач.
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Задача 1.  В системе координат 
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  написать уравнения прямой d, заданной

1) точкой М0 = (x0, y0, z0) 
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2) двумя различными точками М1(x1,y1,z1) 
[image: image526.wmf]Î

 d и M2 (x2, y2, z2) 
[image: image527.wmf]Î

 d.
Решение.
1. Будем считать, что прямая d не перпендикулярна осям координат, то есть а1 ≠ 0,  а2 ≠ 0,  а3 ≠ 0 (рис 2). Выберем на прямой d произвольную точку М(x,y,z). Она принадлежит прямой d тогда и только тогда, когда векторы 
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 будут коллинеарными, то есть их координаты пропорциональны (9). Поскольку 
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Уравнения (10) называются каноническими уравнениями прямой d.

2. В случае задания прямой двумя различными точками М1(x1,y1,z1) и  M2 (x2, y2, z2) (рис. 3), направляющим вектором прямой  d может служить вектор 
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Задача 2.  Найти угол между двумя прямыми d1  и  d2 (пересекающимися или скрещивающимися), если эти прямые в системе координат 
[image: image539.wmf]{

}

k

j

i

R

r

r

r

,

,

,

0

=

 имеют следующие канонические уравнения:
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Решение.  Из уравнений прямых  d1  и  d2 следует, что за их направляющие векторы можно принять, соответственно, векторы 
[image: image546.wmf]a
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 = (а1, а2, а3) и 
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= (b1, b2, b3). Обозначим буквой φ искомый угол между этими прямыми. И введем также обозначение 
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Зная cos φ и формулы (12) можно найти и угол φ.
Задача 3. В системе координат 
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 написать уравнение плоскости π, заданной некоторой точкой М0(x0, y0, z0) и вектором нормали 
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 = (А, В, С) любым ненулевым вектором 
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r

, перпендикулярным плоскости π.
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Решение.  Выберем в плоскости π произвольную точку М(x, y, z) (рис. 5). Она принадлежит плоскости π тогда и только тогда, когда вектор 
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перпендикулярен вектору 
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, то есть тогда и только тогда, когда их скалярное произведение рано 0: 
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Так как 
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 = (А, В, С), 
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= (x – x0, y – y0, z – z0), то, используя формулы (3) и (13), получим уравнение плоскости π в виде

А(х–х0)+В(y–y0)+C(z–z0)=0 ……….(14).

Причем, числа А, В, С – одновременно не равны нулю, так как 
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, то есть А2+В2+С2 ≠ 0. Преобразуя уравнение (14), и введя обозначение D = -(Ax0+ By0+Cz0), получим следующее уравнение: 

 Ax+ By+Cz – ( Ax0+ By0+Cz0) = 0 
[image: image572.wmf]Þ

 Ax+ By+Cz+D = 0  ………………(15)


Уравнение первой степени с двумя переменными x и  y вида (15) называется общим уравнением плоскости π относительно системы координат 
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Задача 4. Найти угол между прямой d и плоскостью π  в системе координат 
[image: image574.wmf]{

}

k

j

i

R

r

r

r

,

,

,

0

=

, если известны уравнения этой прямой и плоскости:
 d:    
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;    π:   Ax+ By+Cz+D = 0 , где А2+В2+С2 ≠ 0.

Решение.  Из заданных уравнений следует, что вектор 
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 = (а1, а2, а3) – направляющий вектор прямой d, а вектор 
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 = (А, В, С) – вектор нормали плоскости π. Это означает, ненулевой вектор 
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 перпендикулярен плоскости π. Обозначим буквой φ искомый угол между прямой d и плоскостью π, а буквой 
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. Пользуясь рисунком 6, можно найти угол φ, зная, что углом между прямой d и плоскостью π  называется острый угол φ между прямой d и её проекцией на плоскость π.

Можно сказать, что 
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Зная 
[image: image598.wmf]j

sin

 и учитывая, что φ≤ 900, из формулы (16) можно найти угол φ.

Многие задачи в математике решаются методом координат, суть которого состоит в следующем:

1) Задавая фигуры уравнениями (неравенствами) и выражая в координатах различные геометрические соотношения, мы применяем алгебру к решению геометрических задач;

2) Пользуясь координатами, можно истолковывать алгебраические соотношения геометрически, применяя геометрию к решению алгебраических задач.

Алгоритм применения метода координат к решению геометрических задач сводится к следующему:

1. Выбираем в пространстве систему координат из соображений удобства выражения координат и наглядности изображения.

2. Находим координаты необходимых для нас точек.

3. Решаем задачу, используя основные задачи метода координат.

4. Переходим от аналитических соотношений к геометрическим.

В качестве примера рассмотрим следующую задачу.

Задача 5. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 ребра имеют следующую длину: AB=8, AD=6, AA1=12. Пусть М – середина отрезка DA1, а F – центр стороны BC.

1) Введите систему координат,  с началом в точке А и координатными осями, направленными по лучам AB, AD, и AA1- соответственно, и определите координаты всех вершин параллелепипеда и точек M и F.

2) Составьте уравнения прямых FD1 и BM.

3) Определите угол между этими прямыми.

4) Найдите координаты вектора, перпендикулярного плоскости AD1F.

5) Определите угол между этой плоскостью и прямой BM.

[image: image1690.png]


Решение. 1). Определить координаты вершин параллелепипеда в предложенной системе координат несложно: у нижних вершин: A(0,0,0), B(8,0,0), C(8,6,0), D(0,6,0). Для верхних вершин две первых координаты совпадают с координатами нижних, а третья равна 12: A1(0,0,12), B1(8,0,12), C1(8,6,12), D1(0,6,12).

Найдем теперь координаты точек M и F. Используем известную из 9 класса формулу для вычисления координат середины отрезка. Для этого нужно взять полусуммы соответствующих координат концов отрезка. Получим: 
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2) Составим уравнения прямых, используя формулы (11):
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BM: 
[image: image602.wmf]6

6

3

3

8

0

6

0

6

3

0

3

0

8

0

-

-

=

-

-

=

-

Þ

-

-

=

-

-

=

-

-

z

y

x

z

y

x

.

3) Угол между прямыми определим как угол между их направляющими векторами с помощью формулы (12). Учитывая, что направляющие векторы имеют координаты: 
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4) Найдем координаты вектора, перпендикулярного плоскости AD1F. Для этого используем признак перпендикулярности векторов: два вектора перпендикулярны, если их скалярное произведение равно нулю. Пусть интересующий нас вектор 
[image: image608.wmf]n

r

 имеет координаты {x,y,z}. Векторы 
[image: image609.wmf]1

AD

 и 
[image: image610.wmf]AF

 лежат в интересующей нас плоскости, и имеют координаты {0,6,12} и {8,3,0} соответственно. Используем формулу (3) для вычисления скалярных произведений в координатах, приравняем эти произведения к нулю и получим систему уравнений:
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, выразим в этой системе x и z через y: 
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. Как мы видим, получилось множество векторов, перпендикулярных данной плоскости, координаты которых зависят от параметра y.  Выберем один из них, положив, для удобства, что y=-8. Итак 
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={3,-8,4}.

5) Нам осталось определить угол между прямой BM и плоскостью AD1F. Для этого мы используем формулу (16): 
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. Здесь A,B и С –  по сути, координаты вектора  
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={3,-8,4}, а {a1,a2,a3} – координаты направляющего вектора прямой BM: 
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Контрольные задания

Представленные ниже задачи являются контрольным заданием по математике для учащихся 10 классов. Решения необходимо оформить в отдельной тетради и выслать по адресу 680000, г. Хабаровск, ул. Дзержинского, 48, ХКЦТТ, ХКЗФМШ. Для зачета нужно набрать не менее 30 баллов. В решениях следует делать необходимые пояснения и рисунки, дающие представления о ходе Ваших рассуждений. 
В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 ребра имеют следующую длину: AB=4, AD=16, AA1=6. Пусть М – середина отрезка DA1, а F – центр стороны AB.

М.10.3.1. Найдите координаты указанных точек в системе координат, аналогичной той, что предлагалась в задаче 5. (4 балла)

М.10.3.2. Вычислите расстояние между точками M и F. (2 балла)

М.10.3.3. Составьте уравнения следующих прямых: DC1, C1M. (10 баллов)

М.10.3.4. Вычислите угол между этими прямыми. (5 баллов)

М.10.3.5. Найдите координаты вектора, перпендикулярного плоскости FMC, составьте уравнение этой плоскости (используйте формулу (14)). (10 баллов)

М.10.3.6. найдите угол между прямой BM и плоскостью FMC. (10 баллов)

Колегаева Елена Михайловна (МИФ-2, №1, 2005)
Неравенства и их основные свойства. Доказательство неравенств


Рассмотрим методы доказательства числовых неравенств. Для этого вспомним основные понятия и определения. 


Все действительные числа разбиваются на положительные числа, отрицательные числа и число нуль. Далее:

- для того чтобы указать, что число а положительно, пользуются записью 
[image: image619.wmf]0

>

a

; 

- сумма и произведение положительных чисел также являются положительными числами;

- если  число а отрицательно, то число –а положительно (и наоборот)

- для любого положительного числа а найдется положительное рациональное число r, что 
[image: image620.wmf]a

r

<

.


Эти основные факты лежат в основе теории неравенств.

Определение. Неравенство a>b (или, что то же самое, b<a) равносильно тому, что a-b>0. 

Определение. Неравенство a<0 означает, что число а отрицательно.

Определение. Неравенство 
[image: image621.wmf]b
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 (или, то же самое, 
[image: image622.wmf]a
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) означает, что либо a>b, либо a=b.

Определение. Неравенства a>b и  b<a называют строгими неравенствами, а неравенства 
[image: image623.wmf]b
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 и  
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 называют нестрогими неравенствами.
 
Наряду с неравенствами вида a>b и 
[image: image625.wmf]b
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 определяют двойные неравенства.


Определение. Двойное неравенство  
[image: image626.wmf]c

b

a

<

<

 означает, что a<b и b<c.


Аналогично определяются двойные неравенства 
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 , 
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Основные свойства неравенств

1. Если 
[image: image630.wmf]b
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 (транзитивность).

2. Если 
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, то при любом с имеет место неравенство 
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3. Если 
[image: image635.wmf]c
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4. Если 
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5. Если 
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, то при 
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 верно неравенство 
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  верно неравенство 
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6. Если 
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 и 
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7. Если 
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, то 
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Замечание: при a=b=1, если 
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, то 
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8. Если 
[image: image653.wmf]0
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, то 
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, где n – натуральное число.

9. Если 
[image: image655.wmf]b
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10. Если 
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11. Если 
[image: image659.wmf]b
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, где n – натуральное число.

Следствие. Неравенство 
[image: image661.wmf]2
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 имеет место тогда и только тогда, когда 
[image: image662.wmf]b
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Доказательство этих свойств опирается на основные определения. Докажем, например, свойство 5.

Доказательство. Если 
[image: image663.wmf]b
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, то разность 
[image: image664.wmf]b
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, есть число положительное. Следовательно, знак разности  
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 совпадает со знаком числа с. При 
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 эта разность положительна и поэтому 
[image: image667.wmf]bc

ac

>

, а если 
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 , то разность отрицательна и 
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Остальные свойства доказываются аналогично.

Основные методы доказательства неравенств

I. Доказательство неравенств с помощью определения

Для доказательства неравенства 
[image: image670.wmf](
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 этим способом на заданном множестве значений переменных a, b, c, …, z  составляют разность  
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 и доказывают, что она положительна при всех значениях переменных.

Пример 1. (Неравенство Коши)
Доказать, что при всех 
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 выполняется неравенство
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Доказательство. Составим разность  
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  и выясним ее знак. Имеем: 
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 неотрицательно при любых значениях  
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 определяют существование 
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), причем знак равенства имеет место лишь при a=b. То есть 
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Пример 2.  Доказать, что если 
[image: image683.wmf]0
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Доказательство. Имеем: 
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. Так как 
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, причем знак равенства имеет место лишь при a=b. Таким образом, разность  
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 неотрицательна и неравенство (2) доказано.   


II. Синтетический метод доказательства неравенств

    Суть этого метода заключается в том, что с помощью различных преобразований доказываемое неравенство выводят из некоторых опорных (известных) неравенств. В качестве опорных можно использовать следующие неравенства:

а) 
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, б) неравенство Коши (1), в) 
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Пример 3. Доказать, что для любых чисел a, b  и c имеет место неравенство


[image: image695.wmf]ac

bc

ab

c

b

a

+

+

³

+

+

2

2

2

                                                                      (3)

Доказательство. В качестве опорных, выберем неравенства 
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Сложим почленно эти неравенства, а затем разделим обе части полученного неравенства на два. Получим нужное нам неравенство.

Пример 4. Доказать, что для любых неотрицательных чисел a, b, c, d имеет место неравенство

[image: image699.wmf]4
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Доказательство. Воспользуемся в качестве опорных неравенствами Коши  
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III. Доказательство методом «от противного»


Метод доказательства «от противного» высказывания «из А следует В» применяют в следующей форме: считают истинным высказывание «не выполняется В» и пытаются вывести отсюда справедливость высказывания «не выполняется А». Если это удается, то получается противоречие, из которого следует, что предположение о неверности А – ошибочно. Покажем, как этот метод применяется при доказательстве неравенств.

Пример 5. Доказать, что для любого числа а выполняется неравенство
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Доказательство. Предположим противное, что для некоторого числа а рассматриваемое неравенство неверно, то есть имеет место неравенство:
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. По свойству 5 можно умножить обе части неравенства на положительное число 
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. По свойству 2 можно вычесть из обеих частей неравенства выражение 
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Последнее неравенство не выполняется ни при каком значении а, так как правая часть неравенства не может принимать отрицательные значения. Полученное противоречие доказывает верность исходного неравенства. 


IV. Доказательство неравенств методом математической индукции


Доказательство неравенств методом математической индукции проводится по следующей схеме:

1. Проверяется неравенство для некоторого начального значения n, например, для n=1.

2. Предполагается, что неравенство выполняется для n=k.

3. Доказывается, что тогда неравенство выполняется для n=k+1. 

Пример 6. Доказать, что если n = 2, 3, 4,…, то 
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Доказательство.  1. При n = 2 неравенство верно: 
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. Это можно проверить, возведя обе части неравенства в квадрат (т.к. обе части неравенства положительны, это можно сделать по свойству 8). 2. Предположим, что неравенство выполняется для n=k,  то есть   
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. 3. Докажем, что тогда неравенство выполняется для n=k+1, то есть 
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 для вех значений k>1.

Согласно принципу математической индукции, можно сделать вывод о том, что неравенство  
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 выполняется при всех значениях n = 2, 3, 4,….

Аналогично методом математической индукции можно доказать неравенство Коши в общем случае. Мы не будем приводить доказательство по причине его сложности.

Неравенство для среднего арифметического и среднего геометрического n неотрицательных чисел (неравенство Коши)

 Если 
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Равенство имеет место лишь при 
[image: image720.wmf]n

a

a

a

=

=

=

...

2

1



В заключение  приведем формулировку еще одного важного неравенства.

Неравенство Коши – Буняковского


Для любых действительных чисел 
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 выполняется неравенство:
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Равенство в (4) имеет место тогда и только тогда, когда числа 
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 пропорциональны, то есть существуют такие числа 
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КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ

Предлагаемые ниже задачи являются контрольным заданием по математике для учащихся 10 классов. Для зачета вам рекомендуется решить не менее 6 задач. Правила оформления, адрес и другая полезная информация – в конце журнала. Желаем Вам успехов.

М.10.1.1. Докажите, что для любых действительных чисел a и b выполняется неравенство 
[image: image729.wmf]ab
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Указание: Перенести все члены в левую часть, преобразовать и определить знак полученного выражения. 

М.10.1.2. Доказать, что для любых действительных чисел a и b выполняется неравенство
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Указание: Перенести все члены в левую часть, преобразовать и определить знак полученного выражения. 

М.10.1.3. Докажите, что если 
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, то выполняется неравенство 
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Указание: Перенести все члены в левую часть, преобразовать и определить знак полученного выражения. 

М.10.1.4. Доказать, что если 
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Указание: Обозначить 
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  и использовать в качестве опорного неравенство (3).

М.10.1.5. Доказать, что для любых положительных чисел a, b и c выполняется неравенство

 
[image: image738.wmf]c

b

a

c

ab

b

ac

a

bc

+

+

³

+

+


Указание: Воспользоваться три раза неравенством (1), где в качестве слагаемых взять, соответственно, 
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 во втором неравенстве и 
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 в третьем неравенстве.

М.10.1.6. Доказать, что для любых положительных чисел a, b и c выполняется неравенство
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Указание:  Воспользоваться в качестве опорного неравенством Коши - Буняковского.

М.10.1.7. Доказать, что если 
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Указание: доказательство провести методом от противного. Возвести обе части в квадрат и получить противоречие с неравенством Коши.

М.10.1.8. Доказать, что при 
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 верно неравенство
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Указание: доказательство провести методом от противного. Возвести обе части в квадрат и после преобразований сравнить знак левой и правой частей неравенства.

М.10.1.9.  Доказать, что при 
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Указание: доказательство провести методом математической индукции.

М.10.1.10.  Доказать, что при 
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Указание: доказательство провести методом математической индукции.

Мендель Виктор Васильевич (МИФ-2, №3, 2005)
Линии второго порядка на плоскости

П. 1. Определение линии второго порядка


Рассмотрим плоскость, на которой задана прямоугольная декартова система координат (XOY).  Тогда любая точка M однозначно определяется своими координатами (x, y). Кроме того, любая пара чисел (x, y) определяет некоторую точку плоскости. Координаты точек могут удовлетворять некоторым условиям, например, какому-нибудь уравнению f(x,y)=0 относительно неизвестных (x, y). В этом случае говорят, что уравнение f(x,y)=0 задает на плоскости некоторую фигуру. Рассмотрим примеры.

Пример 1.  Рассмотрим функцию y = f(x). Координаты точек графика этой функции удовлетворяют уравнению y – f(x) = 0. 

Пример 2. Уравнение 
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 (*), где a, b, c – некоторые числа, задают на плоскости некоторую прямую. (Уравнения вида (*) называют линейными).

Пример 3. График гиперболы 
[image: image755.wmf]x
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 состоит из точек, координаты которых удовлетворяют  уравнению 
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Пример 4. Точки окружности радиуса r с центром в точке M0(x0,y0) задаются уравнением 
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Определение 1.  Уравнение вида 
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 (**), где хотя бы один из коэффициентов 
[image: image759.wmf]ij
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 не равен нулю, называется уравнением второго порядка.
Определение 2. Линия на плоскости, координаты точек которой удовлетворяют уравнению второго порядка, называется линией второго порядка (далее обозначаем ее ЛВП).


Примерами линий второго порядка являются гипербола (пример 3) и окружность (пример 4). 

П. 2. Эллипс, гипербола и парабола


Самыми интересными ЛВП являются эллипс, гипербола и парабола. Последние две линии хорошо знакомы читателям – парабола – это график квадратичной функции, а гипербола задается, например, уравнением из примера 4. 


Мы рассмотрим геометрические и физические свойства названных выше линии. Начнем с эллипса.

[image: image1691.png]


Определение 3. Эллипсом называется фигура на плоскости, координаты всех точек которой удовлетворяют уравнению 
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(1).

Уравнение (1) называется каноническим уравнением эллипса.

О виде эллипса можно судить по рисунку 1.


Далее будем считать, что 
[image: image761.wmf]b
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 (в противном случае можно развернуть систему координат на 90 градусов). Параметр a называется большей, а параметр b  - меньшей полуосью эллипса.

Положим 
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 называются фокусами эллипса. С фокусами связан ряд интересных свойств, о которых мы будем говорить ниже.

Определение 4. Гиперболой называется фигура на плоскости, координаты всех точек которой удовлетворяют уравнению 

[image: image1692.png]
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(2).

Уравнение (2) называется каноническим уравнением гиперболы. О виде гиперболы можно судить по рисунку 2.


Положим 
[image: image765.wmf]2
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 называются фокусами гиперболы. 
Параметр a называется действительной, а параметр b  - мнимой полуосью гиперболы, соответственно ox – действительная, а oy – мнимая оси гиперболы.
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Прямые, заданные уравнениями 
[image: image767.wmf]x
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, называются асимптотами. При больших значениях параметра x точки асимптот бесконечно близко приближаются к ветвям гиперболы. На рисунке 2 асимптоты изображены пунктирными линиями.

Определение 5. Параболой называется фигура на плоскости, координаты всех точек которой удовлетворяют уравнению
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(3).

Уравнение (3) называется каноническим уравнением параболы. Она изображена на рисунке 3. Фокусом параболы называют точку F с координатами  
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П. 3. Свойства фокусов ЛВП


   Для каждой ЛВП в П.2. указывались специальные точки – фокусы. Эти точки играют большую роль для объяснения важных свойств эллипса, гиперболы и параболы. Мы сформулируем эти свойства в виде теорем.

Теорема. 1. Эллипс есть множество точек M, таких, что сумма расстояний от этих точек до фокусов равно 2a: 
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(4).

Теорема. 2. Гипербола есть множество точек M, таких, что разность расстояний от этих точек до фокусов равно 2a: 
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(5).

Для того чтобы сформулировать аналогичное свойство для параболы, определим директрису. Это прямая d, заданная уравнением 
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Теорема 3. Парабола есть множество точек M, таких, что расстояние от этой точки равно расстоянию от нее до директрисы:
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(6).

П. 4. Фокусы и касательные

[image: image1694.png]
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      Касательной к ЛВП является прямая, которая имеет с ней только одну общую точку. Уточним, что в случае гиперболы эта линия не должна быть параллельна ни одной из асимптот, а в случае параболы – ее оси симметрии. Пусть точка M
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 принадлежит соответствующей ЛВП. Ниже приведены уравнения касательных, проходящих через эту точку:
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 – для эллипса,

(7)
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 – для гиперболы,

(8)
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 – для параболы.

(9)


    Если в точку касания с эллипсом или гиперболой провести отрезки из обоих фокусов (их называют  фокальными радиусами точки), то обнаружится замечательное свойство (смотри рис.5 и 6):  фокальные радиусы образуют равные углы с касательной, проведенной в этой точке.


Это свойство имеет интересную физическую интерпретацию. Например, если считать контур эллипса зеркальным, то, лучи света от точечного источника, помещенного в одном его фокусе, после отражения от стенок контура обязательно пройдут через второй фокус. 


Большое практическое применение получило аналогичное свойство для параболы. Дело в том, что фокальный радиус любой точки параболы составляет с касательной, проведенной в эту точку угол, равный углу между касательной и осью параболы. 


    Физически это интерпретируется так: лучи точечного источника света, помещенного в фокусе параболы, после отражения от ее стенок распространяются параллельно оси симметрии параболы. Именно поэтому зеркала фонарей и прожекторов имеют параболическую форму. Кстати, если параллельный оси параболы поток света (радиоволн) входит в нее, то, после отражения от стенок, все его лучи пройдут через фокус. На этом принципе работают станции  космической связи, а также радары.

П. 5. Еще немного физики





   ЛВП нашли широкое применение в физике и астрономии. Так, было установлено, что одно относительно легкое тело (например, спутник) движется в поле силы тяготения более массивного тела (планеты или звезды) по траектории, представляющей собой одну из ЛВП. При этом более массивное тело находится в фокусе этой траектории.


Впервые эти свойства подробно изучил Иоганн Кеплер и они были названы Законами Кеплера.

Контрольное задание № 1 для учащихся 10 классов

Вопросы для самопроверки (5 баллов за задание)

М.10.1.1.  Дайте определение ЛВП. Приведите несколько примеров уравнений, которые задают ЛВП.

М.10.1.2.  Вычислите координаты фокусов а) эллипса, б) гиперболы, если a=13, b=5.

М.10.1.3.  Составьте каноническое уравнения а) эллипса, б) гиперболы, если известно, что эта линия проходит через точки с координатами (5, 6) и (-8, 7).

М.10.1.4.  Проверьте, что прямая, заданная уравнением (9) действительно пересекается с параболой, заданной уравнением (3) только в точке с координатами 
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. (Указание: сначала подставьте уравнение касательной в уравнение параболы, а затем убедитесь, что дискриминант получившегося квадратного уравнения равен нулю.)

М.10.1.5.  Составьте уравнение касательной к гиперболе с действительной полуосью 8 и мнимой – 4 в точке с координатой x=11, если вторая координата точки отрицательна.

Практическая работа (10 баллов)

М.10.1.6.  Постройте несколько эллипсов по следующему методу: закрепите лист бумаги на фанере и воткните в бумагу (но не до конца) пару кнопок. Возьмите кусок нитки и свяжите концы. Накиньте получившуюся петлю на обе кнопки (фокусы будущего эллипса), острым концом карандаша натяните нить и аккуратно проведите линию, следя за тем, чтобы нить была натянута. Изменяя размеры петли, вы сможете построить несколько софокусных эллипсов.  Попробуйте объяснить с помощью Теоремы 1, что полученные линии действительно эллипсы и объясните, как, зная расстояние между кнопками и длину нитки, можно рассчитать полуоси эллипса.

Тема для мини–реферата (15 баллов)

М.10.1.7.  Изложите формулировки и физический смысл законов Кеплера (используйте дополнительную литературу).

Мендель Виктор Васильевич, (МИФ-2, №1, 2005)
Задачи по стереометрии на едином государственном экзамене по математике


В контрольно измерительные материалы (КИМы) по математике включено две задачи по стереометрии. Одна во второй части, где требуется только записать правильный ответ, а вторая – в части С, среди заданий с развернутыми решениями. То есть, экзаменуемый должен построить чертеж, решить задачу и написать в бланке ответов ее развернутое решение. В этом году на экзамене будут выдаваться дополнительные бланки для записи решений третьей части, что дает возможность участникам экзамена более подробно и точно излагать свои мысли.


Наша цель – охарактеризовать основные типы задач по стереометрии, предлагаемых на экзаменах, сориентировать вас на тот теоретический материал, который может потребоваться и познакомить с тем, как правильно оформить ваши решения.


Задачи, предлагаемые во второй части, относятся главным образом к пирамидам, призмам, конусам, цилиндрам и предполагают вычисление углов между прямой и плоскостью, между плоскостями, а также вычисление площадей и объемов. 


Эти задачи относятся к среднему уровню сложности. Как правило, их решение сводится к применению одного – двух стереометрических фактов и вычислениям по известным формулам. Следует отметить, что авторы задач сознательно избегают ситуации, когда при решении приходится рассматривать достаточно сложные тригонометрические уравнения или системы алгебраических уравнений. Мы специально обращаем на это ваше внимание, чтобы вы не хватались за первый пришедший в голову способ решения, а, некоторое время поразмыслив, постарались найти наиболее простой и нетрудоемкий способ – он существует.


Перечислим ряд полезных фактов, относящихся к стереометрии и планиметрии, которые помогут вам сориентироваться в поиске решения. Будем формулировать их в виде утверждений.

Утверждение 1. Если все грани пирамиды наклонены к основанию под одинаковыми углами, то основание ее высоты является центром окружности, вписанной в основание пирамиды. 

Замечание 1. Указанным в утверждении 1 свойством обладают, например, правильные пирамиды.

Замечание 2. Если изначально известно, что основание пирамиды – параллелограмм, то он окажется ромбом, так как среди параллелограммов вписать окружность можно только в ромб.

Замечание 3. У рассмотренных выше пирамид все апофемы (высоты боковых граней) равны и одинаково наклонены к основанию. Однако, равенство апофем не гарантирует того, что все грани одинаково наклонены к основанию (это не так, если высота проходит вне пирамиды).

Утверждение 2. Если все боковые ребра пирамиды равны (одинаково наклонены к основанию), то основание ее высоты является центром окружности, описанной вокруг основания пирамиды.
Замечание 1. Указанным в утверждении 2 свойством обладают, например, правильные пирамиды.

Замечание 2. Если изначально известно, что основание пирамиды – параллелограмм, то он окажется прямоугольником, так как среди параллелограммов описать окружность можно только вокруг прямоугольника.

Замечание 3. Если основание такой пирамиды – прямоугольный треугольник, то высота пирамиды будет попадать в середину гипотенузы основания. Более того, боковая грань, проходящая через гипотенузу основания пирамиды, будет ему перпендикулярна.

Утверждение 3. Если в прямую призму вписана сфера, то ее радиус равен радиусу окружности, вписанной в основание и равен половине высоты призмы.

Утверждение 4. Если сфера описана вокруг прямой призмы, то:

1) вокруг оснований призмы можно описать окружности, 

2) центр сферы лежит на середине отрезка, соединяющего центры описанных окружностей верхнего и нижнего оснований.

Замечание 1. Радиус описанной сферы можно рассчитать по теореме Пифагора, взяв в качестве катетов половину высоты призмы и радиус описанной окружности основания.

Теперь несколько советов относительно конусов и цилиндров.

· В большинстве задач не требуется строить стереометрический чертеж, достаточно рассмотреть осевые сечения (то есть те сечения, которые проходят через ось вращения конуса или цилиндра).

· В какой то степени конус это та же пирамида, а цилиндр – призма.

· Если сказано, что две образующие конуса пересекаются под прямым углом, это значит, что угол в его осевом сечении не может быть острым.

· Касательные плоскости к конусу и цилиндру содержат их направляющие. А перпендикуляры, проведенные из точки касания к касательной плоскости, обязательно проходят через ось вращения.

Полезное замечание из планиметрии. Довольно часто, при решении задач приходится вычислять расстояние от вершины прямоугольника до его диагонали. Запомните!!! Если а и b – стороны прямоугольника, то искомое расстояние равно 
[image: image779.wmf]2
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. Очень часто его ошибочно заменяют половиной диагонали прямоугольника.

Что нужно повторить.

Обязательно повторите:

· теорему синусов и теорему косинусов,

· тригонометрические формулы для двойного и половинного аргумента,

· определение линейного угла между плоскостями и угла между прямой и плоскостью,

· вычислительные формулы для объемов,

· теорему о трех перпендикулярах и признак перпендикулярности прямой и плоскости.


Перейдем к примерам решения задач.

Задача 1. Высота правильной треугольной пирамиды равна 
[image: image780.wmf]3

2

, а боковое ребро наклонено к плоскости основания под углом 600. Секущая плоскость параллельна стороне основания и содержит высоту пирамиды. Найдите площадь сечения.
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Решение. 1) Выполним чертеж. 2) Заметим, что треугольники AVN и ABC подобны, и коэффициент подобия равен отношению отрезка AH – медианы меньшего треугольника, к медиане большего треугольника. А так как  точка H – суть, точка пересечения медиан треугольника ABC, то 
[image: image781.wmf]3

2

=

k

. Отсюда 
[image: image782.wmf]a

VN

3

2

=

, где a – сторона основания пирамиды.

3) Выразим теперь сторону основания a  пирамиды через ее высоту и угол между боковым ребром и основанием. Из прямоугольного треугольника SHA найдем AH: 
[image: image783.wmf].
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 Так как AH – две трети медианы треугольника  ABC, а медиана равна 
[image: image784.wmf]2
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. Осталось найти площадь сечения: 
[image: image787.wmf].
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Задача 2. В основании прямой призмы 
[image: image788.wmf]ABC
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 лежит равнобедренный прямоугольный треугольник, 
[image: image789.wmf].
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 Плоскость ABC1 наклонена к плоскости основания под углом 600. Найдите объем призмы.
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Решение.  1) Выполним чертеж. Заметим, что линейный угол того двугранного угла, о котором идет речь в условии – это угол C1MC. Здесь точка M – середина стороны AB, а так как 
[image: image790.wmf]CB
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, то CM еще и высота. C1M перпендикулярна AB по теореме о трех перпендикулярах.

2). Нетрудно заметить, что 
[image: image791.wmf]3
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3) Рассмотрев прямоугольный треугольник C1MC с углом  600, найдем CC1: 
[image: image793.wmf].
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4) Вычислим объем призмы:  
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Задача 3. Объем конуса равен 
[image: image795.wmf]3
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, а радиус основания равен 4. Сечение, проходящее через вершину конуса S, пересекает окружность его основания в точках А и В. Расстояние от центра основания конуса до плоскости сечения равно 
[image: image796.wmf]3

. Найдите градусную меру угла наклона плоскости сечения SАВ к плоскости основания конуса.
Решение. 1) Выполним чертеж. Самое главное – правильно определить расстояние от секущей плоскости до центра основания: Если SM – медиана треугольника SAB, то ОМ и SM перпендикулярны АВ, поэтому плоскость SOM перпендикулярна FD (признак перпендикулярности прямой и плоскости!!!).  Но так как АВ лежит в секущей плоскости, то плоскость SOM перпендикулярна также и к ней. Опустив из О перпендикуляр на линию SM пересечения этих плоскостей, мы построим перпендикуляр к сечению из точки О. Поэтому 
[image: image797.wmf]3
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2)  Заметим также, что нам нужно найти угол OMH, обозначим его (.  Тогда угол OSH=900-(. 3) Так как 
[image: image798.wmf]2
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, то высота конуса равна 
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 В прямоугольном треугольнике SOH: 
[image: image800.wmf].
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 Поэтому данный угол равен 600, но тогда угол (=300.

Задача 4. Концы отрезка KP лежат на окружностях оснований цилиндра. Высота цилиндра равна 16, радиус основания равен 10, а угол между прямой KP и плоскостью основания цилиндра равен 450. Найдите расстояние между осью цилиндра и параллельной ей плоскостью, проходящей через точки K и P.
Решение. 1) Выполним чертеж. Так как ось цилиндра параллельна сечению, то расстояние от оси до сечения равно длине перпендикуляра, опущенного из любой точки прямой на плоскость. В нашем случае удобно взять точку О1, тогда искомый перпендикуляр – отрезок О1М, где точка М – середина отрезка K1P.

2) Так как сечение – прямоугольник, а диагональ составляет со стороной угол  450, то сечение – квадрат. Таким образом, нам нужно вычислить расстояние от центра окружности, радиусом 10 до хорды этой окружности, равной 16. Иными словами, задача свелась к вычислению высоты равнобедренного треугольника O1PK1. Легко вычислить, что она равна 6.


Теперь скажем несколько слов о задачах по стереометрии из части С. Эти задачи требуют обоснования некоторого существенного стереометрического факта, после чего задача сводится к нескольким стандартным планиметрическим подзадачам. Напомним, что задачи части С требуют развернутого решения, включающего в себя обоснование важнейших моментов решения.  Опыт работы экспертной комиссии показывает, что далеко не все учащиеся, решающие геометрическую задачу на ЕГЭ, справляются с такими обоснованиями. Отчасти это было связано с нехваткой места на бланках. Однако дадим еще один важный практический совет: даже если вы не можете по каким то причинам доказать ключевые моменты решения – постарайтесь четко их сформулировать. Это может помочь вам получить до 3 баллов за задачу (из 4 возможных).

Задача 5. В шар радиусом 
[image: image801.wmf]11

 вписана правильная треугольная призма Прямая АВ1 образует с плоскостью АСС1 угол 450. Найдите объём призмы. 
Решение. 1) Пусть D1–середина ребра А1С1. Так как призма правильная, то В1D1(А1С1 и B1D1(СС1, тогда по признаку перпендикулярности прямой и плоскости В1D1(АСС1. Значит,  (В1АD – угол между прямой В1А и плоскостью АСС1, то есть  (В1АD = 450. 2) Пусть М и М1 – центры оснований призмы, тогда АМ = ВМ = СМ и А1М = В1М = С1М. 
Так как призма правильная, то ММ1(АВС. Если точка О лежит на прямой ММ1, то  по свойству наклонных и проекций ОА = ОВ = ОС и ОА1 = ОВ1 = ОС1. Пусть точка О – середина отрезка ММ1, тогда прямоугольные треугольники ОМА и ОМ1А1 равны по двум катетам. Значит, ОА = ОА1. Аналогично, ОВ = ОВ1 и ОС = ОС1. Следовательно, точка О равноудалена  от всех вершин призмы АВСА1В1С1, то есть является центром описанного около нее шара. Из условия радиус шара 
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, то есть  ОА = 
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3) Пусть АВ = а. Тогда 
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. Но (B1D1A прямоугольный и (В1АD = 450. Следовательно, 
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. Поэтому из прямоугольного  (ОМ1А1 имеем 
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Приведенное выше решение – авторское. Оно было предложено в критериях оценивания, которыми пользовались эксперты, проверявшие работы по математике на ЕГЭ.  Обратите внимание на то, как подробно обсуждаются стереометрические моменты в 1 и 2 пунктах решения. Вместе с тем, планиметрические моменты в решении задачи (пункт 3) прописаны достаточно схематично.


Рассмотрим еще одну задачу из части С. 

Задача 6. Около правильной треугольной призмы описан цилиндр. Площадь боковой поверхности цилиндра равна 14(. Расстояние от оси цилиндра до диагонали боковой грани призмы равно
[image: image817.wmf]3

2

. Найдите объем призмы. 

Решение.  1) Поскольку цилиндр описан около правильной призмы 
[image: image818.wmf]1
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, то центры О и О1 ее оснований являются центрами оснований описанного цилиндра, а радиус цилиндра равен радиусу окружности, описанной около основания призмы, то есть около правильного треугольника АВС. Так как призма правильная, то ее боковое ребра АА1, ВВ1 и СС1 перпендикулярны плоскости оснований призмы. Поэтому и ось цилиндра ОО1  перпендикулярна плоскости АВС. Следовательно, 
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, и по признаку параллельности прямой и плоскости 
[image: image820.wmf]С
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. Из определения расстояния между скрещивающимися прямыми следует, что расстояние между прямой ОО1 и прямой СВ1 есть длина перпендикуляра, опущенного из точки О на грань ВСС1В1.
2) Пусть АМ – высота треугольника АВС, то есть АМ(ВС. Тогда центр О треугольника АВС лежит на АМ. Так как ВВ1(АВС, то АМ(ВВ1. Следовательно, ОМ(СВВ1, то есть расстоянием между скрещивающимися прямыми ОО1 и СВ1 является длина отрезка ОМ – радиуса окружности, вписанной в основание призмы.. Значит, 
[image: image821.wmf]3
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. Тот же результат получим, рассматривая любую диагональ любой боковой грани призмы.

3) Треугольник АВС – правильный. Следовательно, 
[image: image822.wmf]3
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, то есть радиус R цилиндра равен ОА. Если Н – высота цилиндра, площадь его боковой поверхности 
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. Следовательно, 
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. Так как цилиндр описан около призмы, то высота призмы равна высоте цилиндра. Объем призмы 
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. Основание призмы – правильный треугольник АВС и R – радиус его описанной окружности, значит, 
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[image: image828.wmf]32

, то есть.  Отсюда получаем объем призмы:   
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В заключение, по традиции, предлагаем вам задачи для самостоятельного решения.

Задания для самостоятельного решения

М.11.1.1. Основание прямой призмы KMTK1M1T1 – треугольник KMT в котором 
[image: image830.wmf]6

,

5

=

=

=

KT

MT

KM

. Плоскость KMT1 наклонена к основанию под углом 450. Найдите площадь боковой поверхности призмы.

М.11.1.2. Секущая плоскость проходит через высоту правильной треугольной пирамиды параллельно стороне основания. Боковое ребро пирамиды наклонено к плоскости основания под углом 300 и равно 4. Найдите площадь сечения.

М.11.1.3. Угол между секущей плоскостью, проходящей через вершину конуса, и плоскостью основания 450. Сечение конуса – прямоугольный треугольник. Найдите площадь сечения, если расстояние от центра основания конуса до секущей плоскости равно 3.

М.11.1.4. Сторона основания правильной четырехугольной пирамиды равна 4, апофема -
[image: image831.wmf]3

2

.  Секущая плоскость проходит через сторону основания и делит боковое ребро пополам. Найдите тангенс угла между плоскостями основания и сечения пирамиды.

М.11.1.5. Прямая пересекает окружности оснований цилиндра в точках B и D и наклонена к плоскости основания под углом 300.  Плоскость, содержащая прямую BD, параллельна оси цилиндра и удалена от этой оси на расстояние 3. Найдите высоту цилиндра, если радиус его основания равен 6.

М.11.1.6. Все грани призмы ABCDA1​B1C1D1 – равные ромбы. Углы BAD, BAA1 и DAA1 равны по 600 каждый. Найдите угол между прямой BA1 и плоскостью BDВ1. 
М.11.1.7. В кубе ABCDA1​B1C1D1 с ребром, равным 
[image: image832.wmf]3

2

, расположен конус так, что его вершина находится в точке D1, а центр его основания, точка О, лежит на диагонали BD1 и делит ее в отношении ВО : ОD1 = 1 : 3. Известно, что окружность основания конуса имеет с каждой гранью, содержащей точку В, ровно по одной общей точке. Определите объем конуса. 

М.11.1.8. В шар вписана правильная треугольная призма АВСА1В1С1, объем которой равен 4,5. Прямая BA1 образует с плоскостью BCC1 угол 450. Найдите площадь поверхности шара.

Мендель Виктор Васильевич (МИФ-2, №1, 2004)
Геометрические задачи на наибольшее и наименьшее значение
В первой части предлагаемой вниманию одиннадцатиклассников статьи приведены решения заданий части С одного из вариантов ЕГЭ по математике 2003 года. Особое внимание следует обратить на то, как оформляются решения. Дело в том, что проверка работ выполняется экспертами в соответствии с едиными по всей России критериями. Поэтому, даже полностью решив задачу, ученик может получить за нее не более двух баллов из четырех. Причина – отсутствие необходимых обоснований, невыполненная проверка и т.п.

Вторая часть статьи посвящена геометрическим задачам на наибольшее и наименьшее значения, которые, по некоторым данным, могут быть предложены на ЕГЭ в 2004 году.

Часть 1. Решения задач части С ЕГЭ по математике за 2003 год

Задача С1. Решить уравнение  
[image: image833.wmf](
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Решение. Шаг 1. Предварительно определим ОДЗ уравнения:
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Шаг 2. Преобразуем выражение, стоящее под знаком квадратного корня. Так как 
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Шаг 3. Упростим правую часть уравнения: используя свойства логарифма и степени, получим
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Шаг 4. Введем обозначение: 
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. Уравнение примет вид:
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Шаг 5. Наложив условие: 
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 (*), возведем левую и правую части уравнения в квадрат. Приведя подобные, получим квадратное уравнение 
[image: image841.wmf]0
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, корнями которого являются числа -3 и 2. Первое из них не удовлетворяет условию (*) и далее не рассматривается.

Шаг 6. Вернемся к рассмотрению уравнения относительно x: 
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Шаг 7. Выполним проверку, подставив полученное значение в исходное уравнение: 
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Ответ: 16.

Рассмотрим типичные ошибки при решении задачи С1.

1. Шаг 1, как правило, выполняют все учащиеся.

2. При выполнении шага 2 некоторые учащиеся получали выражение 
[image: image847.wmf]8
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. Большинство приступавших к решению задачи С1, но получивших 0 баллов не справились именно с этим шагом.

3. При выполнении шага 3 некоторые учащиеся допускали ошибки при переходе от корня к дробной степени.

4. Некоторые учащиеся пропускали шаг 4 или меняли его местом с шагом 5, что приводило к громоздким выражениям и, как следствие, к опискам и ошибкам.

5. При выполнении шага 5 некоторые учащиеся не указывали на необходимость выполнения условия (*), что не является ошибкой, если делается проверка, но учитывается, кода решается вопрос о том, сколько поставить баллов: три или четыре.

6. Большое количество вычислительных ошибок получалось при возведении в квадрат правой части уравнения (особенно, если не проводилось упрощение выражения и не вводилась новая переменная). Часто записывались только квадраты двух слагаемых, а удвоенное произведение опускалось.

7. Решение задачи начинало оцениваться, если в нем было получено верное квадратное уравнение (необязательно с использованием новой переменной).

8. При решении квадратного уравнения часть  (незначительная) учащихся делала вычислительные ошибки.  Имели место также ошибки при переходе от новой переменной к переменной x.

9. Массовый характер имело отсутствие проверки условия (*), а проверку подстановкой в исходное уравнение сделала только половина решивших эту задачу. (В случае отсутствия проверки и записи в ответ посторонних корней задача оценивалась не более чем в два балла.)

10. Общее замечание. Задание С1, по замыслу составителей, проверяет умение учащихся правильно и обоснованно выполнять все шаги решения довольно стандартной задачи. Это объясняет некоторую перегруженность пояснениями и обязательное наличие проверки.

 Задача С2. Найдите все значения р, при которых уравнение 
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 не имеет корней.

Решение. Шаг 1. Выразим параметр р через sinx:
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Шаг 2. Найдем, в каких пределах изменяется правая часть полученного выражения. Тогда решением будут те значения параметра, которые не попадают в эти пределы. 


Введем переменную 
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t

sin

=

, по свойству синуса, 
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. Исследуем функцию 
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 на отрезке [-1;1] и найдем множество ее значений на этом отрезке. Вычислим производную: 
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 Точки экстремума 
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3

,

0

2

1

-

=

=

t

t

. На рассматриваемом отрезке лежит только первое число. Найдем значения функции в точке экстремума и на концах интервала: 
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. Таким образом, множество значений функции на отрезке [-1;1] есть отрезок [-9;17].

Шаг 3. Найдем дополнение к отрезку [-9;17] – это и есть те значения параметра, при которых уравнение не имеет решений: (-(, -9)((17, ().

Ответ: (-(, -9)((17, ().

Рассмотрим типичные ошибки при решении задания С2.

1. Как правило, первый шаг не вызывал проблем.
2. Часть учащихся при решении задачи не вводило новую переменную, а пыталась оценить выражение исходя из ограниченности каждого из слагаемых в формуле, это давало очень грубую оценку интервала, но при ряде дополнительных условий могло оцениваться в один балл.

3. При введении новой переменной на шаге 2 ряд учащихся допускал ошибку в преобразованиях, в результате они получали не кубическое, а квадратное выражение.

4. Как продолжение этой ошибки, предпринимались попытки решить квадратное уравнение относительно синуса, при этом не указывались необходимые условия (синус по модулю не больше единицы) и не исследовался дискриминант.

5. Получив верное кубическое выражение, ряд учащихся не сумел правильно определить его множество значений. Они не учитывали, что кубическая функция может иметь экстремум внутри рассматриваемого промежутка, и ограничивались исследованием значений функции на концах отрезка. Тем не менее, за такое продвижение решения можно было получить два балла.

6. Некоторые учащиеся использовали чертежи графиков функций для обоснования множества значений, но сами графики строились эскизно и без достаточных пояснений.

Задача С3. Около прямой четырехугольной призмы описан цилиндр. Основание призмы – прямоугольник, меньшая сторона которого вдвое меньше диагонали, площадь боковой поверхности призмы равна 
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, а расстояние между скрещивающимся боковым ребром и диагональю основания призмы равно 
[image: image857.wmf]3
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Решение. Шаг 1. Покажем, что расстояние между ребром и диагональю равно перпендикуляру, опущенному из вершины призмы на противоположную диагональ того же основания. Действительно, указанный перпендикуляр лежит в плоскости, перпендикулярной боковому ребру призмы. Поэтому перпендикуляр и ребро пересекаются под прямым углом. Таким образом, рассматриваемый перпендикуляр есть общий перпендикуляр к диагонали и ребру, а, следовательно, его длина равна указанному в условиях расстоянию.

Шаг 2. Вычислим стороны основания призмы. По условию, половина диагонали равна меньшей стороне, поэтому угол между диагоналями 600, а высота АН правильного треугольника  АОВ равна 
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Далее из прямоугольного треугольника АВД  с острыми углами в 30 и 60 градусов выразим сторону АД: 
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. Найдем периметр основания: 
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Шаг 3. Найдем высоту призмы. Так как нам известна площадь ее боковой поверхности и периметр основания, поделив площадь на периметр, находим высоту: 
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Шаг 4. Используем формулу 
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R

V

цилиндра

2

p

=

 для вычисления объема:
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Ответ: 60(.

Рассмотрим типичные ошибки при решении задачи С3.

1. Главная ошибка, допускавшаяся в массовом порядке, неправильное представление расстояния между скрещивающимися диагональю и ребром. Как правило, за это расстояние бралась половина диагонали основания (ОА). Но были и более экзотические ошибки.

2. Многие, справившиеся с этим шагом, не обосновывали то, что высота АН– общий перпендикуляр диагонали и ребра. 

3. Следует отметить большое количество вычислительных ошибок в преобразованиях. Лишь незначительный процент учащихся пользовался такими приемами как вынесение за скобку общего множителя, умножение на сопряженное число.

4. Также незначительное число учащихся использовало тригонометрические формулы на шаге 2. Большинство предпочло более громоздкие методы, основанные на тереме Пифагора.

5. В некоторых вариантах учащиеся путали формулы объема и площади боковой поверхности цилиндра.

Задача С4. Найдите все значения a, при которых область определения функции 
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  содержит ровно три целых числа. 

Решение. Шаг 1. Определим предварительно ОДЗ функции: 
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 - так как x – основание логарифма.

Шаг 2. Упростим выражение, стоящее в скобках, используя свойства степеней и логарифмов, и представим его в виде произведения: 
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Шаг 3. Заметим, что рассматриваемая функция определена, если выражение, стоящее в скобках неотрицательно, а следовательно, неотрицательно и полученное в результате упрощений произведение: 
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Шаг 4. Рассмотрим сначала случай 
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. Легко видеть, что неравенство выполняется для всех допустимых значений x. Поэтому единица не входит в решение.

Шаг 5. Рассмотрим теперь совокупность двух систем неравенств, эквивалентную исходному неравенству:
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Случай 1. 
[image: image871.wmf]1
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 в этом случае монотонно убывает, и получим совокупность систем:
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Учитывая ОДЗ, заметим, что первая система этой совокупности выполняется для всех x((0;1) и только для них, а вторая система справедлива для всех 
[image: image874.wmf]3
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. Таким образом, в первом случае решение содержит бесконечно много целых чисел.

Случай 2. 
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 в этом случае монотонно возрастает, и получим совокупность систем:
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Если a=3 – то единственное решение совокупности x=3. Если 
[image: image878.wmf]3
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, то решение имеет только вторая система, причем это решение лежит в полуинтервале (1;3] и не может иметь три целых корня.

Пусть теперь 
[image: image879.wmf]3
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. В этом случае имеет решения только первая система. Решение будет отрезком [3;a].  Только три целых корня (числа 3, 4 и 5) будут принадлежать этому отрезку в том случае, когда a([5;6).

Ответ: [5;6).

Рассмотрим типичные ошибки при решении задачи С4.

1. Решавшие эту задачу в основном без труда справлялись с шагами 1, 2 и 3. Главным на этом этапе был обоснованный переход к совокупности систем неравенств. Те, кто довел решение до этого момента, получали 1 балл.

2. Наибольшую трудность представляло исследование полученной совокупности. Как правило, оно не было доведено до конца в силу нехватки времени. Кроме того, учащиеся в решении рассматривали не все случаи, допускали ошибки в анализе.

3. Неудобным применительно к данной задаче оказался метод, основанный на графическом представлении возможных решений на числовой оси, так как он не давал возможности отделить те случаи, когда только одна система имеет решения.

4. Ряд учащихся ограничился исследованием частных случаев (выбиралось несколько значений параметра, и для них делалась проверка). В некоторых работах происходила подмена: вместо неравенства рассматривалось уравнение.

5. Надо отметить, что задача действительно представляет сложность даже для хорошо подготовленных детей. По прогнозу составителей, с ней могли справиться менее одного процента участвовавших в экзамене.

Часть 2. Особенности решения геометрических задач на экстремум


Задача на нахождение наибольшего или наименьшего значения функции на отрезке является стандартной. Её решение сводится к исследованию значений функции на концах отрезка (области), в точках экстремума, и в точках, в которых производной функции не существует, попадающих в выбранный отрезок.


В связи с введением ЕГЭ, распространение получили задачи, приводящие к данному исследованию. Так, в прошлом году, в задании С2 (смотри часть 1 этой статьи) нужно было свести процесс решения к исследованию некоторой кубической функции на отрезке (интервале) [-1;1].


Опубликованная в 2004 году демо-версия КИМа по математике также содержит задачу на экстремум, на этот раз, геометрическую.


Рассмотрим особенности применения дифференциальных методов при решении таких геометрических задач.


Известные специалисты в области преподавания математики в школе В.А. Гусев, В.Н. Литвиненко и А.Г. Мордкович, рекомендуют следующую схему решения:

1. Выявляется оптимизируемая величина (у).

2. В качестве параметра (х) выбирается одна из имеющихся величин. Для нее устанавливаются реальные границы изменения (исходя из геометрического смысла задачи).

3. Исходя из условий задачи, находят выражение у через х (
[image: image880.wmf])
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4. Полученная функция 
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 исследуется на минимум или максимум на определенном в п.2  отрезке (интервале).

5. Найденные результаты интерпретируются для рассматриваемой задачи.

Заметим, что выбор параметра x существенно влияет на то, как выразится оптимизируемая величина. Кроме того, это скажется на виде уравнения 
[image: image882.wmf]0
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, которое вам придется решать: оно может быть алгебраическим, тригонометрическим или трансцендентным.

Рассмотрим пример.

Задача (демо-версия ЕГЭ – 2004, С2). Стороны прямоугольника равны 2 и 5. Через каждую точку на его меньшей стороне провели прямую, отсекающую прямоугольный треугольник с периметром 8. Найти наименьшее значение площади оставшейся части прямоугольника.

Решение.

1. Оптимизируемая величина - 
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2. Выберем параметр. Пусть х=АМ. Очевидно, что 
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3. Найдем выражение 
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Б) по условию,                                             
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В) 
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Рассмотрим систему: 
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       Возведем 2-е уравнение системы в квадрат, и вычтем из него (1).
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Отсюда                        
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Выразим  z через  x: из (2) следует 
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4. Исследуем 
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, следовательно, минимальное значение функция принимает при x = 2.  
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Ответ: 
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Задачи для самостоятельного решения

Задача 1. Основание АС равнобедренного треугольника АВС равно 2, а высота, проведенная к основанию – 3. На боковых сторонах ВС и ВА взяты точки Е и D – соответственно, так, что DЕ ║ АС. На чертеже построен квадрат со стороной DЕ, лежащий по противоположную сторону от DЕ с вершиной В. Какова наибольшая общая площадь этих квадрата и треугольника?
Указания к решению. Рассмотрите два случая. 

Случай 1. Квадрат находится внутри треугольника. Тогда                                                 максимальной будет площадь квадрата,  вписанного в данный треугольник (смотри рис.1 ). 

Исследуем 1 случай: пусть  х – сторона квадрата. 
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Случай 2. Квадрат пересекает АС (рис. 2).

Здесь 
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- оптимизируемая величина. Используя подобие, как в первом случае, вы можете получить следующую формулу для площади: 
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Заметим, что по условию задачи,  
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Задача 2. Рассматриваются все трапеции, вписанные в окружность радиуса 2. Найти боковую сторону трапеции наибольшей площади, если известно, одно из оснований рассматриваемых трапеций равно 
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2

.
Указания к решению.   Оптимизируемая величина S – площадь трапеции. Ее удобно представить в виде суммы площадей четырех треугольников, общей вершиной которым служит центр окружности, а основаниями – стороны трапеции
. Выбрав за параметр угол 
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, под которым из центра окружности видны боковые стороны трапеции, можно получить следующую вычислительную формулу для площади:
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Дальнейшие исследования проведите самостоятельно.

  Марченко Любовь Васильевна, Костина Галина Викторовна (МИФ-2, №4, 2004) 

ГРАФИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ С ПАРАМЕТРАМИ
Проводимый в последние годы Единый  Государственный Экзамен по математике включает в себя задачи различного уровня сложности. И если задачи уровней А и В требуют от учащихся только правильной записи ответа (сам ход решения не проверяется), то задачи уровня С предполагают не только получение результата, но и  подробное описание хода решения. При этом, если первые из предлагаемых в части С задач (уравнения или системы уравнений) довольно большая часть школьников решает, то к задачам с параметрами, в основном, даже не приступают, поскольку эти задачи требуют пространных рассуждений. Между тем, если попытаться решить эти задачи графически, то результаты могут быть получены значительно быстрее.

В Дальневосточном государственном университете путей сообщения (г. Хабаровск) уже не первый год  варианты письменного экзамена включают задачи, в которых требуется построить на плоскости в декартовой системе координат множество решений системы неравенств с двумя переменными. Метод построения решения следующий. Если дано неравенство f(x,y)>0 (или f(x,y)<0, 
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), то сначала надо построить график функции f(x,y)=0.  (Сразу следует оговориться, что выражение «график функции» не совсем точное, если иметь в виду однозначные функции. Вернее было бы говорить о множестве точек, удовлетворяющих равенству.) Этот график определяет границу области  решения неравенства. При этом, если неравенство строгое, то границу изображают пунктирной линией (точки графика не являются решениями неравенства). Если неравенство нестрогое, то границу изображают сплошной линией, показывая, что точки графика являются решениями неравенства.

Чтобы определить, по какую сторону границы располагается область решения неравенства, достаточно выбрать произвольную точку плоскости, не принадлежащую границе, и подставить координаты этой точки в исходное неравенство. Если получено верное числовое неравенство, то все точки по ту же сторону границы, что и выбранная точка, принадлежат области решения. Если же подстановка координат выбранной точки не дает верного числового неравенства, то областью решения будут точки, расположенные по другую сторону границы (свойство непрерывных функций). На чертеже множество решений неравенства изображают штриховкой.  При решении системы неравенств решают каждое из неравенств, а затем выбирают точки, для которых одновременно выполняются все неравенства системы (пересечение множеств решений).

Пример 1. Построить на плоскости ХОУ множество точек, удовлетворяющих системе неравенств: 
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Решение. Границей области решения первого неравенства является парабола 
[image: image946.wmf]2
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, а областью решения – точки, расположенные «выше» параболы. Границами областей решения двух других неравенств являются прямые x + y = 2  и  х – y = 2,  а областями  решений – точки, расположенные «ниже» прямых. Область решения системы неравенств изображена на рисунке 1.
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Рисунок 1

При построении рисунка желательно подписывать уравнения кривых.

Неравенства, входящие в систему, могут содержать знак модуля. Предполагается также, что учащиеся умеют строить график функции y=f(kx+b), если известен график функции y=f(x).

Каким же образом построение решения систем неравенств может помочь при решении задач с параметрами? Рассмотрим это подробнее на примерах заданий раздела С Единого Государственного Экзамена.

Пример 2 (задание С4, варианты 1-30, 2004 год). Найдите все значения параметра а, при каждом из которых множество решений неравенства  
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 содержит какой-нибудь отрезок длины 2, но не содержит никакого отрезка длиной 3.

Решение. Поскольку неравенство содержит две переменные х и а, то его решение можно построить на плоскости в декартовой системе координат хоа (горизонтальная ось ох, вертикальная ось оа). Сразу можно отметить, что поскольку переменная х из неравенства находится в знаменателе, то 
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, то  есть точки оси оа не являются решениями неравенства. Преобразуем неравенство к более удобному виду:


[image: image950.wmf]x

ax

x

x

a

a

a

4

2

4

8

2

2

2

+

+

-

<

+

, 
[image: image951.wmf]a

a

x

ax

x

x

a

8

4

2

4

0

2

2

2

-

-

+

+

-

<

,


[image: image952.wmf](

)

2

2

2

2

8

4

4

0

x

ax

a

a

x

x

a

+

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

<

, 
[image: image953.wmf])

2

(

)

2

(

4

0

2

2

2

2

x

ax

a

x

ax

a

x

+

-

-

+

-

<

,


[image: image954.wmf](

)

(

)

2

2

4

0

x

a

x

a

x

-

-

-

<

, 
[image: image955.wmf](

)

0

1

4

2

>

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

x

x

a

 или  
[image: image956.wmf](

)

(

)

0

4

2

>

-

-

x

x

x

a

.

 Поскольку 
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 для всех действительных х и а, кроме х=а, то достаточно потребовать, чтобы 
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. Дробь положительна, если ее числитель и знаменатель одного и того же знака. Таким образом, полученное после преобразований неравенство равносильно двум системам неравенств: 
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Вторая система не имеет решений, поскольку неравенства 
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Для построения области решения первой системы неравенств изобразим на плоскости хоа прямые х=а, х=0 (ось оа), х=4. Все прямые (за исключением оси) изображаются пунктиром, поскольку неравенства, входящие в систему, строгие. 

Областью решения исходного неравенства будет полоса 
[image: image962.wmf]4
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 с вырезанной прямой 
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 (рисунок 2).
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Для 
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 множество решений исходного неравенства относительно переменной х содержит отрезки длиной 3, поэтому требование задачи  выполняется на промежутке от 1 до 3, причем значение параметра  а=2 исключается, так как при а=2 решение неравенства представляет собой два интервала длиной 2, но ни одного отрезка этой длины. Окончательно запишем, что при 
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  выполняются требования задачи.

Пример 3 (задание С4, варианты 31-60, 2004 год). Найдите все значения параметра а, при каждом из которых множество решений неравенства 
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 содержит какой-нибудь отрезок длиной 4 и при этом сам содержится в каком-нибудь отрезке длиной 7.
Решение. Преобразуем исходное неравенство: 


[image: image969.wmf]3

2

)

2

2

(

8

x

a

x

ax

x

x

a

x

+

-

-

<

-

, 
[image: image970.wmf]3

))

(

2

)

(

(

8

x

a

x

a

x

x

x

a

x

-

-

-

<

-

,


[image: image971.wmf]3

)

2

)(

(

8

x

x

a

x

x

a

x

-

-

<

-

, 
[image: image972.wmf]0

)

(

)

2

)(

(

8

3

2

>

-

-

-

-

x

a

x

x

x

a

x

, 
[image: image973.wmf]0

)

16

8

)(

(

3

2

>

-

-

-

x

x

x

a

x

,


[image: image974.wmf]0

)

4

)(

(

3

2

>

-

-

-

x

x

a

x

 или 
[image: image975.wmf]0

)

4

)(

(

3

2

>

-

-

x

x

x

a

.

 Поскольку 
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 для всех действительных х, кроме х=4, а дробь положительна, если ее числитель и знаменатель одного знака, то неравенство равносильно двум системам неравенств:
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 Границами решений этих неравенств на плоскости хоа являются прямые х=4, а-х=0, х=0 (ось оа). Поскольку неравенства  строгие, то точки, принадлежащие указанным прямым, не являются решениями, поэтому прямые (за исключением оси оа) изображаются пунктиром. Подстановка координат произвольных точек позволяет заштриховать нужную часть плоскости, соответствующую множеству решений (рисунок 3).


[image: image978.wmf]a

x

4

4

0

8

12

-4

-7

a-x=0


Рисунок 3
Теперь, используя полученный рисунок,  выберем те значения параметра а, при которых множество значений х включает в себя отрезок длиной не менее 4 и не более 7. Это условие выполнятся для 
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Следующий пример  взят из статьи Б. Писаревского «Единый государственный экзамен по математике», опубликованной в журнале «Квант»,  №2 , 2004 г.(с. 40-43). Как указано в публикации, пример относится к третьей части варианта ЕГЭ по математике 2003 года. Данный пример приведен в журнале с полным решением, полученным обычным аналитическим путем. Приводимое ниже решение, предлагаемое авторами данной статьи, использует графические построения.

Пример 4. Из области определения функции 
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взяли все целые положительные числа и сложили их. Найдите все положительные значения а, при которых такая сумма будет больше 8, но меньше  15.
Решение. Согласно свойствам логарифмической функции, должно выполняться неравенство 
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 записано в знаменателе дроби, и из свойств показательной функции следует, что 
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. Тогда выше приведенное неравенство выполняется в двух случаях:
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 Линиями, определяющими границы области решений неравенств, являются прямые а=1, а=0 (горизонтальная ось ох) и гипербола 
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. Для удобства построения последней преобразуем правую часть и запишем 
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. Данную гиперболу удобно построить, заметив, что она получена параллельным переносом гиперболы 
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 (перенос по вертикальной оси вверх на 8 единиц и по горизонтальной влево на 5 единиц).

Все линии (за исключением координатной оси ох) изображаются пунктиром, поскольку неравенства строгие.

Область решения этих двух систем неравенств изображена на рисунке 4. Сразу можно заметить, что для 
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 область определения  функции содержит бесконечно много целых положительных чисел. Поэтому для указанных промежутков а условия задачи не выполняются. Следовательно, надо рассмотреть промежуток 
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. Благодаря чертежу, можно сузить и этот промежуток, ограничившись значениями 
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. Действительно, по мере возрастания параметра а от 1 до 8, количество целых положительных значений х, входящих в область определения увеличивается. Например, при 
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[image: image997.wmf]4

2

<

£

a

 --  значения 1, 2, 3, сумма которых меньше 8. Для 
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 в область определения входят такие значения х, как 1, 2, 3, 4, 5, сумма которых равна 15, что не удовлетворяет требованиям задачи. Рассмотрим более подробно промежуток 
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. Нас интересуют такие значения параметра а, при которых в область определения функции будут попадать значения 1, 2, 3, 4, но не попадет значение х=5. Границей области решения неравенства является гипербола 
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Рисунок 4.
Предлагаемый способ решения не является универсальным, а лишь одним из возможных.

Действительно, в выше приведенных примерах чертеж помогал в выборе решения. Но иногда подсказки рисунка бывает недостаточно, и приходится проводить еще и аналитические рассуждения. Так, при решении примера С4 (варианты 61-90. 2004 год), аналитическая часть оказалась весьма существенной. Приведем краткое изложение  решения без подробного описания построения кривых. Авторы полагают, что в данном конкретном примере графическое решение оказалось не столь очевидным в сравнении с выше приведенными задачами, хотя оно и позволило облегчить поиск решения.

Пример 5 (задание С4, варианты 61-90, 2004 год). Найдите все положительные значения параметра а, при каждом из которых множество решений неравенства 
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 содержится в некотором отрезке длиной 10 и при этом содержит какой-нибудь отрезок длиной 2.

Решение. Запишем исходное неравенство в виде двойного неравенства 
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Рисунок 5

2 случай. Если 
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 неравенство не имеет смысла, так как рассматриваем случай 
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[image: image1029.wmf]5

6

-

=

a

x

 и 
[image: image1030.wmf]5

10

-

=

a

x

, то есть 
[image: image1031.wmf]2

5

6

5

10

>

-

-

-

a

a

 или 
[image: image1032.wmf]1

5

2

>

-

a

. Отсюда 
[image: image1033.wmf]2

5

<

-

a

, 
[image: image1034.wmf]2

5

2

<

-

<

-

a

, 
[image: image1035.wmf]7

3

<

<

a

. С учетом того, что 
[image: image1036.wmf]5

0

<

<

a

, получим  
[image: image1037.wmf]5

3

<

<

a

. Но, так как решения исходного неравенства должны содержаться в отрезке длиной 10, то 
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Учитывая, что 
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 множество решений неравенства 
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 содержится в некотором отрезке длиной 10 и при этом содержит какой-нибудь отрезок длиной 2.

Авторы надеются, что предложенный в данной статье метод решения поможет при решении задач с параметрами. Все замечания и добавления по данному вопросу будут с благодарностью приняты.

Задачи для самостоятельного решения

Предлагаем читателям задачи для самостоятельного решения. Все ниже приведенные задачи взяты или из вариантов вступительных экзаменов в различные вузы, или из задач ЕГЭ по математике разных лет. Свои решения оформляйте в отдельной тетради и направляйте по адресу: 680000, г. Хабаровск, ул. Дзержинского, 48, ХКЦТТ, ХКЗФМШ.
М.11.3.1. Найдите  все значения параметра 
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М.11.3.2. Найдите все значения параметра 
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, при каждом из которых множество решений неравенства 
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М.11.3.3. При каких значениях 
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М.11.3.4. Найдите  все значения параметра 
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 следует неравенство 
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М.11.3.5. При каких значениях 
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М.11.3.6. Решить неравенство 
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Кармакова Тамара Сергеевна (МИФ-2, №4, 2004)
Система уравнений с двумя переменными на едином государственном экзамене по математике

В соответствии с контрольно-измерительными материалами (КИМ) Единого государственного экзамена по рассматриваемой теме контролю подлежат умения решать:
· Системы, содержащие одно или два рациональных уравнения;

· Системы, содержащие одно или два иррациональных уравнения;

· Системы, содержащие одно или два тригонометрических уравнения;

· Системы, содержащие одно или два показательных уравнения;

· Системы, содержащие одно или два логарифмических уравнения;

· Системы, содержащие уравнения разного вида (иррациональные, тригонометрические, показательные, логарифмические);

· Системы уравнений с параметром.

Рассмотрим примеры перечисленных видов и способы их решения.

Пример 1. Пусть 
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, найдите значение выражения 
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Данную систему можно решить двумя способами.

Первый способ: Подставив в первое уравнение вместо 
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. Возведя обе части полученного уравнения в квадрат, при условии, что 
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Значит 
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Второй способ: Выполнив преобразования и подстановку, получим 
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, которая равносильна совокупности двух систем в соответствии с определением модуля:
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Решение первой системы 
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Ответ: 14.

Пример 2. Пусть 
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. Найдите сумму 
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Эту систему решим графически.

Решение:
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График первого уравнения можно получить из графика функции 
[image: image1100.wmf]x
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[image: image1102.wmf]y

0

.

График второго уравнения получается из графика показательной функции 
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 параллельным переносом на +1 вдоль оси 
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Построенные графики пересекаются в единственной точке (3;4). Подстановкой координат найденной точки в уравнения исходной системы убеждаемся, что пара (3;4) является решением системы. Значит 
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Пример 3.  Решите систему уравнений
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Решение: Особенностью системы является то, что одно уравнение системы – рациональное, а другое – иррациональное. Область допустимых значений системы 
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Введём новое переменное 
[image: image1112.wmf]y

x

t

=

, 
[image: image1113.wmf]0

f

t

. Тогда второе уравнение примет вид 
[image: image1114.wmf]0

2

3

2

2

=

-

-

t

t

, откуда 
[image: image1115.wmf]2

1

=

t

, 
[image: image1116.wmf]2

1

2

-

=

t

. Так как 
[image: image1117.wmf]2

1

2

-

=

t

 не удовлетворяет условию 
[image: image1118.wmf]0

f

t

, то из уравнения 
[image: image1119.wmf]2

=

y

x

, получаем 
[image: image1120.wmf]y

x

4

=

 и исходная система будет равносильна системе 
[image: image1121.wmf]î

í

ì

=

=

+

+

y

x

xy

y

x

4

9

.
Решением системы является две пары чисел (4;1) и 
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Ответ: (4;1) и 
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Пример 4. Решите систему уравнений 
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Решение: Данная система является симметрической, то есть такой, которая не меняется при замене в каждом уравнении x на у и у на х. Как и всякую симметрическую систему, её целесообразно решать путём введения двух новых переменных 
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Так как 
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, то данная система примет вид 
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. Применяя формулу суммы кубов для 
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.Выполняя тождественные переходы, получим 
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Следовательно, исходная система равносильна совокупности двух систем 
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. Первая система решения не имеет, а решение второй - две пары чисел (1;2) и (2;1).

Ответ: (1;2) и (2;1).
Пример 5. Решите систему уравнений 
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Решение: Имеем систему двух рациональных уравнений. Если первое уравнение умножить на (-2) и сложить со вторым уравнением, то получим уравнение 
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Из первой системы получаем пары чисел (2;1) и (-2;-1), а из второй - 
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Ответ: (2;1); (-2;-1); 
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Пример 6.  Решите систему уравнений


[image: image1144.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

=

+

.

6

,

24

3

3

x

y

xy

y

x

xy


Решение: Область допустимых значений системы 
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Перемножив, левые и правые части уравнений системы, получим уравнение 
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Ответ: (4;2); (-4;-2).

Пример 7. Решите систему уравнений
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Решение: В данной системе оба уравнения тригонометрические. Сложив уравнения и вычтя из первого второе, получим новую систему уравнений
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Ответ: (
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Пример 8. Решите систему уравнений 
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Решение: Выполним преобразования степеней во втором уравнении 
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Если 
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Подставим в первое уравнение 
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Так как преобразования были равносильные, то проверку подстановкой можно не проводить.

Ответ: 
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Пример 9. Решите систему уравнений 
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Решение: Так как левая и правая части первого уравнения имеют общую часть 
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Исходная система принимает вид 
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Сделаем проверку подстановкой 
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 оба равенства верны, следовательно, (2;-2) – решение системы.

Ответ: (2;-2)

Пример 10. Решите систему уравнений
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Решение: Преобразуем первое уравнение системы, выразив у через х, получим 
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Данная система равносильна системе 
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Решим второе уравнение 
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Проверим подстановкой удовлетворяет ли (-2;16) исходной системе. 
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 Оба равенства верны.

Ответ: (-2;16).

Пример 11. Решите систему уравнений 
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Решение: Преобразуем первое уравнение системы 
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Исходная система будет равносильна совокупности двух систем
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Решим второе уравнение, воспользовавшись формулами: 
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Получим: 
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Значит 
[image: image1268.wmf])
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Система (b) не имеет решения, так как при 
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Ответ: 
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Пример 12. Решите систему уравнений 
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Решение: Преобразуем первое уравнение системы 
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(воспользовались формулами 
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то есть 
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Корней нет.

Ответ: (8;2).

Пример 13. Решите систему уравнений 
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Решение: Так как логарифм определен только для положительных чисел, то из первого уравнения следует, что 
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Второе уравнение системы примет вид
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Подставим 
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(воспользовались теоремой: 
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Найдем соответствующее значение х из уравнения 
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Проверим подстановкой, удовлетворяют ли пары, (1;-1) и (-7;3/2), данной системе.

(1;-1):
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Оба равенства верны.

(-7;3/2) – не удовлетворяет первому уравнению исходной системы, так как 
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Ответ: (1;-1) – решение системы.

Контрольные задания

Предлагаемые ниже задачи являются контрольным заданием для учащихся 11 классов. Для зачета вам рекомендуется решить не менее 6 задач. Правила оформления, адрес и другая полезная информация – в конце журнала. Желаем Вам успехов.

Решите системы уравнений
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М.11.4.2. 
[image: image1326.wmf](

)

ï

î

ï

í

ì

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

=

-

-

=

-

-

+

;

27

18

3

log

3

2

1

log

,

0

3

3

2

2

4

2

12

2

12

2

xy

x

y

xy

x

y

y

x

xy

x


М.11.4.3. 
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М.11.4.4. 
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М.11.4.5. 
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М.11.4.6. 
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М.11.4.7. 
[image: image1331.wmf]î

í

ì

=

+

=

;

2

cos

cos

3

,

sin

5

sin

y

x

x

y


М.11.4.8. 
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М.11.4.9. 
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М.11.4.10. 
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Авдеева Мария Олеговна (МИФ-2, №3, 2005)
Область допустимых значений уравнений и неравенств

1. Введение

 При подготовке к единому государственному экзамену по математике, безусловно, необходимо повторить и систематизировать весь материал школьного курса. Особое внимание следует обратить на темы, являющиеся основой для решения широкого круга задач из различных разделов. Решение уравнений и неравенств именно такие темы. При решении текстовых задач, задач математического анализа, систем уравнений, неравенств и т.д. необходимо понимание и твердое владение основными методами решения уравнений. 

Заметим, что (см. [1]) «наиболее распространенный (стандартный) путь решения уравнений состоит в том, что с помощью стандартных приемов решение данного уравнения сводится к решению нескольких элементарных уравнений с последующим анализом найденных корней». В большинстве случаев анализ подменяется непосредственной проверкой. Однако такой подход при решении неравенств уже является несостоятельным. По нашему мнению, более грамотно выполнять только равносильные преобразования исходных равенств и неравенств, то есть при каждом преобразовании  следить за их областью допустимых значений (ОДЗ) учитывая области определения и  значений используемых функций. 

Заметим, что простое выписывание ОДЗ и решение полученных при этом неравенств не всегда целесообразно. Оно часто приводит к лишней работе по нахождению корней квадратных трехчленов и сравнению этих корней с корнями, которые получаются при решении исходных уравнений и неравенств. Поэтому достаточно ПОСТОЯННО СЛЕДИТЬ ЗА РАВНОСИЛЬНОСТЬЮ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ и проводить анализ окончательных результатов в соответствии с условиями ОДЗ.

2. Области определения и значений основных элементарных функций

 Напомним свойства основных элементарных функций, обращая внимание на их применение для решения уравнений и неравенств.

a) Дробная рациональная функция 
[image: image1335.wmf]m
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 определена во всех точках, кроме нулей знаменателя. Следовательно, из области допустимых значений решения соответствующего уравнения и неравенства нужно исключить значения 
[image: image1336.wmf]x

, для которых 
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b) Логарифмическая функция определяется основным логарифмическим тождеством


[image: image1338.wmf]1

,

0

,

0

,

log

¹

>

>

=

a

b

a

a

a

b

a

.

Именно при решении задач с логарифмами следует обратить внимание на сделанное ранее замечание  о проведении равносильных преобразований без явного выписывания ОДЗ. 

c) Показательная функция 
[image: image1339.wmf]x
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 функция тождественно равна единице.

d) Степенная функция 
[image: image1342.wmf]a
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 - постоянное число не имеет общих свойств для всей своей области определения. При 
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 степенная функция определена и равна нулю если 
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Кроме того,  степенная функция обладает различными свойствами, зависящими от показателя степени 
[image: image1354.wmf]a

.  Так, степенная функция 
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 определена при всех значениях 
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, а степенная функция 
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 с целым отрицательным показателем определена при 
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 функция 
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 определена во всех действительных  точках 
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 (нуле, положительных, отрицательных) и принимает отрицательные значения  при 
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Если в уравнении или неравенстве встречается показательно-степенная функция 
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, то в условия, определяющие ОДЗ, необходимо включить 
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e) Вопросы для самопроверки.
1) Укажите, в каких точках не определена функция 
[image: image1369.wmf])
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2) Укажите область определения и область значений следующих функций: 
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3. Примеры решения уравнений и неравенств 

Рассмотрим некоторые простые примеры решения уравнений и соответствующих неравенств с использованием равносильных преобразований и анализом их ОДЗ.

а) Решая уравнение 
[image: image1376.wmf]1
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Для решения неравенства 
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, где вторая строка отражает ОДЗ исходного неравенства. Применяя метод интервалов к решению 
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b) Уравнение 
[image: image1387.wmf])
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Очевидно, корень 
[image: image1389.wmf]2
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 является посторонним, так как не входит в ОДЗ (определяется неравенствами системы). Корень 
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 удовлетворяет ОДЗ и является корнем исходного уравнения. Неравенство 
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Интервал 
[image: image1393.wmf])
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 - решение неравенства (рис.2).

с) При решении уравнения 
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2

2

1

2

=

-

+

x

x

 делаем замену 
[image: image1395.wmf]x

y

2

=

 и переходим к равносильной системе 
[image: image1396.wmf]î

í

ì

>

=

-

-

0

0

3

2

2

y

y

y

, где неравенство 
[image: image1397.wmf]0

>

y

 соответствует области значений показательной функции 
[image: image1398.wmf]x

y

2

=

 и является ОДЗ исходного уравнения (в неявном виде без непосредственного выражения для 
[image: image1399.wmf]x

). Из двух корней 
[image: image1400.wmf]1

1

-

=

y

 и 
[image: image1401.wmf]3

2

=

y

 квадратного уравнения 
[image: image1402.wmf]0

3

2

2

=

-

-

y

y

, учитывая ОДЗ, выбираем положительный и находим окончательный ответ 
[image: image1403.wmf]3

log

2

=

x

. 

Решая неравенство 
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Поскольку основание степени больше единицы и неравенство 
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d) Формально ОДЗ уравнения 
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[image: image1422.wmf]0

¹

x

. Таким образом, уравнение 
[image: image1423.wmf]3

2

x

x

x

=

-

 имеет три корня 
[image: image1424.wmf]0

1

=

x

, 
[image: image1425.wmf]1

2

=

x

 и 
[image: image1426.wmf]1

3

-

=

x

.

Неравенство 
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Вторая система совокупности не имеет решений, поэтому окончательный ответ записывается в виде 
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e) Вопросы для самопроверки

1) Решите методом интервалов неравенство 
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2) Составьте систему равносильную уравнению 
[image: image1432.wmf]1
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3) Найдите корни уравнения 
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4. Примеры решения задач из ЕГЭ

Рассмотрим некоторые примеры задач единого государственного экзамена 2005 года. 

a) (Часть 2, В5) Найдите сумму всех корней уравнения 
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Решение: ОДЗ данного уравнения  
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 принадлежит ОДЗ исходного уравнения. Следовательно, сумма всех корней 
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в) (Часть 2, С1) Найдите все значения 
[image: image1444.wmf]x
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 лежат выше соответствующих точек графика функции 
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Решение: Необходимые значения 
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 удовлетворяют неравенству 
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 соответствует областям определения логарифмической функции (
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 с числителем, положительным на всей ОДЗ. Знак дроби, расположенной в левой части неравенства, определяется ее знаменателем. Следовательно, решение исходного неравенства совпадает с решением 
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с) (Часть 2, С2) Решите уравнение     
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Решение: Область определения степенной функции 
[image: image1456.wmf]n

x

y

/

1

=

 с четным 
[image: image1457.wmf]n

 определяет ОДЗ уравнения неравенством 
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Задачи для самостоятельного решения

М.11.1.1. Решите уравнение 
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М.11.1.2. Решите уравнение 
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М.11.1.3. Решите неравенство 
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М.11.1.4. Решите неравенство 
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М.11.1.5. Найдите все значения  
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[image: image1475.wmf])

5

(

lg

6

5

2

2

+

+

-

=

x

x

x

y

   неотрицательны. Ответ: 
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Мендель Виктор Васильевич (МИФ-2, №4, 2005)
Задачи с параметрами на ЕГЭ по математике


Задачи с параметрами представлены в ЕГЭ по математике в частях B и C.  В части В, как правило, предполагается определить значение параметра, при котором выполнено некоторое экстремальное условие для функции или выражения.


В части С, при решении задач предполагается сначала произвести определенные преобразования и  упрощения, а затем  проанализировать полученные выражения для определения нужных значений параметра, удовлетворяющих, порой, самым экзотичным условиям.


В данной статье мы не ставим целью научить методам решения задач с параметрами (об этом не раз шла речь в нашем журнале, методам решения задач с параметрами посвящена помещенная в этом номере статья Т.С. Кармаковой). Мы предполагаем познакомить читателей с несколько непривычными  формулировками задач КИМах ЕГЭ и оригинальными (хотя и не очень сложными) методами их решения.


Рассмотрим примеры, аналогичные тем, которые давались на ЕГЭ в части В.

Пример 1.  Определить, при каком значении параметра b функция 
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 принимает наименьшее значение при 
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Решение. Корень квадратный из выражения принимает наименьшее значение тогда, когда выражение под корнем наименьшее. Выражение  
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 наименьшая, когда наименьшая степень 
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. Квадратичная функция принимает наименьшее значение в своей вершине, при значении 
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Замечание. При решении заданий части В предполагается только краткая запись ответа в специально отведенные поля. Поэтому у вас нет необходимости полностью и подробно записывать все решение.

Пример 2. Определите, при каком положительном значении параметра a наибольшее значение функции 
[image: image1485.wmf]2
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Решение. Наибольшее значение квадратичная функция принимает в своей вершине при 
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. Приравняв это выражение к 5 и учитывая, что параметр –  положительное число,  получим 
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Рассмотрим теперь примеры задач их части С.

Пример 3. Найдите все значения параметра 
[image: image1489.wmf]a

, при каждом из которых множество решений неравенства  
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 содержит какой-нибудь отрезок длиной 2, но не содержит никакого отрезка длиной 3.

Решение.  

1) Проведем равносильные преобразования.    
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[image: image1492.wmf]a
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2)  Так как 
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 должны быть противоположных знаков, т.е.  получаем систему
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  множество решений – это интервал 
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 двух интервалов.

3)  Интервал 
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          Если 
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 не удовлетворяют условию задачи.  Если 
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 не удовлетворяют условию задачи.  
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Ответ:  
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Пример 4. Даны два уравнения: 
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Значение параметра  
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 выбирается так, что 
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 и число различных корней первого уравнения равно сумме числа  
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 и числа различных корней второго уравнения. Решите первое уравнение при каждом значении параметра, выбранном таким образом. 







Решение.
1) Так как 
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2) С возрастанием x функция 
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3) Число 0 не является корнем уравнения (2). При 
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 уравнение (2) равносильно уравнениям:
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Уравнение (3) всегда имеет ненулевой корень 
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 различных корней уравнения (2) равно 1 или 2. 

4) По условию 
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Ответ: 
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Пример 5.  Найдите все положительные значения параметра   
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Решение.  

1) По определению модуля исходное неравенство равносильно совокупности неравенств   
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2) Пусть  
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 множеством решений является объединение двух промежутков 


[image: image1586.wmf]÷

ø

ö

ê

ë

é

¥

+

È

ú

û

ù

ç

è

æ

+

¥

-

;

3

14

3

8

;

a

a

.

3) Так как 
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4) Пусть  
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Если 
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 множеством решений является объединение трех промежутков 
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5) Так как 
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  не удовлетворяют условию задачи.


Ответ:  
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Задачи для самостоятельного решения

М.11.2.1. Определить, при каком значении параметра b функция 
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 принимает наименьшее значение при 
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М.11.2.2. Определите, при каком положительном значении параметра a наибольшее значение функции 
[image: image1616.wmf]7
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 равно 13.

М.11.2.3. Определите наименьшее значение параметра a, при котором уравнение 
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 имеет решение.

М.11.2.4. Найдите все значения параметра 
[image: image1618.wmf]a

, при каждом из которых множество решений неравенства   
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  содержит какой-нибудь отрезок длиной 4 и при этом содержится в некотором отрезке длиной 7.

М.11.2.5. Даны два уравнения:
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Значение параметра р  выбирается так, что 
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 и число различных корней первого уравнения равно произведению числа 
[image: image1623.wmf]p

 и числа различных корней второго уравнения. Решите второе уравнение при каждом значении параметра, выбранном таким образом. 

М.11.2.6. Найдите все значения a, при которых область определения функции 
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  содержит ровно три целых числа.
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